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Les tenseurs sont d'une grande importance en physique puisqu’on les retrouve dans des do-
maines aussi divers que la mécanique, la relativité générale ou bien la théorie quantique des
champs : Leurs propriétés mathématiques traduisent en effet I'invariance des phénomenes phy-
siques vis-a-vis d'un changement de coordonnées utilisés pour les décrire.

1 Regles de sommation d’Einstein

On se place dans R? muni d’une base orthonormée (e;, es, e3). On consideére un vecteur x de
coordonnées x;—123. Soit f un endomorphisme de R? de matrice M;; dans la base des e;. Si
x' = f(x),on a:

3
/
XT; = E MZ‘J‘JI]'.
J=1
La convention de sommation d’Einstein revient a récrire I’expression suivante en omettant le
signe Y et en sommant sur les indices répétés. Autrement dit, on écrit :
r_
XT; = Mijxj'
1. Ecrire a I’aide des conventions d’Einstein : x -y, tr(M).

2. Déduire de la question précédente que pour toutes matrices M et M’ on a Tr(M - M') =
Te(M' - M).

3. On définit le tenseur totalement antisymétrique (ou tenseur de Levi-Civita) €;;;, par :

€123 = 1
€ijk —€jik = —€ikj

(a) Montrer que si c = a x b, alors :

C;, = e,-jkajbk.

(b) Montrer que €;ik€imn = 6jmOkn — Ojnkm-
(¢) En déduire que a x (b x ¢c) = (a-c)b — (a-b)c.



4. Soit M une matrice. On pose A = €y Myi M M.
(a) Montrer que A;j; est totalement antisymétrique et en déduire que A;j = Ae;jy, on
A est un réel (on admettra qu’il s’agit du déterminant de M).
(b) Montrer que A = €;;,A;;;/6.

(c) On pose M;; = d;j + c;. Déduire des questions précédentes que :

det(M) =1+ Tr(o) + o(a).

2 Changement de base

On considere deux bases orthonormées e; et € reliées par la relation de changement de base :

= Rjie; e; = Pjie;
1. Montrer que P;; = Rji, RyiRy; = PriPr; = 0i;.
2. Soit x un vecteur de R? dont on note z; (resp. ) ses coordonnées dans la base e; (resp.
e}). Montrer que z; = R;;z;.
3. Plus généralement, on dit que 7;,;, ;, est un tenseur de rang m si par changement de
base il se transforme en 7" défini par :

T

Jij2---Jjm-

T/ ; ; - Rl1]1R12_72R
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(a) Montrer que la matrice M;; d’'une application linéaire est un tenseur de rang 2.
b) Montrer que 9;; est un tenseur de rang 2 invariant par changement de base.
J g g

(¢) Contraction : Soit T;,;, ;, un tenseur de rang m. Montrer que T ;4. 4, €St un
tenseur de rang m — 2. En déduire que la trace d’'une matrice 3 x 3 est un tenseur
de rang 0 (un scalaire) invariant par changement de base.

(d) Produit tensoriel : Soient TZ(”)2 i, €t T](1 J)2 . deux tenseurs de rang m et n. Montrer
que TZ(”)2 i = Tl(lll)2 ZmT](fj)Q . €st un tenseur de rang n + m appelé produit

tensoriel de T(l) et T®@ . On le note T® = TW ¢ 7@,

4. Pseudo-tenseurs. On dit que T;,;,. ;,, est un pseudo-tenseur s’il se transforme comme :

T/ = det(R)RilleinQ...R‘

1192...im imJm

T
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(a) Montrer que €;;;, est un pseudo-tenseur d’ordre 3 invariant par changement de base.

(b) Soient a et b deux vecteurs (tenseurs d’ordre 1). Montrer que a X b est un pseudo-
vecteur.

(c) Montrer que €, est un pseudo-tenseur de rang 3.

(d) Soit un tenseur de rang 2 antisymétrique A;;. On pose V; = %eijkAjk. Montrer que V;
est un pseudo-vecteur et que I'on peut inverser cette relation pour obtenir V; = €;;1 V.
En déduire un isomorphisme entre les tenseurs antisymétriques et les vecteurs.



