Chapitre 1

Phénoménologie de la
turbulence développée : Ordres
de grandeurs et quantités
dimensionnantes

Introduction

Nous nous intéressons a la situation physique suivante : un fluide vis-
queux est agité vigoureusement par un dispositif qui lui communique une
vitesse d’ordre de grandeur du; variant sur une échelle spatiale ¢;. On peut
penser, par exemple, a un agitateur de taille ¢; oscillant avec une vitesse
caractéristique du; dans un récipient.

Une premiere caractéristique physique de 1’écoulement est son nombre
de Mach, M; = wuj/cson, rapport de la vitesse d’agitation a celle du son

Op
écoulements de nombre de Mach faible (c’est-a-dire que nous considererons
uniquement le probleme d’une turbulence subsonique).
Les écoulements de faible Mach sont décrits mathématiquement [1] par
les équations de Navier-Stokes incompressibles

{ Oyii + (. V)il = —LVp + vAi

divei=0

cson = 1/(@)5. Dans tout ce qui suit, on s’intéresse exclusivement a des

(1.1)
ou p est la densité (constante) du fluide, p la pression et v sa viscosité
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cinématique. Le champ de pression est déterminé a chaque instant par la
condition d’incompressibilité div ¥ = 0. En effet, en prenant la divergence de
I’équation pour la vitesse, on trouve

Ap = —p div((i - V)id) (1.2)

Cette équation de Poisson détermine complétement p a partir de u.
Une caractéristique importante d’un écoulement visqueux est son nombre

de Reynolds

R, = Ul
v

Ce nombre mesure I'importance relative des effets inertiels (@.V)u sur les
effets visqueux vAu. En effet, le premier terme contient 2 vitesses et une
dérivée spatiale. Le second terme contient lui la viscosité, une vitesse et deux
dérivées spatiales. L'ordre de grandeur de leur rapport et donc (vitesse X
longueur) /viscosité.

Le systeme que nous considérons est vigoureusement agité dans le sens que
R; >> 1. Ce régime M; << 1, R; >> 1 est appelé “turbulence développée
incompressible”. Expérimentalement, on sait qu'un écoulement en régime de
turbulence développée incompressible est tres complexe et fluctuant. Le but
des considérations qui suivent est de caractériser quantitativement les ordres
de grandeurs des fluctuations de vitesse dans 1’écoulement.

1.1 La cascade de Richardson

Supposons notre systeme dans un état statistiquement stationnaire. Pour
maintenir le fluide en mouvement, le dispositif d’agitation lui communique
constamment de I'énergie. Qu’advient-il de cette énergie ? Une fois injectée
dans le fluide, sous forme d’énergie cinétique Eg, = % [ puld3Z, elle est
conservée par les termes non linéaires de I’équation de Navier-Stokes. Les
termes visqueux la dissipent sous forme de chaleur avec une puissance

v ou;  Ou;\’
_ 3 = ? ]
Wd—Q/de<8xj+6:ci> |

v
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Cependant, cette dissipation ne saurait s’effectuer a 1’échelle spatiale d’injection :
par hypothese le nombre de Reynolds associé a cette échelle est tres grand
et donc la dissipation visqueuse y est tres petite.

On est ainsi amené a l'image physique de la “cascade de Richardson” [2].
L’énergie injectée dans le fluide a I’échelle ¢; “cascade” vers des échelles de
plus en plus petites. Ce processus s’arréte quand des échelles £, suffisamment
petites pour que I’énergie y soit dissipée sous forme de chaleur sont atteintes.
On peut se représenter cette cascade comme des instabilités successives, dues
aux termes non linéaires, des mouvements d’échelle ¢ avec {7 > ¢ > {,.

La cascade de Richardson permet de comprendre le fait, a priori surpre-
nant mais bien vérifié expérimentalement, qu’une modification de la viscosité
d’un fluide turbulent ne change pas la dissipation d’énergie qui s’y produit.
En modifiant v, c’est le nombre d’étapes de la cascade que 'on change : les
petites échelles de I’écoulement s’adaptent au changement de viscosité et se
débrouillent pour toujours dissiper 1’énergie injectée par 'agitation a grande
échelle.

1.2 Loi d’échelle de Kolmogorov

En 1941, Kolmogorov [3, 4, 5] a donné les expressions quantitatives pour
I'intensité typique des mouvements de taille ¢ ainsi que pour ’échelle de dis-
sipation £,.

Il faut premierement remarquer que les équations de Navier-Stokes sont
invariantes par transformation de Galilée. Si u(x,t) est solution, alors u(x —
uot, t) + ug lest également. Une vitesse d’advection constante n’a donc pas
d’effet dynamique sur 1’évolution de I’écoulement. L’intensité de la vitesse
des mouvements d’échelle ¢ doit étre définie comme la variation typique de
la vitesse turbulente sur une distance ¢.

D’autre part, comme on s’intéresse aux échelles plus petites que ¢;, on
est dans une situation homogene. Des quantités comme 1’énergie cinétique
du fluide, ou comme la puissance dissipée sont extensives. Cela veut dire
que, dans une situation ou les propriétés statistiques du champ de vitesse
u(z,t) sont homogenes, 'énergie cinétique E. et la puissance dissipée Wy
sont proportionnelles a la masse totale du fluide. Nous rapporterons donc ces
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quantités a I'unité de masse.

On note ¢ le taux d’injection d’énergie dans le fluide (égal au taux de
cascade et au taux de dissipation) ramené a l'unité de masse. La dimension
de € est :

[e] = W/kg = L*T>.
La turbulence que nous considérons est caractérisée par 3 parametres : I’échelle
d’injection /7, la vitesse d’injection duy et la viscosité du fluide v. Ces pa-
rametres ont pour dimension [(;] = L, [du;] = LT " et [v] = L*T~".

L’image de la cascade de Richardson nous conduit a faire une premiere
hypothese :

e Hj : ¢ est indépendant de v.

La seule combinaison de du; et ¢; ayant la bonne dimension est du?/¢;. On
en déduit (ici ~ veut dire proportionnel)

du?
~ L. 1.3

La loi d’échelle pour du(¥) est obtenue avec les deux hypotheses suivantes :
e H;:du(l) ne dépend pas de v (pour {4 < { < {r)
e H,:ou(l) n’est fonction que de € et de /.

L’analyse dimensionelle donne
su(l) ~ (e0)V/3. (1.4)
En utilisant (1.3), (1.4) peut s’écrire

14

Su(l) ~ duy <E>1/3 (1.5)

Remarquons que Hs revient a dire que du(¢) n’est fonction de ¢; qu’au travers
d’e, autrement dit qu’il n’y a pas moyen, en observant a ’échelle ¢ de distin-
guer deux turbulences ayant le méme € mais créées a des échelles d’injection
¢ différentes.
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Nous pouvons calculer le nombre de Reynolds associé aux mouvements

d’échelle ¢
du(l)l

14 14

61/3€4/3

R,

La dissiparion visqueuse va se produire aux échelles ¢, telles que Ry, ~ 1.
On en déduit

Sag—1/4, (1.6)

En utilisant (1.3), (1.6) peut également s’écrire

del/

g~ O R (1.7)

Remarquons, pour terminer cette section, que les lois d’échelles (1.3), (1.4)
ou (1.5) et (1.6) ou (1.7) sont assez bien vérifiées expérimentalement. Si 1'on
désire utiliser ces formules pour se faire une premiere idée des ordres de
grandeurs dans un écoulement turbulent, on peut retenir les coefficients de
proportionnalité suivants :

ou
e~10"2— et ¢, ~ 10 g 1/48/4,
lr
Les coefficients numériques sont tres approximatifs, et le premier est assez
variable d'un écoulement a l'autre (cf. chapitre 3).
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1.3 Illustrations élémentaires

Dispersion turbulente

On considere 'évolution au cours du temps de deux particules séparées
d’une distance {y. La loi de Kolmogorov donne, pour ¢, < ¢ < {;,

at 13
o (el)™".

Cette équation s’integre pour donner

023 _ 63/3 ~ el/3¢.

Le diametre d’une tache de polluant évolue ainsi en

c1/243/2

Il est intéressant de noter que cette loi a été établie quinze ans avant la loi
de Kolmogorov [6].

Vitesse limite d'un corps en chute libre

Considérons un objet de taille £ et de masse M en chute libre (accélération
de la pesanteur g) dans un fluide de densité p et de viscosité cinématique
v. Sa vitesse limite est obtenue en égalant son poids Mg avec la force de
résistance du fluide. Dans le régime laminaire, la force est proportionnelle a la
vitesse et a la viscosité. L’analyse dimensionnelle donne: [v] = L*T~!, [F] =

MLT™2, [p] = ML~ et donc Fy;q. ~ vplv. Dans ce régime, on a donc

Mg

Uvisc ~ 7 ol
(pour un objet sphérique on aurait au dénominateur un facteur 67 que
I’analyse dimensionnelle ne peut attraper).

Dans le régime turbulent, la loi ¢ ~ % nous indique que la puisssance est
proportionnelle au cube de la vitesse. Comme la puissance est le produit de
la force par la vitesse, on en déduit que la force est proportionnelle au carré

de la vitesse. L’expression correcte dimensionnellement est :

2,2
Frurh ~ plv"
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Mg
Yturb ™\

On en déduit :

Le rapport
Frurh _ pl*v? _ v
Fiise vplv v

est simplement le nombre de Reynolds.

Calculons l'ordre de grandeur de la vitesse de chute d’un parachutiste. Les
ordres de grandeur sont : pg;. ~ 1Kg/m3, M ~ 100 Kg, g ~ 10 m/s?
¢ ~ 1m. On trouve vy}, ~ V1000 = 33m/s, soit environ 120 Km/h. En
prenant ¢/ = 10 m, apres 'ouverture du parachute, on trouve une vitesse
d’arrivée au sol d’environ 3,3 m/s. Ces ordres de grandeur sont corrects (la
véritable vitesse limite de chute libre est en fait environ deux fois plus élevée).

Le nombre de Reynolds est ici d’environ (v4j, ~ 107°m?/s)
1x33
= ~ 3.10°.
h 10°

Dans ces conditions, la formule laminaire donne un résultat ridicule (de
I'ordre de la vitesse de la lumiere).

Exercice

Deux disques contra-rotatifs de diametre () = 10cm tournent dans de 'eau
a la vitesse angulaire 2 = 27 f. (figure)

Veau "~ 1076m2/s

On prendra, pour échelle d’injection, la moitié du rayon des disques et, pour
échelle de vitesse, la vitesse du disque a mi-rayon.

La masse d’eau en mouvement est d’environ M = 5kg. Les disques tournent
a une fréquence de 20Hz.

On demande d’estimer :
e le nombre de Reynolds Ry;

e la puissance W fournie aux disques;
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e 1’échelle de dissipation /.

On se propose d’augmenter le nombre de Reynolds R; d'un facteur 10.
Pour cela, on envisage 2 solutions :

1. faire tourner les disques dix fois plus vite,
2. remplacer ’eau par du mercure (l/Hg ~ Veau/10; PHg = 13, 6pean)-

Calculer la puissance nécessaire dans les deux hypotheses. Qu’en pensez-
vous ?

Réponses:
R; = 76 000
Ed = 50 jeasst
W = 700 W
Weau = 700 000 W
WHg = 7000 W.
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