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Vue d’ensemble des 4 cours

e Le condensat de Bose-Einstein : gaz parfait; gaz en in-
teraction dans ’approximation du condensat pur; appli-
cations de I’équation de Gross-Pitaevskii

e Aspects multimodes : fluctuations quantiques, thermiques
et superfluidité en dimension quelconque; cohérence tem-
porelle d’un condensat

e Les fermions : gaz parfait; controle des interactions par
résonance de Feshbach; le régime d’interaction forte du
CBE a BCS; les polarons; le gaz unitaire; effet d’Efimov



1 Considérations de base
1.1 Qu’est-ce qu’un gaz quantique ?

e Constituants élémentaires : ici atomes
e Interactions binaires, potentiel V(r12) a courte portée
e Gaz : faible densité p
pb’ < 1
avec b la portée de V (r12)

e Donc atomes pas collectivement liés, 7% liquide ou solide
[1D peut faire exception|, mais piégés

e Gaz quantique : indiscernabilité des atomes cruciale. Ici
pA3 > 1

avec A = h/(2rmkgT)'/2 longueur d’onde thermique
de de Broglie. Régime dégénéré.



1.2 Quelques dates pour la théorie

1925 Einstein : gaz de Bose parfait, condensation de B.-E.

1947 Bogoliubov : gaz de Bose en interaction faible, super-
fluidité

1958 Bardeen, Cooper, Schrieffer : superfluidité du gaz de
Fermi avec interactions attractives

1961 Gross, Pitaevskii : équation de Schrodinger non linéaire
pour la fonction d’onde du condensat

1963 Lieb, Liniger : solution exacte du gaz de Bose a 1D
1971 Efimov : phénomene d’Efimov (nombre infini de trimeres)

1972 Popov : gaz de Bose en interaction faible en dimension
quelconque (transition BKT a 2D)

1980- Leggett, Nozieres, Schmitt-Rink : passage continu (crossover)
de BCS au CBE



1.3 Quelques dates pour ’expérience

1985- Chu, Phillips, Cohen-Tannoudji, ... : refroidissement
laser; T ~ uK, p < 10M2at/cm3, pA3 < 1

1988 Hess, Doyle, Kleppner, Greytak : refroidissement par
évaporation

1995 Cornell, Wieman, Ketterle, Hulet : premiers condensats

de Bose-Einstein gazeux (Rb, Na, Li) par augmentation
de p — 1013 — 10 at/cm?

1998- Une seconde vague (tsunami) de condensats

2002- Thomas, Salomon, Jin, Grimm, Ketterle, Hulet, ... :
gaz de Fermi en interaction forte



2 Le gaz de Bose parfait
2.1 La distribution de Bose-Einstein

e Etats propres a une particule : modes propres de ’onde
de matiere

hz
€apa(r) = | —-—Ar + U(r)| ¢alr)
2m
e boite cubique avec conditions aux limites périodiques
(U = 0) ou piege harmonique (U =) _,_, . . mwirs /2)

o E‘nergie grand canonique d’une configuration (ngy):
E —pN = Zna(ea — )
(84

avec pu potentiel chimique imposé par le réservoir.



e La probabilité d’occupation est factorisée :

Proba p— le_B(E_“N) p— H ie_lg(Ga_“)na

= e

avec 3 = 1/(kgT), T température du réservoir.

e Ceci impose u < €¢g. Nombre moyen d’occupation :

2.2 Saturation des modes excités

e Nombres d’occupation fonctions croissantes de u :

N' =) (na) < Nj(T) = ) _ !

o0 by exp|B(eaq — €9)] — 1

e Augmentons IN a T fixée. Quand IN dépasse Ns'up, au

moins [N — Ns’up atomes dans le mode fondamental.

10



e Pour un grand systeme, (ng) prend alors des valeurs

“macroscopiques”, u — €g et (ng) ~ N — Ns'up(T).

e Dans un piege harmonique, kgT > hwy :

3 3
n T
NZ, _C(B)(B ) donc m21——
p wmwywz N T3
Pour T ~ 1uK, w ~ 10%rad/s, N/ _ ~ 10%. Accessible.

sup
e Dans une boite a 3D, si L > A :

.3

sup — 6(3/2)—

N > N!  possible a la limite thermodynamique (tran-

sup

sition de phase).
e A2D,siL > )\, Ngup = )\2 CIn i’z Saturation “lentement”

impossible a la lim. thermo. A 1D, N/ x L? /)2,

sup

11



Densité moyenne dans un piege isotrope
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Figure 1: kpT = 20hAw, N = 500 & 32 000 en progression géométrique de raison 2. ag = (h/2mw)/? est la taille de I'état fondamental.
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2.3 Condensation et cohérence

e En seconde quantification, champ quantique bosonique
Y (r). ¥ () annihile (crée) un boson au point r.
e Cf. optique : fonction de cohérence du premier ordre :
gM(r,r') = (T ()P (x))
e Dans une boite, est la transformée de Fourier de la dis-
tribution en impulsion :

1 .
gV (r,0) = 5> (e’
k

e Gaz non dégénéré : longueur de cohérence ~ A.

e Gaz condensé (lim. therm.) : lg de cohérence ~ L — oo!

gV, 00 — po

r——+00

avec pg = (ng)/L3 densité du condensat.

13



2.4 Des fluctuations grand canonique pathologiques

e Distribution de probabilité de ng :
Proba(ng) oc e "0/ {n0),
ng = 0 est le plus probable, et Var ng ~ (no)z ~ N2,
e Ensemble canonique, approx. condensat jamais vide :
ng = N — Zna donc F = Ne¢g + Zna(ea—eo)
a0 a#0

e Un ensemble grand canonique pour les modes excités,
condensat = réservoir de potentiel chimique €y :

boite 3D L4 4/3
Varcanng >~ » (na)((na) +1) =~ 1, 67 <5 < N

a#0
e Cas 1D dans un piege harmonique exactement soluble

(Olshanii, Herzog). Valide Papprox. : erreur exponen-
tiellement petite en IN car Probacan(ng = 0) = e NBw,

14



2.5 Bruit de clivage d’un gaz condensé

¢ Champ total = champ du condensat + champ non con-
densé :

P(r) = go(r)ag + 69(r)

ou ag annihile un boson du condensat.

e Densité non moyennée :
Pip = |¢ol2ala {(botﬁﬁTéO + h.C-} + 59189

e Voir le terme de battement dans les fluctuations de den-
sité : compter les particules Ny (x > 0) et N_(x < 0).

Former le signal § = Var (N4 — N_), maximum ~ N%/3
pour T /T, ~ 0,63. Cf. groupe de Jakob Reichel (ENS).

15



Bruit de clivage d’un gaz condensé

A——1 71 71 T T T T T T 1

Var(N,-N_)/N

Figure 2: w, = w, = 2w,. N = 6000 (noir) et N = 13000 (rouge). A. Sinatra, Y. Castin, Yun Li, “Particle number fluctuations in a
cloven trapped Bose gas at finite temperature, Phys. Rev. A 81, 053623 (2010).
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3 La condensation de Bose-Einstein contient-elle une part de réalité ?

e Doute : en général, interactions entre atomes avec états
liés a deux corps, trois corps, ... A basse T, le systeme
se liquéfie ou se solidifie, pas de condensat gazeux.

e Prérequis : utiliser des pieges immateériels.

e Solution I : espece atomique miraculeuse sans état lié a
deux corps. Hydrogene H polarisé de spin. Condensat
gazeux par Kleppner et Greytak (1998).

e Solution II : a basse densité, la thermalisation du gaz est
plus rapide que la liquéfaction-solidification :

—taux de collision (binaire) pov x p
—taux de recombinaison (coll. & trois corps) o< p?

Premier condensat gazeux (rubidium 87) par Cornell et
Wieman (1995).

17



Quelques signatures expérimentales de la CBE

e Mesure de la densité moyenne : a basse température, un
pic pousse au centre du piege, a partir de T proche de
la valeur de T, attendue

e La fraction d’atomes dans le pic varie approximative-
ment en 1 — T3 /T3 pour T < Te.

e Mesure de g(l): grande longueur de cohérence > A\ ~
0,5um pour T' < 1,0175.

Figure 3: M.H. Anderson, J.R. Ensher, M.R. Matthews, C.E. Wieman, E.A. Cornell, Science 269, 198 (1995).
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Mesure de la longueur de cohérence pres de T' = T,
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Figure 4: T. Donner, S. Ritter, T. Bourdel, A. Ottl, M. Kohl, T. Esslinger, “Critical Behavior of a Trapped Interacting Bose Gas”, Science
315, 1556 (2007). [Vatomes = 0,67 £ 0,13 et Vheliumliquide = 0, 6709(1) (Lipa et al, 2003)]
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Mesure de T, en fonction de N
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Figure 5: F. Gerbier, J.H. Thywissen, S. Richard, M. Hugbart, P. Bouyer, A. Aspect, “The critical temperature of a trapped, weakly
interacting Bose gas”, Phys. Rev. Lett. 92, 030405 (2004). [gaz parfait = ligne tiretée]
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Insuffisance du modele du gaz parfait a T' < T,
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Figure 6: Pour un condensat presque pur, densité intégrée fR dy p(x = 0,y, z) dans un piege tres allongé suivant Oz. L. Hau, B.D.
Busch, C. Liu, Z. Dutton, M.M. Burns, J.A. Golovchenko, Phys. Rev. A 58, R54 (1998). [gaz parfait = ligne tiretée]
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4 Théorie simple du gaz de Bose en interaction faible
4.1 Quel potentiel d’interaction prendre ?

e Le vrai 7 Queue de van der Waals attractive V(r12) ~
—Cg/ r% et coeur violemment répulsif a r1o < nm.

e Mais pas retenu pour les alcalins car a des états a deux
corps profondément liés. Permet cependant de définir la
portée des interactions, typiquement quelques nm :

h? Cg
mb2 b6
e Dans un gaz, pb3 < 1, probabilité faible d’avoir > 2

atomes “a l’intérieur du potentiel”. Seule compte I’ampli-
tude de diffusion fi de 2 atomes. Tout modele OK si

fmod ~ fvrai

e~ I pour 0 <k S ktyp-
Tres utile dans un gaz froid ou ’on a ktypb < 1.

22



e Etat stationnaire de diffusion de deux atomes k,—k:

etkri12

k. . 12
P(riz) =~ e M2 4 fi(n) ot n=—
r12>>b 12 12

e En général, pour kiypb < 1, fi(n) ~ fi : diffusion dans
’onde s (I = 0) seulement.

e Développement a faible k :

1 1 1,
—— =—411k — —k°re + ...

fre a 2
avec a longueur de diffusion, ro portée effective.

e En général, ont des signes quelconques et |a| = |r¢| = b.
e On suppose désormais que |re| = b. Seule a importe!

e a contrélable par champ magnétique : |a| de 310 3nm
(Inguscio, 2008) & > 10°nm (Hulet, 2009).

23



4.2 Le modele d’interaction en d de Dirac
e Idée tentante : comme seule a compte, prendre une in-
teraction modele de portée nulle.
e Omniprésent dans la littérature :
V5 — g(S(I'l — I‘2),

puis calcul de fj, a 'ordre un en Vs (approximation de
Born). f,?om = —a donne

Arha
g = -
m
e Mais l'ordre deux en Vj diverge... Le modele V5 n’a
mathématiquement pas de sens a 3D (ni a 2D) :

h2
0= ——Ar,(ri2) + g0(r12)¥(r12),
sachant que A;1/r = —47wd(r).

24



4.3 Le modele d’interaction en 6 de Kronecker

e Une solution : un 0 de Kronecker sur un espace discret
(positions discrétisées sur un réseau cubique de pas b) :

g0
Vs = b3 Ory,ra-

kT .k, a un sens modulo 27 /b donc

e Cf. onde plane e’

ke D= [ T T [3
— i B
e Ajuster gp pour avoir la bonne longueur de diffusion :
g

B 1 —Csa/b

Jo avec (3 =2,442749...

25



B g

1= Csa/b

e Avoir gg < 0 est dangereux : pour N bosons au méeme
point, Egj, o Nh2/(mb2)v Eint < N(N — 1)90/b3°

e En particulier, pour a # 0 et N > 3, Ey(b) b_>() —00 : a
ne peut pas étre le seul parametre décrivant ’interaction.

avec C(C3=2,442749...

go

e Choisissons b assez grand pour éetre dans le régime de
Born, si bien que gg ~ g, et b assez petit pour que
la discrétisation de I’espace n’affecte pas les propriétés
macroscopiques du gaz :

lal Kb A€

ou la longueur de relaxation £ sera bientot définie.

26



4.4 Le cas limite du condensat pur

e Interactions faibles, tres basse température T' < To.
e Ansatz variationnel : |¥) = |IN : @) = |p) V... R |D).

e Minimiser I’énergie grand canonique (H — uN) :
h2
no(r) = — —A¢ + [U(r) + goNo|(r)|*]b(r)-

2m
Noter le terme de champ moyen proportionnel a la den-
sité du condensat.

e L’ Ansatz inclut 'approximation de Born. Voila pourquoi
go apparait. Bogoliubov fait apparaitre ’ordre suivant.
?

go + Z correction d’ordre n en gg = g.
n>2

27



e ’équation de Gross-Pitaevskii (Gross, Pitaevskii, 1961)
2

p(r) = —2AG(E) + [U(r) + gN|6(0) 2o (r)

dans la limite N — +o00, Na = cte (Castin, Dum, 1996)
donne exactement la fonction d’onde du condensat (Lieb,
Seiringer, 2002).
e Il est commode d’introduire le champ du condensat :
1/2

P(r) = Ny’ " ¢(r).

e Equation d’état du condensat pur (relation constitutive
entre différentes grandeurs thermodynamiques dans le
cas homogene spatialement) :

. 1
Mhom[p] = gp ou pression Pyoy[p] = 59/)2-

28



4.5 Application de G.P. stationnaire : profils de densité

e Longueur de relaxation £ telle que u = — :

3

<>

N
W=p,. th(x/€)

1
LU

x:cllistancé au mulr
e Piege, Nga grand : le condensat gonfle, %Aw L py
pod = [U(r) +gle()|2lo si p>> hwy

C’est I'approximation de Thomas-Fermi. Se retrouve
par les lois de la physique macroscopiques, uniformité
du potentiel chimique u = U(r) 4+ ppom!|p(r)], loi de Pas-
cal (principe d’Archimeéede) grad P = —pgrad U.
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Rappel : Insuffisance du modele du gaz parfait a T' < T
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Figure 7: Pour un condensat presque pur, densité intégrée fR dy p(x = 0,y, z) dans un piege tres allongé suivant Oz. L. Hau, B.D.
Busch, C. Liu, Z. Dutton, M.M. Burns, J.A. Golovchenko, Phys. Rev. A 58, R54 (1998). [gaz parfait = ligne tiretée]
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4.6 Gross-Pitaevskii dépendant du temps

e L.’équation de Gross-Pitaevskii se généralise au cas dépendant

du temps : équation de Schrodinger non linéaire
2

O (1) = —— At(r, O [U (e, 1) + g (D)6, ) — 1] o,
e Quel est I’équivalent de ’approximation de Thomas-Fermi ?
b(r,t) = p/2(x, £)etS D/
Si ’on pose v = grad §/m, 1’équation de G.-P. se récrit
Oip +divpv =0

1
—atS:5m712+U—|—gP—N

e Si p varie peu a I’échelle de &, on néglige le terme vert.
Le gradient de la seconde équation donne alors I’équation
hydrodynamique inviscide d’Euler [rotv = 0, P = gp?/2].

31



o Equations de ’hydrodynamique superfluide :

Oip +divpv =0
1
—3t5=5mv2+U+gp—u

e Pour un condensat initialement au repos, on peut résoudre
exactement ces équations par un ansatz quadratique :

p(r,t), S(r,t) = polynomes de degré deux en x,y, z

e Application 1 : coupure brutale du piege. L’étalement

de p est un changement d’échelle, agit comme une loupe
(Kagan, Surkov, Shlyapnikov, 1996; Castin, Dum, 1996).

e Application 2 : changement faible du piege. Fréquences
de modes hydrodynamiques calculables et mesurables
trés précisément (Stringari, 1996; Ketterle, Cornell, .. .).
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Etalement d’un condensat (MIT)

2 L I | T R LY | I LI l | B R I

optical thickness

L1 1 1 I | N T | ] i1 1 ¥ l L1 1 |

~2 -1 0 1 2
x [mm]

FIG. 1. Spatial density of an expanding condensate integrated
along the y axis, cut along the x axis (that is, at z = 0).
Experimental data obtained at MIT (expansion time of 40 ms)
and fit from theory.

S1 = Sa)(r,t) = C(®) + o [(r —r1)* — (¢ —12)*
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4.7 Condensat en rotation

e Faire tourner le piege suivant I’axe propre Oz a la fréquence
(2. Le piege est faiblement anisotrope dans le plan xOvy.

e Pourquoi ? Créer des tourbillons quantiques, lignes de
densité nulle et de singularité de la phase :

fluide normal : Veq(r) = Q Ar rot v = 2(2
superfluide : Veq(r) = grad % rot | ¢tourbV = 0
e Rayon du cceur d’un tourbillon ~ &.
e Réseau triangulaire (Abrikosov) signale la superfluidité.

e Atomes froids bien isolés (contrairement a I’hélium liqui-
de) : mécanisme intrinseque de formation du réseau ?

34



Réalisations expérimentales de “réseaux” de tourbillons

(b)

Figure 8: (a) K.W. Madison, F. Chevy, W. Wohlleben, J. Dalibard, “Vortices in a stirred Bose-Einstein condensate”, J. Mod. Opt. 47, 2715
(2000) : 7, 8 et 10 tourbillons; (b) J.R. Abo-Shaeer, C. Raman, J.M. Vogels, W. Ketterle, “Observation of Vortex Lattices in Bose-Einstein
Condensates”, Science 292, 476 (2001) : 16, 32, 80 et 130 tourbillons. (c) I. Coddington, P. Engels,V. Schweikhard, E. A. Cornell, Phys.
Rev. Lett. 91, 100402 (2003) [oscillations de Tkachenko]
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e Procédure de ’ENS : on part d’un condensat au repos,
et on met soudainement en rotation le piege harmonique.

e Ansatz quadratique OK pour p et S, pas de tourbillons!?

e Eixplication I : role crucial de la fraction non condensée.
Elle est mise en rotation, le gaz atteint 1’équilibre ther-
mique dans le référentiel tournant. Des que condensat
sans tourbillon est thermodyn. défavorable, un ou des
tourbillons apparaissent : 0,5w| S Q< w].

e Ne marche pas : dans ’expérience, tourbillons si {2 &€
intervalle étroit proche de 0, 7w . Par ex., ]0,68, 0, 78|.

e Explication II : instabilité hydrodynamique. Résonance

avec un mode quadrupolaire du condensat (Sinha, Castin,
2001) : 22 ~ v/2w | [ansatz polynémial pour dp, dS].

e Confirmé par simulations de (.-P. dépendant du temps
(Lobo, Sinatra, Castin, 2004; Parker, Adams, 2005).
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Film d’une simulation 3D montrant
la formation d’un réseau de tourbillons

Film disponible a I’adresse
http://www.lkb.ens.fr /~castin/movies.html

C. Lobo, A. Sinatra, Y. Castin, Phys. Rev. Lett. 92,
020403 (2004)
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4.8 Théorie de champ moyen a T > T,

e Théorie variationnelle de Hartree-Fock : opérateur den-
sité a IN corps gaussien

e oc e BHeE  [9:1]

e Minimisation du grand potentiel £ — T'S — ulN : gaz
parfait dans le potentiel autocohérent

Uerp(r) = U(r) + 2gop(r)

e Pourquoi 2 : effet Hanbury-Brown et Twiss. Densité
de proba. de trouver 2 bosons au méme point (boite) :

@) =k =0) ® |k =0) |¥) = —[lk1) ® [k2) + [ka2) ® [k1)]
9 (r,r)|* = 1/L" |¢(r r)|? =2/L"

38



4.9 Application de Hartree-Fock : changement de T, dans un pitge
e Approx. densité locale pour le gaz parfait : a T = T,
p(r = 0)A] = ¢(3/2)
e Reste vraie dans le cadre de Hartree-Fock (méme Tglom)

e a > 0 : champ moyen répulsif, réduit T, dans le piege :

0T, a . . . . .. . .
( ) ~ —3,43— (Giorgini, Pitaevskii, Stringari, 1996)
Te piege Ac

e En excellent accord avec les mesures d’Aspect.

e I] existe une correction a Tchom (F. Laloé, M. Holzmann,
P. Griiter, G. Baym, J.P. Blaizot, D. Vautherin, 1999)
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Mesure de T, en fonction de N
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Figure 9: F. Gerbier, J.H. Thywissen, S. Richard, M. Hugbart, P. Bouyer, A. Aspect, “The critical temperature of a trapped, weakly
interacting Bose gas”, Phys. Rev. Lett. 92, 030405 (2004). [gaz parfait = ligne tiretée]
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5 Théorie avancée du gaz de Bose en interaction faible : Bogoliubov et au-dela

5.1 Motivations

e Effet sur le condensat, sur les fonctions de corrélation,
des fluctuations quantiques 7 thermiques ?

e Que se passe-t-il en dimension réduite ?
e Différence entre superfluidité et CBE ?

e La théorie historique de Bogoliubov ne suffit pas. Utiliser
quelques-unes de ses améliorations successives (ce qui in-
clut Popov).

e La derniere amélioration en date : Capogrosso-Sansone,
Giorgini, Pilati, Pollet, Prokof’ev, Svistunov, Troyer (2010).
Chercher a aller jusqu’a T < T..
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5.2 Théorie historique de Bogoliubov (formulation moderne)

e Hamiltonien canonique, modele sur réseau, dimension d :
H=>Y b}t T ap Tl
r [@b o + PPy

e Pour simplifier, boite : hg = —h—ZAr.
e Développement du Hamiltonien autour du condensat pur :
b(r) = B(r)ao + P (r)
avec ici ¢(r) = 1/L%/2,

e Point crucial : éliminer 'amplitude ag dans le mode du
condensat. Approx. du condensat jamais vide :

fg=N — N|

avec ng = dgdo et N| = > or bd@@j_w,%_.
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Elimination de la phase du condensat

e Représentation approchée phase-module :
ao = e/
avec opérateur phase hermitien, [ng, é] = 1.
e Cf. opérateurs position et impulsion p d’une particule :
&,p] = ih => eP"|z) = |z — a)
70, 0] = i => €"|ng : ¢) = [ng —1: ¢)
donc ag a les bons éléments de matrice.
e Ca déraille quand le mode du condensat est vide :
¥ 7!
10 0) £ 1: ¢)
e Redéfinition du champ non condensé (Castin, Dum; Gar-
diner, 1996) ; reste bosonique, mais conserve N :

A(r) = e~ ()
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e Développement de H au second order en @@ 1

Hg,, = M—kZbd At (ho — o)A + o (A% + ~AT2 4 2ATA
Bog — oL d 0 — MO 20 5 5
r

e Du grand canonique pour les modes non condensés, avec
un potentiel chimique pug = ggp-

e Interaction élastique C — NC' : Hartree-Fock
C,0+  NC,k— C,0+ NC,k
Ne pas le traiter de maniére incohérente (collision) !

e Interaction inélastique C — NC' : superfluidité
C,0+C,0— NC,k+ NC, -k

Pas interdit par la conservation de I’énergie !
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Mise du Hamiltonien sous forme normale

e Hp,e quadratique donc équations du mvt linéaires :

(51 ) = (" —na'h o) (a1) =2 (1)

e £ “hermitienne” pour produit scalaire de signature (1, —1).

e Décomposition sur les modes propres d’énergie xe€y. :

A eik-r Uk ) e—zk-r Vo* -
— E b
(A1) =3 Zam (W) bt G () ok
A k;éOL / k L / L
avec |Ug|? — |Vi|? = 1.

e Un gaz parfait grand canonique de quasi-particules bosoniques

e 12K2 [ 12K 1M
Hpog = Eo-l-z exb bk avec € = . ( + 2u0>
k=20 i |
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Variante grand canonique de Bogoliubov

e Le spectre de Bogoliubov dépend de pug = ggp : dépendance
non physique en le pas du réseau ?

e Pasde pb a 1D : V = gd(x1 — x2) donc gg — g si b — 0.
e Pb déja vu a 3D : g9 = g/(1 — C3a/b) mais Born...
e Pb présent aussi a 2D (Mora, Castin, 2003) :
27 h? 1
go = m In(Cab/a) avec Co = 0,32019...
e Longueur de diffusion : cf. état stationnaire de diffusion
a énergie nulle en dehors du potentiel, 0 = Ay, (7r12) :

Y(ri2) =1 —a/ri2 Y(ri2) = In(riz2/a) ¥(ri2) =1 —riz/a

e Le spectre de Bogoliubov grand canonique dépend de pu.
Le probléeme est transféré sur la densité : pg = u/go-
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5.3 T = 0 : Superfluidité a la Landau
6

' |
u+hk’/(2m)
E‘ 4

w 2

—
——
—_—

—
. — —
e ———— — I i

—

O 1 |

_—

. —
——
—

—_—
——
——
—_—
—

—
—_—
p—
—

e Vitesse du son : mc?

e Superfluidité a la Landau :

arrivant a la vitesse v

k¢

k. Conservation de I’énergie :

Ceci implique (aussi pour n > 1 excitations déposées) :

2 2
P p — hk
P gy = P
2M 2M
v > V°—'

= 1 [c = cm/s]

une particule discernable
p/M crée une quasi-particule

> inf — =rc¢
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Vérification expérimentale du critere de Landau

| ¥

=
o
|
—8—
I

Relative Collisional Density

ﬁ:Vg/C

Figure 10: A. P. Chikkatur, A. Gorlitz, D. M. Stamper-Kurn, S. Inouye, S. Gupta, W. Ketterle, Phys. Rev. Lett. 85, 483 (2000).

48



Récapitulatif de la méthode de Bogoliubov
e Décomposition de 'opérateur champ
P(r) = p(r)ag + 31
e Représentation phase-module de ag :
apg = eié'fz(l)/z avec [ng, é] =5

qui permet d’éliminer le mode du condensat par ng =

N—NJ_ etA:e_ié@ﬁJ_.
e On développe le Hamiltonien au second ordre en 1ﬁ 1.

e Hp,e est un gaz parfait de quasi-particules. Décomposition
sur les modes propres :

1 L .
A(I‘) — m Z |:62k rUkbk —I— € tk I'kai‘;
k=£0
2 2 __
avec Uk — Vk = 1.
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5.4 Applications de Bogoliubov

Application 1 : Equation d’état de I’état fondamental

L d%k
p=——/7m 7Ve(Uk + Vi)
go J[-Zmd (2m)

e Pas de divergence infrarouge : Vi (U + Vi) = O(1)

e Limite b < & : divergence ultraviolette si d = 2 ou
3, Vi ~ _(ké)Q' Mais la divergence de 1/gg pour b — 0
compense celle de I'intégrale. Car dlimy_,g pour N = 2.

32
w3p = gp (1 4+ ——/pad +.. ) Lee, Huang, Yang, 1957
3/

m 4h?
e pop =~ K In Popov, 1972
47 h? e27t1lpyma?

Pas d’invariance d’échelle a 2D (contredit Pitaevskii,
Rosch, 1997). Log. difficile a voir expérimentalement.
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Tests numériques a 2D et théories au-dela de Popov
1 7 I | | | |
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Figure 11: A 2D, Monte-Carlo diffusif de Giorgini (2004), Astrakharchik (2008). Théories de Cherny (2001), Pricoupenko (2003).
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Premieres corrections a Bogoliubov

e Poursuivre le développement de H en puissances de tﬁ 1
termes H3 cubique et H4 quartique en A.

e Traiter H4 au premier ordre et H3 au second ordre de
la théorie des perturbations. Puis limite b < &.

e A 3D, divergence en In(&/b) (Wu, 1959). Le résultat
pour b — 0 dépend du parametre a trois corps R; (Braaten,
Hammer, Mehen, 2002).

e A 2D, tout se passe bien (Mora, Castin, 2009)
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Tests numériques a 2D et théories au-dela de Popov
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Figure 12: A 2D, Monte-Carlo : Giorgini (2004), Astrakharchik (2008). Théories : Cherny (2001), Pricoupenko (2003), Mora-Castin (2009).
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Application 2 : L’énergie cinétique moyenne (1)

e Ailes de la distrib. en impulsion selon Bogoliubov, VT :

(alta,k) ~ sz ~ !
k>kyp © k&1 (k€)4

e Dans un gaz froid, une particule a un grand vecteur
d’onde k, k > ktyp, seulement si elle est en train de
diffuser sur une autre particule de vecteur d’onde ~ —k.

e La queue de la distribution en impulsion reflete donc
celle de I’état stationnaire de diffusion a énergie nulle :

Lafa)  ~  Clp9P°

e Interaction de contact : Ay o & donc (k) xx 1/k2.

e Queue en 1/k* vue par Jin (2010) avec des fermions.
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Application 2 : L’énergie cinétique moyenne (2)
od > 2: E ., diverge si b — 0.
e On se ramene a I’énergie d’interaction :

Ecin = Fk — Eint

e Espace continu, interaction V(ri2) a 3D, relation ex-
acte séparant facteurs faiblement/fortement dépendant

du modele (Zhang, Leggett, 2009; Werner, Castin, 2010) :

dFE
Eint = — X / d3r12 V (r12)|9(r12)]?
dg R3

e Implication a la limite b — 0 (1D : Olshanii, Dunjko,
2003; 3D : Tan, 2008; vérif. exp. Jin, 2010) :
_ 2dE
- L3dg
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Application 3 : Fraction non condensée aT =0et T > 0

e Densité non condensée a la lim. thermo. et kiypb — O :

d=3 d=2 d=1
T — 0 (ATA) (3=~ (ATA)  (4m)~™! | (ATA) In(L/€)

o pg p  pg? p 27 p€
(ATA) (ATA) In(L/X) | (ATA) L

e Régime d’interaction faible : pé’d > 1 avec h? / meé? = p

e Dans les cas sans condensat, gy 3 (r) — —oo?!
r——+00
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L’approche de Bogoliubov phase-module

e Ne plus supposer propriété globale de C.B.E. mais pro-
priétés locales : faibles fluctuations de densité, grande
longueur de cohérence. QQuasi-condensats.

e Méthode de Popov (1972) : intégrale fonctionnelle.
e Mora, Castin (2003) : Bogoliubov phase-module
$(x) = €001 /2(r)
avec p(r) = T (r)Ph(r) et [p(r), 8(r)] = i/b%

e Développer H autour du quasi-condensat pur de phase
uniforme et de densité pg = pu/gg :

. A 1/2 0P
p1/2 = [po + 8p]1/? = pg/* + 1/2
2p,
e Voir aussi Svistunov, Prokof’ev, Kagan, Shlyapnikov,

Stoof, Proukakis,...

+ ...
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Résultats principaux de Bogoliubov phase-module

e Observables locales (équation d’état, fluctuations de den-

sité,...) :

identiques a Bogoliubov.

e Observables non locales (fonction de cohérence du pre-
mier ordre, distribution en impulsion) : probléme résolu

g (r) = pexp

- (1
Iog

(r)
—1

P

e Etude asymptotique pour r — 400 :

d =

d= 2

T =20

g (r) ~ p (

62_75

e

g(l) (r) — Pcond

T >0

gV (r) ~ p Kyg(T)e »3

1

gV (r) ~ p Kaq(T) ()
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Conditions de validité

e Opérateur phase sur un site du réseau : pbd > 1 et
Proba(site vide) négligeable.

e Nature discrete du réseau pas importante : A\, & > b.

e Donc régime dégénéré en interaction faible :
Pl >1 et pAd>1
e Fluctuation relative de densité faible sur un site :
(0p%) _ 1 (WlgpTyy) —p?
p?  pbd p?
g(2)(0) — 1) < 1.

1
= 1 a@)) =
a9 (0) —1

donc imposer
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Estimation de |g(2)(0) — 1

thermique, kT < u

thermique, kT > pn

quantique
d=1 %
J— 9 1n§)g£éb)
d=3 ﬁ

(kpT/p)?
P&

(kpT/p)>
p&?

(kpT/p)*
p&?

(kpT/p)l/?
PA

In(kpT/p)
pAZ

1
2%

A 1D et 2D, dans la limite d’interactions faibles © — 0, 3
un régime fortement fluctuant et fortement dégénéré.
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6 Etude du régime fluctuant

A densité fixée p : p(0) est le potentiel chimique & T = 0.

>
_ KT
0 u((:))—pg KT sl B
g1~ [pA’=1]

< : > -

Bogoliubov phase-module

: chafmp semi-cl asa gue
- € : :

exact:(Bethe 1D ; Monte-Carlo quantique)

61



Champ classique, champ semi-classique

e Opérateur densité p = e PH pésulte d’une évolution en
temps imaginaire pendant une durée 3, %f) = —%{H s P}
avec p(0) = 1. Haute température = évolution bréve.

e Distribution P de Glauber sur les états cohérents :
p= [ DY Pl lcob : ) (coh : 9
e Equation de Fokker-Planck pour I’évolution de P en 7 :
OrPly] = —E[y|P[y] — Z%(r)(F Y| P[] + c.c.)

+ terme de “dlffusmn non positif

e Champ classique : seulement terme rouge, P[Y]| = e BPE[Y]

¢ Champ semi-classique : aussi terme noir. 9;v% = F[1¢]
(G.-P. en temps imaginaire). Exact pour le gaz parfait.
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Gaz 2D : transition BKT

e Il existe une transition de phase marquée par une discon-
tinuité de la fraction superfluide pg/p a T = T, (Berezin-
skii, 1972; Kosterlitz et Thouless, 1973)

e Transition due a prolifération de tourbillons thermiques
+/— aT > T, (seulement paires +/— isolées a T < T¢)

e Saut “universel” de pg & T = Te : pg(T = T, )N\2 = 4
e Estimation de T, par Popov (1972). Fraction normale :

P2 . théorie d
pn_ _Pp) o p, theome de thwabk
P NmkgT Bogollubov
kpTy 2
kpTe = avec kT, = 2whp/m
B = in[ChpTe/u()] ™ BT 2TA
¢ Cog ~ 43/(2m). Champ classique : C = 380(3)/(2m)

(Prokof’ev, Ruebenacker, Svistunov, 2001).
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Les tourbillons thermiques a 2D

e Différents de ceux d’un condensat tournant. Sont dans
un champ classique ¥ (r) fluctuant d’une réalisation a
I’autre. Pas dans fonction d’onde du condensat ¢(r)

définie par une moyenne [état propre de la matrice g(l) (r,r").]

e Expériences : BKT vu sur p(r), g(l) (Hadzibabic, Kriiger,
Cheneau, Battelier, Dalibard, 2006); tourbillon therm.
non écranté. Voir aussi Cladé, Helmerson, Phillips (2008).

e Densité moyenne de tourbillons, gaz parfait grand cano-
nique (Halperin, 1981; Berry, Dennis, 2000) :

()= p (1) ~ ™ (T)2
P+ — P- T<KTy; 12 P Td

e Simulations semi-classiques, ensemble canonique, inter-
actions : a basse température, décroissance de p4(T)
beaucoup plus rapide, méme pour le gaz parfait.
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Simulations semi-classiques a 2D (1)

interaction, basse T

interaction, haute T

1 ‘ T ‘ T T ‘ T 1 ‘ T =] =1 = T
_ 4+ oo T4+ + -7
(@ O e Tl T L T
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+ + + + -
- _ +_+-+ + _ + +
0.6 _ e o6 _ T = - -+ 4
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- - ~+ + -T + .
041 . 04F+ - 4= * -4 - + -
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i+ ++ ) ;_‘__+ ) N -+ "Fi-'- +<
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0.2 * 0.2 I 4my T = - =
L N + - +=+ - _* |
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R R RO RO P R B RN B B L L= LT T4
% 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Simulations semi-classiques a 2D (2)

10_l£ T I T I T E
b Halperin (1981) : Berry et a (2000)
20 S ]

107 S WTo--al E

o 107F E
~ - ]
Oj- i / ]
10“F _ _ =

- avec Interaction .

10_5 g_ _§

-6 I ! | ! | |

105 10 15 20

T,/T

Figure 13: Densité de tourbillons pour g = 0 et g = 0,142 /m, N = 1000, conditions aux limites périodiques. Les lignes sont issues d’un
calcul analytique en termes de A(T'). L. Giorgetti, I. Carusotto, Y. Castin, Phys. Rev. A 76, 013613 (2007).
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Explication analytique : loi d’activation pour la densité
e Distribution semi-classique (canonique) si kgT > u(0) :
Psimpte[t] = e P7WI5(||9[* — N)

JURDY axRpT (/2 — 1) 4+ 2 [ a2y

e Avoir v» = 0 en un point coilite une énergie A(T) =
inf, avec noeud U¥] — infyy sans neeud UlY] d’ott la loi
d’activation py o exp[—A(T)/kgT)].

e Minimiseur a une racine double : tourbillons 4, — jux-
taposés. Fluct. thermiques les séparent : paire BKT.

e Dans la limite u(0) < kgT, A(T) ~ ln[k]’;l;ﬂ?z(o)]. kpTe ~

A(T¢) redonne ’estimation de T, par Popov.

e Gaz parfait : un condensat de B.-E. se forme, invalidant
le grand canonique. A(T) ~ kpTy/ In(L?/)\?).
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7 Temps de cohérence d’un condensat

Position du probleme

e Gaz 3D préparé a I’équilibre thermique dans une boite,
dans le régime condensé, T' < T..

e Dans son évolution ultérieure, le systeme est isolé.

e Quel est le temps de cohérence du condensat ? Largeur
de la fonction de corrélation temporelle (a(T)(t)aO(O)).

e Remarque : Il existe une expérience de pensée permet-
tant de mesurer cette fonction.

e Etudes précédentes : Beliaev (1958) a T =0. A T > 0,
Zoller, Gardiner (1998) et Graham (1998-2000) contre-
dits par Kuklov, Birman (2000).

e Alice Sinatra, Witkowska, Castin (2006-2009) : clarifi-
cation et étude quantitative.
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Considérations générales

) = ezH(t),nl/z

e Représentation phase-module : ag(t (t) avec

[fvg, 8] = 4. Si faibles fluctuations de 7 :
(af (t)ao(0)) = (fg) (e~ 0B =0
e Si distribution du déphasage 6(t) — 6(0) gaussienne :
(ah(t)ao(0))| = (g)e~ VAT PH=0(0)]/2

e En termes de la fonction de corrélation C(t) = (H(t)H(O)) —
()2 :

Var [0(t) — 6(0)] = 2t /0 dr C(t) — 2 /0 dr 7C(T)

régime balistique régime diffusif

limr—+00C(1) #0 | C(r) = o(1/7)

Var [0(t) — (0)] ~ At2 Var [0(t) — (0)] ~ 2Dt

t t
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Cas d’un condensat pur

e Modéle & un mode, avec fig = N : Hyy mode = %Nz

e Evolution de la phase du condensat :

: 1 . gN -
H(t) — %[07 H, mode] — _ﬁ — —p,(N)/h

e Pas de brouillage de phase si IN est fixé.

e Brouillage balistique si fluctuations de IN (Sols, 1994;
Walls, 1996; Lewenstein, 1996; Castin, Dalibard, 1997)

2
Var [0(t) — 0(0)] = (t/h)? (%) Var N

e Expériences : vu pas sur (a(];(t)a()) mais sur (ag(t)b()(t))
par interférence de deux condensats de méme phase a
t = 0: Bloch, Hansch (2002); Pritchard, Ketterle (2006 );
these de Maussang (équipe de Reichel), 2010.
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Gaz a T > 0 préparé dans ’ensemble canonique
Par analogie avec le cas précedent (Sinatra et al, 2007) :

e Comme N, I’énergie FE est une constante du mouvement.

e Ensemble canonique = mélange statistique d’états pro-
pres, Var £ # 0 mais Var F < E? pour un grand systéme

0 O(t) ~ —pmc(H)t/h et faibles fluctuations de H :

dptme
dE

Par la théorie ergodique quantique (Sinatra et al, 2007) :

e Deutsch (1991) : hypothése de “thermalisation des états
propres”. Moyenne d’une observable O dans un état pro-
pre W) est tres proche de la moyenne microcanonique :

(TA|O|F ) =~ Omc(E = Ey)

2
Var [0(t) — 6(0)] ~ (t/h)? [ (E)] Var E

e O = 0 dans la limite de Bogoliubov : 0 mec = — Mmce/ h.

71



Implications du résultat précédent (ensemble canonique)

e La fonction de corrélation C(7) de 0 ne tend pas vers
zéro lorsque T — 4o00. Celle de g non plus.

e Ceci contredit qualitativement Zoller, (Gardiner, Gra-
ham. En accord qualitatif avec Kuklov et Birman.

e L’ergodicité est assurée par les interactions (en particu-
lier H3) entre quasi-particules de Bogoliubov.

e Approximer H par Hp,e, comme finissent par le faire
Kuklov et Birman, détruit I’ergodicité. L’étalement de
phase est balistique, mais le coefficient de t? est incor-
rect.

A. Sinatra, Y. Castin, E. Witkowska, Phys. Rev. A 75,
033616 (2007)
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Illustration par un calcul de champ classique

Kuklov, Birman

Théorie ergodique
00254 +~ N ¥
0.020 -
0.015-
= 0.010-
O
0.005 -
‘.
0.000 [ mrmrm i

v [2emV?°/n]
Théorie a la Zoller, Gardiner, Graham

Figure 14: Pour un gaz préparé dans ’ensemble canonique, fonction de corrélation de 0 pour le champ classique. L’équation d’évolution
du champ est Schrodinger non linéaire. A. Sinatra, Y. Castin, E. Witkowska, Phys. Rev. A 75, 033616 (2007).
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Gaz préparé dans le microcanonique : diffusion de phase

e Les quantités conservées N, EE ne fluctuent plus. On

trouve C(T) T O(1/73) et Var [0(t) — 6(0)] ~ 2Dt.

e Toute la dépendance en temps de C(7) est requise.

e Dans la limite de Bogoliubov, en posant Ny = BT Bk :

—h6(7) = pr—o(N) + 73 TS (Uk + Vi) u(r)
k=£0

C (1) se déduit des fonctions (7 (7)7n./(0)).
e Le gaz est dans un mélange statistique d’états de Fock de

quasi-particules |{nq}). On se ramene a ({nq}|n(7)|{nq})-

e L’évolution du nombre moyen de quasi-particules est
donnée par des équations cinétiques quantiques incluant
les processus Beliaev-Landau dus a Hs.
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Coefficient de diffusion de la phase du condensat

D~TININT ? ..
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Figure 15: Résultat universel dans la limite de Bogoliubov (interaction faible, T < T¢).

A. Sinatra, Y. Castin, E. Witkowska, Phys. Rev. A 80,
033614 (2009)
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Les équations cinétiques quantiques

. g°p e
Ng = — d?’k{ [nan — Ngyk(1 + ny + nq)] (Aﬁq |)
X(S(EQ + € — €|q—|—k|)}
2
gp 3 2
_2ﬁ71-2 d k{ [nq(l + Nk + nq_k) — nknq_k] (Aq,|q k|)

X6 (ek + €1q-k| — €a) }

avec les amplitudes de couplage Beliaev-Landau :
Al 1w = UgUxUps + VgVieViy + (Uq + V) (ViUpy + U Vi) -

E. M. Lifshitz, L. P. Pitaevskii “Physical Kinetics”, Lan-
dau and Lifshitz Course of Theoretical Physics vol. 10,
chap. VII, Pergamon Press (1981)
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8 Les gaz fermioniques

e Cf. cours 1 : on sait produire des gaz de Fermi en inter-
action forte depuis 2002 (Thomas, Salomon, Jin, Grimm,
Ketterle, Hulet, ...) avec une résonance de Feshbach.

e Cas de 'onde s : interaction forte entre deux états de
spin différents, o =T, |. Longueur de diffusion |a| — oc.

e Interaction supposée négligeable dans le méme état de
spin (pas de résonance dans ’onde p).

8.1 Le gaz de Fermi parfait a une composante de spin

e Occupation grand canonique des modes propres :

1
el = pBlea—l+1 ="

Pas de transition de phase. A T = 0 tous les modes
remplis jusqu’a 1’énergie de Fermi u(0) = Ep.
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e Cas homogene spatialement :

21.2
_ _hkF

avec kp = (671'2;r))1/3

2m

o Propriété intéressante : ¢(2)(0) = 0, fluctuations sub-
poissoniennes du nombre de particules. Dans une boule
de rayon R d’un systeme homogene, pour R — +oo :

0<T K TE T=0
- ~ 3T ~ In(CkpR
Var N ~ (N)——  |Var N ~ (Ckr )(kFR)z
2T 272
vu par Ketterle (2010) croit =~ surface

e Des processus sont bloqués par le principe de Pauli. La
mer de Fermi peut résister a des interactions attractives
bien mieux qu’un condensat de Bose.
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8.2 Quel potentiel d’interaction prendre 7

e Cf. bosons : modele sur réseau cubique de pas b. Trans-
posable au cas fermionique : interaction seulement sur le
meéme site entre états de spin différents, V3| = (go/ b3) Orq .1
avec le meme couplage que pour les bosons :

g
= avec (3 =2,442749...
e Espoir : pour les fermions avec my = m |, ce modele

admet une limite finie lorsque b — 0 a a fixée. L’énergie
du fondamental converge, limy_,y Eg(b) = Eg > —oc.

e Dans cette limite, gg < 0 donc interaction attractive. Cf.
bosons : Ansatz a IN bosons au méme point : Ey(b) —
—oo si N > 3. Fermions de spin 1/2 : au plus deux
fermions par site... mais ce n’est pas une démonstration.
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e Hypothese implicite du domaine : la phase métastable
vue expérimentalement correspond a cette limite b — 0.

e Les expériences peuvent étre proches de la limite mais
pas exactement dessus : b ~ 5 nm, kgb ~ 0,02. Déviations
de ’ordre du pour cent attendues (Werner, Castin, 2010).

e Résonances de Feshbach étroites : kgpre =~ —1 faisable.

8.3 Si la limite b — 0 existe : modele de Wigner-Bethe-Peierls (1933, 1935)

e Idée fascinante : remplacer les interactions par des con-
ditions aux limites “de contact” (pour r;; — 0) sur la
fonction d’onde (espace continu).

e Ailleurs (r;; # 0), équation de Schrodinger du gaz par-
fait sur ¥(r1,...,ryN).
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Conditions de contact de Wigner-Bethe-Peierls

e Pour chaque paire de particules 2,7 de spin opposé : on
fait tendre r; vers r; a position fixée R;; du centre de
masse de ¢ et j. Il existe une fonction A;; telle que

1 1
Y(r1y...,rN) = <— — —> A;i(Rijs (vk)ki,i) + O(7ij)
rij a
e OKpour N =2:s51b<Krio K k™ 1 , ’équation de Schro-
dinger se réduit a Avy ~ 0 donc ¢(r12) ~ a1 — 'r121 :
h2
= ——A1(r12)
m

e Probleme ouvert de physique mathématique : le modele
conduit-il a un Hamiltonien autoadjoint VIN?

e Application pour N = 2 : 3 dimeére (état 1lié) si a > 0,

Egiy = —nf—a fonction d’onde ¢(r12) x e r12/a/r12
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8.4 Le régime du gaz de diméres kra — 07
e Distance moyenne entre dimeres > taille ~ a d’un
dimere : essentiellement un gaz de Bose.

e Longueur de diffusion dimeére-dimere positive (solution
numérique de Wigner-Bethe-Peierls pour N = 4) :

aqjq = 0, 60a

(Petrov, Salomon, Shlyapnikov, 2004; M. Kagan, Combes-
cot, Leyronas, 2006). Pas d’état lié a 3 ou 4 corps.

e Un condensat de dimeres a basse T' (Jin, Grimm, Ket-
terle, Salomon, 2003). L’équation d’état issue de Bogoli-
ubov s’applique (Leyronas, Combescot, 2007).

e Au-dela : terme non universel pour les bosons (parametre
a 3 corps). Fonction seulement de a pour les fermions.

e Mesures : Navon, Nascimbene, Chevy, Salomon, 2010.
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8.5 Gaz de Fermi avec interaction faiblement attractive kra — 0~

e Théorie de champ moyen pour I’état fondamental :

bosons fermions (py = p|)
1= pg p=FEp+gpq
instable si g < 0 |stable dans régime validité
(compressibilité < 0) krplal < 1

e Mer de Fermi : théorie des perturbations ordinaire donne
p en puissances de krpa. Mesures de Navon, Nascimbene,
Chevy, Salomon (2010) : coef. jusqu’a 'ordre 3.

¢ Phénomene non perturbatif de condensation de paires
(théorie de Bardeen, Cooper et Schrieffer pour la supra-
conductivité des métaux, 1958) : ordre a longue portée

lg)lre( ) = <(¢¢¢T)T(I‘)(¢l%)(0)> — #0
(1)

Ipaire PAS €NCOTE mesurée (Carusotto, Castin, 2005).
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La théorie BCS en bref (cas Ny = )

e Ansatz variationnel : condensat de paires non bosoniques.

e Spectre d’excitations fermioniques : Hamiltonien grand

canonique effectif de basse énergie,
- 11/2

2
Hpcs = Z ekclt,ack,a avec €y = (— — u) + A2
k,o

Energie A pour casser une paire : A EFe_"/(2kF|a|).
e Généralisation a T # 0 : kgT, x EFe_W/(szlal).
e Attention, au-dela de BCS, RPA : une branche d’exci-

tations bosoniques linéaire a faible k, sans gap (phonons
de Bogoliubov-Anderson, 1958). Du coup, ’entropie ne

s’annule pas en e~ A/kBT mais en T3 a basse température.

e Argt simple : hydro superfluide, branche acoustique.
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-

Spectre d’excitation d’un gaz non polarisé a T

Ny = !
3 !
o 4 :
W o // |
gaz parfait i /! \ :
0 I 2
LIJLL 2 y, ‘ [
- | |
<05 gez 8<0 - # \ J|
-/ |
phonons de -/ | :
/// ior?gé:’;?r?v' / 0 | | i T i
0 ‘ \ s \ R ‘ O O 1
0 0.5 1 15 2
k. hw /e,

Figure 16: A gauche : spectre BCS + phonons de Bogoliubov-Anderson. A droite : facteur de structure dynamique d’un gaz de Fermi non
polaris¢ a T' = 0. krpa = —0, 04 conduisant a un gap A ~ 0,065FEr. q = 0,054kp. En tirets : le gaz parfait. Ligne tiretée verticale :
hw = 2A. Minguzzi, Ferrari, Castin (2001). S(q,w) est reliée a la section efficace de diffusion d’une particule changeant I'impulsion du
gaz de hq et ’énergie de hw.
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Passage continu d’un CBE a BCS : condensat de paires Va

Magnets: fleld [G]
7 30 433 935

| & 0 A1.7
+— BEC Enteraction paramater 17k a B —

Figure 17: Tourbillons quantiques dans un gaz de Fermi non polarisé, autour de la limite unitaire. M.W. Zwierlein, J.R. Abo-Shaeer, A.
Schirotzek, C.H. Schunck, W. Ketterle, Nature 435, 1047 (2005).
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9 Le gaz unitaire
9.1 Etude quantitative : cas Ny = IN|

e AT =0 équation d’état par analyse dimensionnelle :
p(T =0) =EER
Er énergie de Fermi du gaz parfait de méme densité.

e Estimation théorique la plus précise (Carlson, 2009, cal-
cul approché Monte-Carlo a surface nodale fixée) :

& =0,40(1)
en accord avec les mesures récentes.

e De méme, gap dans le spectre (Juillet, 2007, calcul exact
Monte-Carlo quantique sur notre modele sur réseau) :

A = 0,442(3)Ep

confirmé récemment par Ketterle (2009).
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A la température critique :

Monte-Carlo quantique

T E(Tc) H(Tc)

Tr NEp 1
Burovski, Prokof’ev, Svis-
tunov, Troyer (2006) 0,152(7) | 0,310(10) | 0,493(14)
Bulgac, Drut,
Magierski (2008) < 0,15(1) 0,45(1) 0,43(1)
Goulko, Wingate (2010) 0,173(6) | 0,276(14) | 0,429(9)
expériences a ’ENS :
Nascimbeéene, Navon, Jiang,
Chevy, Salomon (2010) 0,13 —-0,15/0,25 —0,35|0,41 — 0,47

e Des inégalités thermodynamiques permettent de con-
traindre les résultats (Werner, Castin, 2010).
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Plus de précisions sur ’expérience

e Acces 3 X = P(u,T)/Pyp(p,0) en fonction de (kgT/u)?,
ou Fgp pression du gaz parfait.

e X mesuré est compatible avec la constante 5_3/ 2 pour
kpT/pn < 0,32, et avec une fonction affine de (kgT/u)?
au-dela (liquide de Fermi 7). N.B. Transition 2nd ordre.

P(u,T)/2P(1,0)
AN

3.5 | ‘
0.05 0.1 0.15

(kpT/ ll)z

Figure 18: Sylvain Nascimbene, Nir Navon, Kaijun Jiang, Frédéric Chevy, Christophe Salomon, Nature 463, 1057 (2010).
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Présentation graphique des résultats (¢ = 0, 41)

¢=0,41
055 ' ' ' | éé\\e : \|0\\)@’ T
. _ N\ S
Burovski (\696 6«\0
0.5+ + 19 &é\\ _
L

Bul
Goulko Hgee m

| - +

U(T )/E,
5

0.4+ —
_ zone compatible avec
expérience ENS
| | | | | | | | | | |
0'38.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

E(T )/NE,
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9.2 Etude quantitative : cas polarisé Ny < Ny aT =0

Hypotheses (Chevy, Lobo, Recati, Giorgini, Stringari, 2006 ) :

1) Pour toutes valeurs de p|/pr < 1, il existe une phase
spatialement homogéne normale (non superfluide).

2) Pour p ! / py < valeur critique, c’est la phase d’énergie
minimale.

3) Pour p ! / py > valeur critique, cette phase normale est

métastable. L’état stable est une démixion (mélange
loc loc

diphasique) du superfluide (pT = p| ) et de la phase

loc / .loc

normale critique (p | / py¢ = valeur critique).

transition er/ Pt
| < — N >

critique

| du ler ordre 4 [val. crit
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Image précise de la phase normale pour p| < p¢

e Si p| K py, phase normale ~ gaz de Fermi parfait de
quasi-particules appelées polarons (Lobo, 2006).

e Etude d’un polaron : une impureté | dans une mer de
Fermi de particules T, ep >~ AEF + p? /2m*.

e Calcul des parametres par développement en le nombre
n d’excitations particule-trou de la mer de Fermi (Chevy,

2006 n = 1 puis Combescot, Giraud, 2008 n = 2) ou par
Monte-Carlo diagrammatique (Prokof’ev, Svistunov, 2008)

A~ —0,615 m*/m~1,20

ol +AKL (25)3/ 9 . gaz de polarons plus favorable qu’une
démixion superfluide plus gaz totalement polarisé T.

e En grand canonique (Mora, Chevy, 2010) accord avec
Pexpérience, jusqu’a la valeur critique p| / pr ~0,5!
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9.3 Etude qualitative : conséquences de I’invariance d’échelle

e Si 1/a = 0, les conditions de contact sont

P(ri, ..., TN) =

e Elles sont invariantes d’échelle : si 1) obéit aux conditions
de contact, 1) y obéit aussi, avec

A;i(Rijs (vk) ki)

rzj

+ O(7; )

1
YA(L -0 TN) = i (/A T/ A)

e Conséquences (vraies aussi pour le gaz parfait) :

espace libre

boite

piege harmonique

pas d’état lié VIN

PV = 2E/3

viriel £ = 2Fy,0m
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Solution dans un piege harmonique isotrope dépendant du temps

e A t = 0: pitge statique U(r) = mw?r2/2, gaz dans un
état propre d’énergie E de fonction d’onde v

e Pour t > 0, dépendance temporelle arbitraire de la raideur
du piege. Pour le gaz parfalt solution connue :

e—10(1)
$(X,t) = (X /A(t), 0)

zm)\Xz
N3N/2(5) T | 2k

avec X = w2A 73 — W2(E) et 9 = EX\™ z/h

e C’est un changement de jauge plus un changement d’échelle.

e Le chgt de jauge aussi préserve les conditions de contact :

1
2 2 2
ri—l—r = 2R —|—2 i

donc la solution s’applique aussi au gaz unitaire !
Y. Castin, Comptes Rendus Physique 5, 407 (2004).
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Application 1 : le spectre est formé d’échelles
e Changement infinitésimal de w pour 0 <t < t¢.
e Evolution ultérieure du parametre d’échelle :
At) —1=c¢€ e 2wt 4 o* 2wt 0(62).
donc un mode non amorti de fréquence 2w.
e Chgt correspondant de la fonction d’onde :

b(X,t) = [e—z’Et/h _ ee—i(E—|—2hw)t/hL+

_|_€*e—i(E—2ﬁw)t/ﬁL_} IP(X,O) + 0(62)

e Opérateurs ascendant et descendant dans le spectre :

2 hw

e Spectre = collection d’échelles semi-infinies de pas 2Aw.

3N - H 5
Ly == ——I—X-(?X’ + — —mwX*/h
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Application 2 : correspondance entre piege et espace libre

e Chaque échelle a un premier barreau : énergie Eg4, fonc-
tion d’onde 1g.

o L_iintégration de L _1)g = 0 en coordonnées hypersphériques
X = (X, 1) donne
wg()_(’ ) _ e—msz/Zh XEQ/<hw)_3N/2f(ﬁ)

e Limite w — 0 : correspondance avec les solutions d’énergie
nulle dans I’espace libre. N.B. : E,/(hw) est constant.

e Réciproque : Soit une solutionde 0 = A X»zp“bre obéissant

aux conditions de contact Elle est invariante d’échelle :

llbre(X) _ —¢11bre(X) VA > 0

Alors 1 (X) = e~ mwX 2/ 2hqplibre( X est état propre dans
le piege avec une énergie vhw.
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Application 2 bis : séparabilité en coordonnées hypersphériques

e Coordonnées hypersphériques internes, apres séparation
du centre de masse C :

wlibre()_(’) _ R_(SN_S)/2F(R)¢(Q)
avec hyperrayon R = [ ;(r; — C)2)]1/2,
e Probleme hyperangulaire :

I 3N —5\2
—AQ+( > )

non trivial car conditions de contact sur ¢(2).

e 32 est a priori réel, pas forcément positif. Noter la

symétrie s <« —s.

P(Q2) = s°p(£)
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e Probleme hyperradial : équation de Schrodinger a 2D,

) 2 2.2 ]
_h_A%{D 4 h”s
2mR?

— F(R) = EF(R).

e Quelles conditions aux limites mettre en R = 0 sur F ?
Wigner-Bethe-Peierls n’impose rien.

e Point clé : solutions particulieres ~ R*S lorsque R — 0.

s>1 0<s<1 s € iRT*
F~R° F~(qR)° % (qR)"° F ~ Im [(qR)’]
0 état lié un état lié si — nbre oo d’états liés
h2q2 . h2q2
E o< ——-:siq — 0, Ep o< ———-exp[—27n/|s|],
résonance a IN corps n € 7 : effet A’Efimov
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Voir un effet d’Efimov avec les fermions ?

e Solution du probleme a 3 corps pour 1/a = 0 par Efimov
(1971,1973).

e Pour 3 bosons, ’'un des exposants s est imaginaire pur,
so = 1,00624 X z. Vu expérimentalement (Grimm, 2006;
Inguscio, Khaykovich, Hulet, 2009; Jochim, 2010).

e Ceci interdit 'existence de tétrameres d’Efimov (disso-
ciation en trimére d’Efimov plus une particule).

e Pour 3 fermions de spin 1/2, exposants s tous réels
(Werner, Castin, 2006).

e Croyance actuelle : pour des fermions de spin 1/2, ja-
mais d’effet d’Efimov VIV ...

e ... sauf si I’on s’autorise my # m | !
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Des fermions et une impureté

e n fermions de méme état de spin, masse M, interagissant
seulement avec une impureté de masse m.

e Image physique avec Born-Oppenheimer pour n = 2 :
interaction effective attractive en —7#?/ mr%z entre fermions
médiée par 'impureté.

e Si m K M, elle peut battre le principe de Pauli, c’est-
a-dire la barriere centrifuge pour un moment cinétique

orbital Il = 1 entre fermions.

41Ca + 3He
13,384 \ 13,607 M/m

>
tetrameresd Efimov | trimeres d’ Efimov
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