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Ĥ (0–2)+Ĥ (3) et interprétation phy-
sique par déplétion-interaction . . . . . . . . . . . 292

3.3.6 Développement de g0 à l’ordre un en a/b et passage à la li-
mite continue (ou d’une interaction de portée négligeable)
b/ª! 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296
3.3.6.1 Contexte et motivation . . . . . . . . . . . . . . . . 296
3.3.6.2 Géométrie considérée pour le passage à la limite

continue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
3.3.6.3 Cas de l’énergie de l’état fondamental . . . . . . . 298
3.3.6.4 Cas de la fonction d’onde du condensat . . . . . . 301

3.3.7 Synthèse : formulation directe dans l’espace continu de la
théorie de Bogolioubov indépendante du temps . . . . . . 303
3.3.7.1 Motivation et obtention . . . . . . . . . . . . . . . . 303
3.3.7.2 Cas de¡(2), première correction à Gross-Pitayevski

sur le mode spatial du condensat . . . . . . . . . . 305
3.3.7.3 Cas de l’hamiltonien de Bogolioubov et de son ni-

veau d’énergie fondamental . . . . . . . . . . . . . 308
3.3.7.4 Cas d’une observable plus générale . . . . . . . . . 310



TABLE DES MATIÈRES xi

3.3.7.5 Récapitulatif en espace continu : principales étapes
et équations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310

3.4 La théorie de Bogolioubov dans le cas dépendant du temps . . . . 312
3.4.1 Motivations physiques et vue d’ensemble . . . . . . . . . . 312

3.4.1.1 Une question utile et un problème fondamental . 312
3.4.1.2 Un premier progrès sur Gross-Pitayevski . . . . . . 313
3.4.1.3 Un second progrès sur Gross-Pitayevski . . . . . . 314
3.4.1.4 Vue d’ensemble de la méthode . . . . . . . . . . . . 315

3.4.2 Équation du mouvement pour le champ §̂ à l’ordre 2 en f 1/2
nc 315

3.4.3 Fonction d’onde du condensat à l’ordre 0 en f 1/2
nc . . . . . . 321

3.4.4 Évolution du champ non condensé et correction à ¡(0) à
l’ordre 1 en f 1/2

nc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323
3.4.5 Contribution d’ordre 2 en f 1/2

nc à la fonction d’onde du con-
densat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325

3.4.6 Développement de g0 au premier ordre en a/b et limite
continue (ou de portée négligeable) b/ª! 0 . . . . . . . . . 327

3.4.7 Synthèse : formulation directe de la théorie de Bogoliou-
bov dépendant du temps dans l’espace continu . . . . . . . 331
3.4.7.1 Quel petit paramètre? . . . . . . . . . . . . . . . . . 332
3.4.7.2 Ordre 0 : l’équation de Gross-Pitayevski retrouvée 332
3.4.7.3 Ordre 1 : des modes de quasi-particules sans in-

teraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332
3.4.7.4 Ordre 2 : première correction à Gross-Pitayevski . 335
3.4.7.5 De l’importance de ¡(2)

? dans les observables . . . 336
3.4.7.6 Et si N fluctue ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338

3.4.8 Lien avec la physique de champ classique et l’approxima-
tion de la troncature de Wigner . . . . . . . . . . . . . . . . . 339

3.4.9 Les différents scénarios de sortie du régime de validité de
l’équation de Gross-Pitayevski dépendant du temps . . . . 344
3.4.9.1 Mise en échec par divergence de la déplétion . . . 345
3.4.9.2 Mise en échec au niveau de ¡(2) . . . . . . . . . . . 348

3.5 L’opérateur phase du condensat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349
3.5.1 Introduction de l’opérateur phase µ̂¡ . . . . . . . . . . . . . 350
3.5.2 Équation d’évolution de µ̂¡ lorsque @t¡¥ 0 . . . . . . . . . 352

3.5.3 Lissage temporel dµ̂¡/dt
t

de l’équation d’évolution . . . . 354
3.5.3.1 Motivation et mise en œuvre . . . . . . . . . . . . . 354
3.5.3.2 Lissage des termes quadratiques dans dµ̂¡/dt . . . 356
3.5.3.3 Lissage des termes linéaires dans dµ̂¡/dt : il faut

connaître les termes quadratiques Ŝ(2) de d§̂¡(0) /dt 357
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dans le cas spatialement homogène . . . . . . . . . 648
5.6 États chats de Schrödinger et résurgence de phase . . . . . . . . . 650

5.6.1 À la mi-temps entre brouillage et résurgence . . . . . . . . . 650
5.6.2 Les prédictions du modèle à deux modes de Kitagawa-Ueda 652



TABLE DES MATIÈRES xvii

5.6.3 Comment tirer parti de l’état chat de Schrödinger dans une
expérience d’horloge ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 654

5.6.4 Effet des pertes de particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . 656
5.6.4.1 Fidélité au chat de Schrödinger . . . . . . . . . . . 657
5.6.4.2 Résurgence du spin moyen . . . . . . . . . . . . . . 659

5.6.5 Effet d’une température initiale non nulle : analyse multi-
mode dans l’approximation de Bogolioubov . . . . . . . . . 662
5.6.5.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 662
5.6.5.2 Protocole multimode proposé . . . . . . . . . . . . 662
5.6.5.3 Évolution sur une réalisation de l’expérience . . . 663
5.6.5.4 Fidélité au chat de Schrödinger spinoriel . . . . . . 667
5.6.5.5 Contrainte sur la température dans une expérience 671
5.6.5.6 Une belle estimation-minoration . . . . . . . . . . 672
5.6.5.7 Fidélité au chat de Schrödinger orbito-spinoriel . 675
5.6.5.8 Résurgences du spin moyen à T 6= 0 . . . . . . . . . 675

6 Cohérence temporelle d’un condensat dans un gaz isolé : brouillage
de phase dû aux fluctuations des quantités conservées et diffusion de
phase due aux interactions entre les quasi-particules 681
6.1 Introduction, motivations, vue d’ensemble et mesurabilité . . . . 681

6.1.1 Un parallèle entre cohérence spatiale et cohérence tempo-
relle : condensation dans l’espace-temps . . . . . . . . . . . 681

6.1.2 Objectif et vue d’ensemble ; brouillage contre diffusion . . 683
6.1.3 Un problème peu étudié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 686
6.1.4 Une fonction de cohérence g1(t ) mesurable . . . . . . . . . 687

6.2 Définition du problème, sa réduction à la dynamique de phase et
les résultats centraux sur g1(t ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 688
6.2.1 L’état du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 688
6.2.2 Quelques simplifications : omission des fluctuations de n̂¡,

approximation gaussienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 689
6.2.3 Réduction à l’ensemble microcanonique : fonction de cor-

rélation de dµ̂/dt , variance du déphasage, coefficient de
diffusion D et temps de retard t0 . . . . . . . . . . . . . . . . 691

6.2.4 Fonction g1(t ) dans l’ensemble statistique généralisé ; éta-
lement balistique de coefficient A . . . . . . . . . . . . . . . 694

6.2.5 Résultats explicites sur A, D , t0 et la variance du déphasage 696
6.2.5.1 Résultats sur A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 696
6.2.5.2 Résultats sur D et t0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 698

6.2.6 Conséquences sur l’étalement du déphasage µ̂(t )° µ̂(0) . . 701
6.3 Calcul de la fonction de corrélation C (t ) de dµ̂/dt . . . . . . . . . . 702

6.3.1 Vue d’ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 702
6.3.1.1 Tout repose sur C (t ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 702



xviii CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN

6.3.1.2 Tout se ramène au microcanonique . . . . . . . . . 704
6.3.1.3 Une décorrélation évidente... mais fausse ! . . . . . 705

6.3.2 Dans l’ensemble microcanonique par équations cinétiques 706
6.3.2.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . 706
6.3.2.2 Les équations cinétiques . . . . . . . . . . . . . . . 708
6.3.2.3 Leur linéarisation, leur solution stationnaire . . . 709
6.3.2.4 L’expression formelle de Cmc(ø) . . . . . . . . . . . 711
6.3.2.5 Dans le sous-espace des fluctuations de moment

cinétique nul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 717
6.3.2.6 Dépendance en temps de Cmc . . . . . . . . . . . . 718
6.3.2.7 Complément : comportement de Cmc(ø) lorsque

ø!+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 720
6.3.3 Dans un ensemble statistique généralisé à N fixé . . . . . . 723

6.3.3.1 Ce qui ressemble au cas microcanonique . . . . . 723
6.3.3.2 Ce qui diffère du cas microcanonique . . . . . . . . 724

6.3.4 La valeur de C (+1) : ergodicité quantique contre équation
pilote markovienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 727
6.3.4.1 Par ergodicité quantique c’est-à-dire microcano-

nicité des états propres . . . . . . . . . . . . . . . . 727
6.3.4.2 Échec de l’approximation de Bogolioubov sur les

états propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 729
6.3.4.3 Échec de l’équation pilote markovienne . . . . . . 731

6.4 Études complémentaires et vérificatoires de la fonction g1(t ) dans
l’ensemble microcanonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 733
6.4.1 Simulations numériques de champ classique . . . . . . . . 734
6.4.2 Méthode de la résolvante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 736

6.4.2.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . 736
6.4.2.2 Lien de gµ,∏(t ) avec une amplitude de probabilité

de présence dans |√∏i . . . . . . . . . . . . . . . . . 737
6.4.2.3 Un raisonnement simple par règle d’or de Fermi . 738
6.4.2.4 Au-delà de la règle d’or de Fermi : la méthode de

la résolvante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 741
6.4.2.5 La diffusion de phase résulte de l’existence d’un

pôle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 745
6.4.3 Complément : égalité des coefficients de diffusion issus de

la règle d’or et de la résolvante aux temps extensivement
longs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 745

7 Une formulation grand-canonique de la méthode de Bogolioubov et
calcul de l’énergie de l’état fondamental à l’ordre de Wu 747
7.1 Introduction, motivation et avantages grand-canoniques . . . . . 747
7.2 Hamiltonien modèle et méthode de développement . . . . . . . . 750



TABLE DES MATIÈRES xix

7.2.1 L’hamiltonien grand-canonique du modèle sur réseau . . . 750
7.2.2 Élimination du mode du condensat . . . . . . . . . . . . . . 751

7.2.2.1 Une procédure bien rôdée... . . . . . . . . . . . . . 751
7.2.2.2 ... mais que vaut N ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . 752

7.3 À l’ordre deux en f 1/2
nc : l’ordre de Bogolioubov . . . . . . . . . . . . 754

7.3.1 L’hamiltonien quadratique et sa forme réduite . . . . . . . . 754
7.3.2 L’équation d’état grand-canonique et la fraction non conden-

sée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 756
7.4 À l’ordre quatre en f 1/2

nc : l’ordre de Wu pour le niveau d’énergie
fondamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 760
7.4.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 760
7.4.2 Correction de portée effective de l’interaction à l’ordre de

Bogolioubov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 761
7.4.3 L’hamiltonien grand-canonique à l’ordre ( f 1/2

nc )4 . . . . . . 763
7.4.4 Correction au grand potentiel de Bogolioubov à T = 0 . . . 764

7.4.4.1 Une application de la théorie des perturbations . . 764
7.4.4.2 Passage à la limite continue b/ª! 0 . . . . . . . . 768
7.4.4.3 Introduction de l’hypervolume de diffusion à trois

corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 769
7.4.4.4 Résultat final à l’ordre f 2

nc . . . . . . . . . . . . . . . 772
7.4.4.5 Discussion critique du résultat . . . . . . . . . . . . 773

7.4.5 Complément I : Correction ≠(4)(µ) au grand potentiel de
Bogolioubov à la limite continue b/ª ! 0 du modèle sur
réseau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 775
7.4.5.1 Partie convergente C≠

conv, partie divergente JV (≤) . 775
7.4.5.2 Étude de J (1)

V
(≤) pour ≤! 0 . . . . . . . . . . . . . . 777

7.4.5.3 Étude de J (2)
V

(≤) pour ≤! 0 . . . . . . . . . . . . . . 779
7.4.5.4 Conclusion sur≠(4)(µ) . . . . . . . . . . . . . . . . . 782

7.4.6 Complément II : Hypervolume de diffusion à trois corps D
du modèle sur réseau dans le régime de Born . . . . . . . . 782
7.4.6.1 L’hamiltonien modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . 783
7.4.6.2 Forme de l’état de diffusion : seule fonction in-

connue f (r) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 783
7.4.6.3 Une équation fermée sur f̂ (k) . . . . . . . . . . . . 785
7.4.6.4 Développement de Born de la partie régulière¡(k)

de f̂ (k) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 786
7.4.6.5 Le résultat cherché . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 789

7.4.7 Appendice au complément II de la section 7.4.6 . . . . . . . 789
7.4.7.1 Développement de A(k1) . . . . . . . . . . . . . . . 789
7.4.7.2 Développement de B(k1) . . . . . . . . . . . . . . . 790
7.4.7.3 Développement de J (k1) . . . . . . . . . . . . . . . 790
7.4.7.4 Développement de K (k1) . . . . . . . . . . . . . . . 792



xx CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN

8 Cas de la dimensionalité réduite : étude des quasi-condensats par la
méthode de Bogolioubov en représentation phase-module 795
8.1 Brève présentation et vue d’ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . 795

8.1.1 Plus qu’un pâle reflet des condensats, les quasi-condensats 795
8.1.2 Quel angle d’attaque théorique ? . . . . . . . . . . . . . . . . 796
8.1.3 En prise directe sur les expériences . . . . . . . . . . . . . . 797

8.2 Position du problème et régime considéré . . . . . . . . . . . . . . 799
8.2.1 À l’équilibre thermique grand-canonique . . . . . . . . . . . 799
8.2.2 Les quasi-condensats en six conditions . . . . . . . . . . . . 800

8.3 Défrichage de la dimensionalité réduite avec la méthode de Bo-
golioubov ordinaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 802
8.3.1 La densité non condensée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 803

8.3.1.1 Discussion selon la dimensionalité . . . . . . . . . 804
8.3.1.2 À propos du tableau 8.1 . . . . . . . . . . . . . . . . 805
8.3.1.3 Moralité sur la longueur de cohérence . . . . . . . 806

8.3.2 La fonction de distribution de paires . . . . . . . . . . . . . 806
8.3.2.1 Contribution quantique, contribution thermique . 807
8.3.2.2 Moralité sur les fluctuations de densité . . . . . . . 808

8.3.3 En conclusion du défrichage . . . . . . . . . . . . . . . . . . 809
8.4 Construction de l’hamiltonien modèle . . . . . . . . . . . . . . . . 809

8.4.1 Longueur de diffusion et matrice T à basse énergie en di-
mension quelconque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 809
8.4.1.1 Motivation et définition opérationnelle . . . . . . . 809
8.4.1.2 Modèle de portée nulle à basse énergie . . . . . . . 811
8.4.1.3 Quelques particularités de la dimension un . . . . 814

8.4.2 Modèle sur réseau : pas, constante de couplage et hamilto-
nien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 816
8.4.2.1 Le modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 816
8.4.2.2 La constante de couplage nue g0 via la matrice T . 817
8.4.2.3 Constante g0, longueur de diffusion et portée ef-

fective à 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 819
8.4.2.4 Constante g0, longueur de diffusion et portée ef-

fective à 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 820
8.4.2.5 Constante g0, longueur de diffusion et portée ef-

fective à 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 822
8.4.2.6 L’hamiltonien en seconde quantification . . . . . . 823
8.4.2.7 Comment choisir le pas du réseau . . . . . . . . . . 825

8.5 Mise en œuvre de la méthode de Bogolioubov phase-module . . . 826
8.5.1 Passage en représentation phase-module et idée de la mé-

thode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 826
8.5.2 Développement de l’hamiltonien ĤGC ordre par ordre en
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