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Résumé. — On montre que deux types de croisements de niveaux peuvent apparaitre dans un
diagramme d’énergie : les croisements de premiére espéce entre niveaux de symétries différentes,
les croisements de deuxiéme espéce (ou anticroisements empéchés) entre niveaux de méme symé-
trie ou n’ayant pas une symétrie bien définie.

Des propriétés physiques simples permettent de différencier ces deux types de croisements :
caractéristiques des résonances observables au voisinage du croisement, transitions non adiaba-
tiques d’un niveau a I’autre lors d’un balayage suffisamment rapide.

On montre enfin que ’existence de croisements de deuxiéme espéce n’est pas en contradiction
avec le théoréme de Wigner-Von Neumann.

Abstract. — It is shown that 2 types of level crossings may be found in an energy diagram :
crossings of the first kind between 2 levels of different symmetries, crossings of the second kind
between 2 levels of the same symmetry or having no definite symmetry.

These 2 types of crossings may be distinguished by simple physical properties : characteristics
of the corresponding level crossing resonances, non-adiabatic transitions from one level to the
other resulting from a sufficiently fast passage.

It is finally shown that the existence of crossings of the second kind is not in contradiction with

the Wigner-Von Neumann theorem.

1. Introduction. — L’importance des croisements et
anticroisements de niveaux en physique atomique est
bien connue [1] : si, lorsqu’on fait varier un para-
métre w,, 2 niveaux d’énergie d’un systéme physique
se croisent ou s’anticroisent (c’est-a-dire se repoussent
en passant par une distance minimale), il est possible
d’obtenir expérimentalement au voisinage de ces points
de croisements ou d’anticroisements des signaux réson-
nants dont I’étude apporte des renseignements inté-
ressants sur le systéme étudié.

La possibilité d’observer ces résonances dépend
crucialement du mode de préparation et de détection
utilisé. La plupart du temps, le systéme est préparé
dans un état qui n’est pas stationnaire (c’est-a-dire qui
n’est pas état propre du hamiltonien total J€). Par
exemple, ’excitation optique (en raie large) d’un
atome possédant un spin nucléaire I le porte dans un
état | my;, my; >, ol m; et m; sont les composantes
sur Oz des moments cinétiques électronique J et
nucléaire I ; par suite du couplage hyperfin V' entre
I et J, | my, my > n’est pas un état stationnaire du
systéme. De maniére générale, nous appellerons J€,
le hamiltonien approché dont les états propres per-
mettent de décrire simplement I’excitation et la détec-

tion du systéme. Soient | a > et | b > 2 états propres
de ¥, dont les énergies E, et E, se croisent pour une
valeur w,, du paramétre w, (Fig. 1).

Nous supposons que I’excitation prépare le systéme,
soit dans I’état | a >, soit dans I’état | b >, soit dans
une superposition linéaire de [ a > et | b >. Les deux
premiers cas correspondent & une excitation diagonale
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|a>

P
{ | Ib>
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Woe Woc Wo
Fic. 1. — Croisement de niveaux (les niveaux non perturbés
sont représentés en traits tiretés, les niveaux perturbés en traits

pleins).
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dans la base des états propres de J, (une telle exci-
tation est souvent appelée longitudinale), le troisiéme
A une excitation non diagonale (ou encore transver-
sale). De méme, nous supposerons que la détection
est sensible soit aux populations des niveaux | a > et
| b > (détection diagonale ou encore longitudinale),
soit aux éléments non diagonaux o¢,, de la matrice
densité du systéme (détection non diagonale ou encore
transversale).

Que se passe-t-il lorsqu’on tient compte de la
différence V = X — ¥, entre le hamiltonien exact JC
et le hamiltonien approché J, (V est appelé la pertur-
bation) ?

1.1 1€ CAS : CROISEMENT ENTRE NIVEAUX DE SYME-
TRIES DIFFERENTES. — Supposons par exemple que les
niveaux | a > et | b > ne soient couplés par ' a aucun
ordre de perturbation. Dans ce cas, les niveaux per-
turbés |a > et |b > continuent en général a se
croiser (Fig. 1). Une telle situation est réalisée notam-
ment lorsque, aussi bien les niveaux | a > et | b > que
les niveaux | a > et | b > sont de symétries différentes :
il existe par exemple une observable L, associée a une
opération de symétrie du systéme, indépendante du
paramétre w, et commutant quel que soit w, aussi bien
avec X, qu’avec €, les niveaux | a > et |a > corres-
pondant a4 une méme valeur propre de L, distincte de
celle qui est associée & | b > et | b >. Ainsi, dans
I’exemple cité plus haut, I’invariance du systéme par
rotation autour de la direction Oz du champ statique
H, entraine que F, = J, + I, commute quel que soit
H, avec ¥, et ¢ ; my = m; + m; est alors un bon
nombre quantique quel que soit H,, et 2 états
| m;, m; > et | my, mj > correspondant a des valeurs
myp et mp distinctes ne peuvent jamais étre couplés
par V.

Il est bien connu que I’on peut observer des signaux
résonnants au voisinage du point de croisement de la
figure 1. L’équation d’évolution de 1’élément non
diagonal o;; = < a|o|b > de la matrice densité du
systéme s’€crit en effet :

%"55 = Tlp ) — i — B) oy — Tog . (1.1)
Le premier terme décrivant la préparation (avec une
constante de temps 7,) du systéme dans une superpo-
sition linéaire des états propres [a > et |b >, le
second, I’évolution propre due au hamiltonien X,
le troisiéme, I’amortissement du systéme (avec une
constante de temps 1/I') dii aux processus de relaxation
(émission spontanée, collisions...). La solution en
régime stationnaire de (1.1) est évidente :

glexe) 1
oop = b . 1.2)
* T I+ i(E; — Ep)

P

Ainsi, si la préparation est telle que af;%“’ est différent
de Zéro, et si la détection est sensible a I’élément non

diagonal o2, on voit qu’on observera une résonance
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centrée autour du point de croisement wy, de la
figure 1, et dont la largeur est déterminée par I' et
par la pente relative des deux niveaux perturbés
(I" dans le cas d’un niveau excité est la largeur naturelle
du niveau étudié).

Comme nous ’avons vu plus haut, la préparation et
la détection du systéme sont décrites simplement dans
la base des états propres de J, et il nous faut examiner
les conditions auxquelles elles doivent satisfaire pour
que la résonance précédente soit observable. Lorsque
les niveaux | a > et | a > ont une symétrie différente
de celle de | b > et | b >, il est facile de voir que les
développements de perturbation de |a > et | b > ne
contiennent aucun état non perturbé commun (puisque
|'a > et|Db > se développent sur des états correspon-
dant & des valeurs propres différentes de L).

En préparant (détectant) le systéme dans un état
propre de J,, c’est-a-dire en utilisant une excitation
(détection) longitudinale, on ne pourra donc jamais le
préparer (détecter) dans une superposition linéaire des
deux niveaux perturbés |a > et |b >, ce qui est
indispensable pour l’observation de la résonance de
croisement. Les résonances de croisements entre niveaux
de symétries différentes ne sont donc observables que
si ’on utilise une préparation et une détection trans-
versales. Insistons bien sur le fait que le caractére
longitudinal ou transversal de la préparation et de la
détection est défini par rapport a la base de J¢,. C’est
uniquement quand les niveaux ont des symétries bien
définies que ce caractére demeure également le méme
dans la base des états propres de JC.

1.2 2 CAS : ANTICROISEMENT ENTRE NIVEAUX DE
MEME SYMETRIE. — Supposons maintenant que les
2 niveaux | a > et | b > de la figure 1 soient couplés
par V:V,, = <a|V]|b > # 0. Dans I’exemple cité
plus haut, c’est ce qui se passe pour 2 niveaux | m;, m; >
correspondant a la méme valeur de mg, c’est-a-dire de
méme symétrie.

On trouve alors que les 2 niveaux perturbés | ab >
et |ab >_ auxquels ils donnent naissance ne se

Wog Wo

FiG. 2. — Anticroisement de niveaux : sous leffet du cou-

plage Vap, les niveaux non perturbés (représentés en traits tiretés)

donnent naissance 4 deux niveaux perturbés (représentés en

traits pleins) qui passent 4 une distance minimale I’un de ’autre
lorsqu’on fait varier w.
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croisent plus mais se repoussent mutuellement lors-
qu’on balaie w, autour de w,, (Fig. 2) ; ils passent a
une distance minimale I’un de Pautre égale a 2 | V,,, |
puis tendent asymptotiquement vers les niveaux non
perturbés, formant ce qu’on appelle un anticroisement.
Par ailleurs, les états propres | ab >, de J€ sont des
combinaisons linéaires de |a > et | b > qui varient
rapidement autour de w, = wy,. Connaissant ces
états propres et les énergies correspondantes, on peut
calculer aisément la probabilité pour que, étant préparé
dans I’état non stationnaire | a > 3 I’instant ¢ = 0, le
systéme soit trouvé a I’instant ¢ dans I’état non sta-
tionnaire | b >. Un calcul trés simple donne la formule
de Rabi :

4|I/ab|2

Poy() =
T 41V P + (B, — Ey)?

. t
“Mpumﬁﬂa—mﬁﬂ-“”

Lorsqu’on tient compte de la dispersion des temps ¢ due
aux processus de relaxation caractérisés par I, on peut
introduire une probabilité de transition moyenne P,_,,
définie par

— 0
P, = FJ e ' P, (1) dt
0

2| Vi 12
== 2"' 5 (1.4)
I* + 4|V, > + (E, — E)

Les variations résonnantes de P,_,, lorsqu’on balaie w,
autour de w,, reflétent donc un transfert résonnant de
population entre les états propres non perturbés. Elles
peuvent é&tre détectées expérimentalement si ’on
prépare le systéme dans 1’état | a > et qu’on le détecte
dans I’état | b >, c’est-a-dire si ’on utilise une prépa-
ration et une détection longitudinales. On note 1a une
premiére différence avec les résonances décrites au
paragraphe précédent qui nécessitaient une prépa-
ration et une détection transversales. De plus, on voit
sur les expressions (1.2) et (1.4) que, lorsque I' —» 0,
la largeur des résonances de croisements tend vers zéro,
alors que celle des résonances d’anticroisements tend
vers une quantité proportionnelle a | V,, |. Il s’agit 1a
d’une deuxiéme différence importante entre les deux
types de résonances.

Notons enfin qu’il n’est pas nécessaire que | V,,, |
soit différent de zéro pour que les deux niveaux
s’anticroisent. ¥ peut coupler | a > et | b >, non pas
directement (V,, = 0), mais indirectement, par I’in-
termédiaire d’autres états non perturbés |i >, |j > ...
Par exemple, un tel couplage indirect au second ordre
existe lorsque la quantité

. 1 .
Ry(Eo) = Y <al|V]i>—F%<i|V]|b>
i#a,b EO—Ei
(1.5
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(o0 E, est Iénergic commune des 2 niveaux |a >
et | b > au point de croisement) est non nulle. La
formule (1.4) demeure valable 3 condition de rem-
placer ¥, par R,,(Eo) (*). Les dénominateurs d’énergie
1/(E, — E;) qui figurent dans (1.5) expriment que le
couplagelindirect entre | a > et | b > est d’autant plus
petit que les états intermédiaires | i > sont plus éloi-
gnés des états | a > et | b >. Lorsque V,, est nul mais
que R,,(E,) ne I’est pas, on dit que I’anticroisement est
d’un ordre supérieur.

1.3 3 CAS : CROISEMENTS DE DEUXIEME ESPECE. —
Supposons enfin que les 2 niveaux |a > et [ b > ne
soient pas couplés directement, mais qu’il existe entre
eux un couplage indirect s’annulant précisément au
point de croisement non perturbé :

Vi =0 (1.6a)
=0 si E=E,
Ram{¢05iE¢Ew (1.65)

On peut par exemple imaginer qu’il existe plusieurs
états intermédiaires permettant de relier |[a > et | b >
au second ordre, chacun des termes correspondants
de R,,(E) étant visualisé par un diagramme sur la
figure 3 :

Ib> Ib>
4 v
% ——0 * — -0
li> + |J> + ooe
x-\i-db x-\L-o
la> [a>

Fic. 3. — Représentation diagrammatique d’un couplage indi-
rect entre les états |a > et |b >, via les états intermédiaires
[i >, |[j > ... Pour un croisement de deuxiéme espéce, les
diverses amplitudes correspondantes interférent destructivement
au point de croisement (on a de plus < b | ¥ |a > = 0),

La situation que nous envisageons ici est celle ol
tous les diagrammes de la figure 3 interférent destruc-
tivement au point de croisement non perturbé. Nous
verrons alors que les 2 niveaux perturbés |a > et | b >
issus de | a > et | b > continuent & se croiser. Il est
cependant évident qu’un tel croisement, que nous
appellerons croisement de deuxiéme espéce, doit avoir

(1) Nous avons supposé implicitement que Vaa et Vpp sont
nuls (s’ils ne le sont pas, on peut toujours les réintégrer dans
J€o). Lorsque Raa(Ep) et Ruu(Eo) sont non nuls, ils représentent
un déplacement des états |a > et |b > di au couplage non
résonnant des états |a > et |b > avec les autres états |i >.
On peut montrer qu’il en résulte un déplacement des résonances
étudiées dans ce paragraphe.

35
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des propriétés trés différentes de celles des croisements
étudiés plus haut et que nous appellerons de premiére
espéce, oll les 2 niveaux non perturbés [a > et | b >
ne sont reliés entre eux a aucun ordre, non seulement
au point de croisement non perturbé, mais pour tout
w,. On peut en quelque sorte considérer qu’un croise-
ment de deuxiéme espéce est un anticroisement empéché,
et il est par suite normal, comme nous le montrerons
effectivement, que les diverses résonances observables
au voisinage de ces points aient des caractéristiques
intermédiaires entre celles des résonances de croise-
ments de premiére espéce et celles des résonances
d’anticroisements.

1.4 BUT DE CET ARTICLE. — Le but de cet article est
de présenter une étude détaillée des croisements de
deuxiéme espéce et d’en donner un certain nombre
d’exemples physiques. Pour bien comprendre Iles
pbfuoménes qui apparaissent, nous commengons
dans le paragraphe 2 par présenter un modéle a
4 niveaux couplés par une perturbation V telle que les
conditions (1.6) soient remplies. Les calculs peuvent
étre menés jusqu’au bout et mettent en évidence
les caractéristiques essentielles des croisements de
deuxiéme espéce.

Il nous a paru ensuite important de caractériser ces
croisements en partant directement du hamiltonien
total JC, sans qu’il soit nécessaire d’utiliser la théorie
des perturbations en mettant J& sous la forme
Je = X, + V. Si en effet un croisement de deuxiéme
espéce pour un découpage ¥ = J, + V devenait de
premiére espéce pour un autre découpage J& = 3 + ¥/,
la distinction entre les 2 types de croisements n’aurait
plus aucun intérét. Nous montrons dans le para-
graphe 3 de cet article qu’un croisement de deuxiéme
espéce entre 2 états propres | a > et | b > de J€ peut
également &tre défini de la maniére suivante : le systéme
étant dans 1’état | a > pour la valeur w,; du paramétre
w,, balayons ce paramétre jusqu’a w,; de maniére a
traverser le point de croisement w,, (Fig. 4).

o la>
|
|
|
: |
I ' b
| >
| I |
I ! I
1 [ >
Wy, Woe Wof

Fic. 4. — Le systéme étant initialement dans I’état |a > pour

la valeur woi du paramétre wo, on balaie wo de woi & ®os.

Si le croisement est de premiére espéce, le systéme reste tou-

jours dans I’état |a >, alors qu’il peut passer dans I’état |b >
si le croisement est de deuxiéme espece.
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Alors que pour un croisement de premiére espéce,
le systéme ne peut jamais passer dans I’état | b >,
quelle que soit la vitesse de balayage, pour un croise-
ment de deuxiéme espéce, un tel passage est possible si
Pon balaie w, suffisamment vite.

Cette nouvelle approche non perturbative nous per-
mettra également au paragraphe 4 de préciser la portée
du théoréme de Von Neumann et Wigner [2] : I’énoncé
qui est généralement donné de ce théoréme laisse
penser que, seuls, les croisements entre niveaux de
symétrie différente et indépendante de w, (donc de
premiére espéce) peuvent exister. En reprenant la
démonstration de ce théoréme, nous montrons qu’elle
n’exclut pas ’existence de croisements de deuxiéme
espéce entre niveaux de méme symétrie ou n’ayant pas
une symétrie bien définie.

Nous montrerons enfin dans un second article que
les idées précédentes permettent de classer trés simple-
ment les divers croisements de niveaux apparaissant
dans le diagramme d’énergie d’atomes habillés par des
photons de radiofréquence [3]. Nous verrons ainsi que
tous les croisements de premiére espéce sont liés a des
symétries bien définies du hamiltonien du systéme
global atome + radiofréquence, symétries se conservant
pour tout w, alors que les croisements de deuxiéme
espéce sont de natures plus diverses ; certains étant liés
au théoréme de Majorana, d’autres a ’apparition d’une
symétrie accidentelle du hamiltonien pour certaines
valeurs du champ statique. Nous présenterons égale-
ment quelques expériences réalisées sur 1’état fonda-
mental de I'isotope 2°'Hg et destinées & mettre en
évidence certains caractéres des croisements de
deuxiéme espece.

2. Etude d’un modéle simple. 2.1 HYPOTHESES
ET NOTATIONS. — Nous considérons un hamiltonien J¢,
ayant 4 états propres |a >, | b >, |i >, |j > d’éner-
gies respectivement égales & wy, — Wy, w et — @
(w étant une constante indépendante du paramétre de
balayage w,). Les niveaux correspondants sont repré-
sentés en traits tiretés sur la figure 5. Quant a la per-
turbation ¥, nous supposons qu’elle est non diago-
nale et qu’elle ne relie que les états|a>et|i>, |a>
et|j>,|b>et|i>,|b>et]]j>, les éléments de
matrice correspondants étant tous égaux a une cons-
tante réelle v.

Le couplage entre |a > et | b > ne peut donc se
faire que par l'intermédiaire de |i > et |j> et la
quantité Ry,(E) qui décrit un tel couplage est donnée
par :

Q0

oVt

Ry.(E) =<b‘ [V +V

0, ©

tVE—wm E- H,

o]

a> 2.1)

ol Q est le projecteur sur le sous-espace sous-tendu
par |i > et |j >. D’aprés les hypothéses faites sur V,
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li>

—_—— e >

\ / |8>

e 1j>

IJT>

- >
0 Wo

F1G. 5. — Variations avec wo des énergies des niveaux non
perturbés (traits tiretés) et des niveaux perturbés (traits pleins),
pour le modele simple étudié au paragraphe 2. Le croisement
apparaissant en @wo = 0 est un croisement de deuxiéme espéce.

seul le terme d’ordre 2 de ce développement est non
nuletl’ona:

v? v? 2 Ev?
+

Ry (E) = -
wa(E) E-0wo E+o E-o

_. 2.2

On constate que R,,(E) est nul au point de croise-
ment (E = 0), tout en devenant différent de zéro dés
qu'on s’écarte de ce point ; une telle situation est
caractéristique d’un croisement de deuxiéme espéce.

2.2 ETATS PROPRES ET VALEURS PROPRES DU HA-
MILTONIEN TOTAL. — Il est possible de diagonaliser
exactement la matrice représentant le hamiltonien
total J& = J€, + V. Soient + ' et + wq les valeurs
propres de J qui tendent vers + w et + w, lorsque
v — 0. Comme dans la suite, on se placera au voisinage
du point de croisement (c’est-a-dire de w, = 0), nous
nous contenterons de donner ici I’expression de o’
et wo lorsque wy/w < 1. On trouve ainsi, & ’ordre
le plus bas en wy/w :

2
w'? = o? [1 + 2—”2] (2.3a)
2
wf = —‘—"‘;—UZ. (2.3b)
14+2%
COZ
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Les niveaux perturbés |[a > et | b >, issus de | a >
et | b > (et représentés sur la figure S en traits pleins
de méme que les niveaux |i> et |j >) continuent
donc de se croiser. On constate que leur pente diminue
quand le couplage v augmente.

Un tel résultat peut paraitre surprenant : comme
les 2 niveaux |a > et | b > sont couplés en dehors
du point de croisement, on pourrait s’attendre a ce
qu’ils se repoussent et acquiérent ainsi une pente plus
grande. En fait, pour w, non nul, les 2 niveaux | a >
et | b > ne sont couplés entre eux qu’au second ordre
et ’effet prépondérant est dii au couplage (au premier
ordre) avec les niveaux |i > et |j >. Pour w, > 0,
le niveau | a > est plus proche du niveau | i > que du
niveau | j > et la répulsion (vers le bas) due au niveau
| i > D’emporte sur celle due au niveau |j > (et qui
s’exerce vers le haut) ; le déplacement global du niveau
| a > est donc négatif et sa pente est diminuée. Quand
w, tend vers zéro, les répulsions dues a |1 > et |j >
s’équilibrent de mieux en mieux ; d’autre part, le
couplage indirect avec | b > tend vers zéro et 1’on
comprend que les niveaux perturbés continuent a se
croiser.

Il est intéressant également d’examiner le compor-
tement des états propres. Si ’on appelle |a >, | b >,
|i>, |j> les états propres de J¢ issus de |a >,
|b>, |i>, |j>, on obtient, en développant les
expressions exactes a 'ordre le plus bas en wy/w et
au second ordre en v/w :

2
la>=]a> -2 |b>—2]i>+2]j>
w w (0]

_ 2
b>=-ZJa>+[b>=2]i>+-]j>
'y w w
2.4)
_ 2
11> =Zfa>+21b>+]i>+—]j>
w (0] w
< v v v . .
[1> =—-—]a>—=—|b>+ —|i>+]]>.
w w w

On constate que w, a complétement disparu de ces
expressions : a la différence de ce qui se passe pour un
anticroisement, les fonctions d’ondes perturbées
varient donc trés peu lorsqu’on balaie w,. D’autre
part, on note que, méme au point de croisement,
Iétat | a > est contaminé par I’état | b > (et I’état
|b> par Iétat |a >), ce qui est exclu pour un
croisement de premiére espéce.

Ces 2 points peuvent se comprendre comme plus
haut, en examinant ce qui se passe en dehors du point
de croisement, et en faisant tendre ensuite w, vers
zéro. Pour w, # 0, le développement de perturbation
de | a > s’obtient en appliquant la théorie des pertur-
bations dans le cas non dégénéré : la contamination de
I’état |a > par Iétat | b > est proportionnelle au
couplage indirect R,, (E = w,) entre |a > et | b >
(évalué pour une valeur de E égale & I’énergie non
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perturbée de | a >, c’est-a-dire & w,), et inversement
proportionnelle & ’écart 2 w, entre les 2 états | a > et
|b>. Comme R, (w,) est, d’aprés (II.2), propor-
tionnel & w, (pour w, faible), on comprend que le
coefficient de contamination, R,,(wy)/2 w, dépende
peu de w, et garde la méme valeur pour w, = 0.

2.3 RESONANCES OBSERVABLES AU VOISINAGE D’UN
CROISEMENT DE DEUXIEME ESPECE. — Le fait que I’état
| a > soit contaminé par 1’état | b > et I’état | b > par
I’état | a > va nous permettre maintenant de compren-
dre comment il est possible, en utilisant une excitation
diagonale, d’observer une résonance de croisement
au voisinage de w, =

Supposons en effet que, par un procédé quelconque,
on crée le systéme dans I’état non perturbé | a >. Cet
état n’est pas un état stationnaire. En inversant le
systéme (2.4), on obtient :

p— 2 —_— - -
la>=la> -2 15> +2]i>-21j>
() (0] [0)]

2
— — - v =
= -2 a>+1b>+20i>-2]>
(4] (0] ()]

.............................................

En préparant le systéme dans I’état | a >, on le porte
donc dans une superposition linéaire des 2 états
perturbés |a > et | b > qui se croisent. L’état d’un
systétme préparé a l’instant ¢ = 0 dans 1’état |a >
devient a I’instant ¢ :

—_ 2 . —
| #() > = e |2 > — L e |5 > +
[90]

UV —jort) s __2 it |3
+we [i> P [ij>. (2.6)

L’amplitude de probabilité de trouver le systéme
dans I’état | b > est alors, d’aprés (2.5) :

2
<b|¥Y(W®>= ZUT (cosw’'t — coswy 1), (2.7)
w

ce qui permet de calculer la probabilité de transfert
P a—»b(t) :

4

P (1) = ft—li- (cosw' t — coswy )>.  (2.8)
w

Si I'on suppose que le systéme a une durée de vie
finie 1/T" et qu’on le prépare continuellement dans
I’état non perturbé | a >, la population du niveau | b >
sera, en régime stationnaire, proportionnelle a :

P, = rj e” " P, (f) dt 2.9)
(0]
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soit :
4 4 2
— v v r
Pop=4—7+2— ——.
() 0" I'" + 4w

Les termes suivants de P,., sont, soit d’un ordre

supérieur, soit non résonnants. En remplagant wf)z;
par wg/(1 + 4 v*/w?) et en ne conservant que les
termes résonnants 3 l'ordre le plus bas, on obtient
finalement :
4 2
— v r
P, ,=2— . (2.10)

4 2
@ r2(1 +4—"2)+ 4 2
(0]

Nous constatons que P,_,, subit des variations réson-
nantes lorsqu’on balaie w, autour de zéro, sur un
intervalle dont la largeur est proportionnelle a I.
Les résonances observables au voisinage d’un croi-
sement de deuxiéme espéce ont donc des caracté-
ristiques qui les apparentent a la fois aux résonances
d’anticroisements et aux résonances de croisements de
premiére espéce décrites dans le paragraphe 1.

(i) Comme des résonances d’anticroisements, elles
apparaissent avec une excitation et une détection
diagonales et correspondent donc a un transfert
résonnant de populations entre les niveaux non per-
turbés [a > et | b >.

(ii) Parcontre, comme les résonances de croisements,
la largeur de la résonance tend vers zéro si la largeur
naturelle I des niveaux tend vers zéro. On peut dire
encore que la résonance n’est pas due a une variation
rapide des fonctions d’onde perturbées au voisinage
de wy = 0 (comme c’est le cas pour les résonances
d’anticroisements), mais au fait que les 2 niveaux
perturbés se croisent : la cohérence hertzienne entre les
niveaux |a > et |b> est en effet introduite par
I’excitation avec une efficacité indépendante de w, ;
elle évolue a la fréquence (E; — Ej)/h et ne peut
s’accumuler de maniére importante que lorsque
E; = Eg.

La différence importante entre croisements de pre-
miére espéce et croisements de deuxiéme espéce est
qu’une excitation diagonale dans la base {|a>,|b>}
reste diagonale dans la base { |a >, | b > } pour un
croisement de premiére espéce, alors qu’elle peut
devenir non diagonale dans la base perturbée pour un
croisement de deuxiéme espéce.

3. Définition plus générale des croisements de pre-
miére et de deuxiéme espéce. — 3.1 INTRODUCTION. —
Le traitement de la partie précédente pourrait suggérer
que la différence entre croisements de premiére et de
deuxiéme espéce est uniquement liée & la séparation
du hamiltonien J en un hamiltonien non perturbé J€,
et une perturbation V. Nous allons montrer dans cette
partie qu’on peut s’affranchir de cette restriction et
caractériser I’espéce d’un croisement directement a
partir du hamiltonien total J€ du systéme.
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L’idée physique qui va nous guider est la suivante :
supposons que le systéme se trouve a I'instant initial
dans I’état | a(wo;) > pour la valeur wo; du paramétre
@ (cf. Fig. 4) et balayons w, de wo; & woe pendant le
temps T : le systéme peut-il passer de | a > vers | b >
au cours de cette opération ? Nous allons voir que la
réponse a cette question n’est pas la méme suivant le
type de croisement envisagé, ce qui nous permettra
de donner une nouvelle définition des croisements de
deuxiéme espéce.

3.2 CROISEMENTS DE PREMIERE ESPECE. — Les croi-
sements de premiére espéce ont été définis dans la
premiére partie comme des croisements entre des
niveaux de symétries différentes. Il existe alors un
opérateur hermitique L indépendant du paramétre w,
et qui commute avec J. L’équation de Schrddinger,
qui régit ’évolution du vecteur d’état lorsqu’on balaie
o de wy; & wqe, se résout indépendamment dans les
divers sous-espaces propres de L : le systéme ne peut
transiter que vers des états ayant les mémes propriétés
de symétrie que | a >. Si le croisement est de premiére
espéce, la probabilité de transition de | a > vers | b >
est donc identiquement nulle, et ceci quelle que soit la
vitesse de balayage.

3.3 CROISEMENTS DE DEUXIEME ESPECE. — Par oppo-
sition au cas précédent, nous dirons que deux niveaux
| a(wo) > et|b(wo) > qui se croisent en wy = wo,
forment un croisement de deuxiéme espéce si la proba-
bilité de transition de |a > vers | b > est différente
de 0 lorsqu’on balaie suffisamment rapidement le point
de croisement.

Une telle situation est notamment réalisée lorsque
< a(wg;) | b(wgs) > est différent de zéro. Supposons
en effet que I’on fasse varier brusquement le paramétre
o, de la valeur wy; 3 la valeur wy, (traversée trés rapide
du croisement de niveaux) ; le vecteur d’état du systéme
n’a pas le temps d’évoluer et reste ] a(wy;) >. La proba-
bilité de transition de I’état | a(we;) > vers Iétat

|b(w0f) > est dans le cadre de cette approximation
soudaine égale a

l < g((‘)Oi) | B(wm‘) > I 2

L’approximation soudaine représente toutefois un
cas extréme et nous allons nous intéresser a la proba-
bilité de transition |a > — | b > lorsque la vitesse
de balayage du paramétre w, n’est pas infinie. Cette
étude nous permettra, en outre, d’établir une classi-
fication des croisements de deuxiéme espéce.

Soient |a >, | b >, |] >, ... les états propres de J¢
associés aux valeurs propres E,, E,, Ej, ... En général,
les états propres et les valeurs propres de J¢ sont fonc-
tions de w,. La variation de w, au cours du temps est
décrite par la fonction wy(f) : wy(t) est égal & wy;
pour ¢t = 0 et & wy pour ¢ = T. Dans ces conditions,
le hamiltonien J& dépend explicitement du temps.

L’ANTICROISEMENT EMPECHE OU CROISEMENT DE DEUXIEME ESPECE 529

Cherchons une solution de I’équation de Schrédinger
de la forme :

lv@® > =ch,- [GXP—IJ;Ejdr]Ib. 3.1)

En portant cette expression du vecteur d’état dans
I’équation de Schrédinger, on obtient le systéme
d’équations différentielles suivant pour les C, (Cy

t
représente, au facteur de phase exp — i j E, dt prés,
0

P'amplitude de probabilité de trouver le systéme dans
Pétat |k >):
ac,

o= —;Cj[expij;(Ek— J)d]<

dj
dt
(3.2)

Dans I’évolution de C,, on peut distinguer deux termes :

t
déy = — Ca[expi-[ (Ey, — Ea)d’t] X
—| da \ do, ) f ]
dwo
Le premier terme de (3.3) correspond a une tran-
sition directe |a > — | b >.
Les termes suivants correspondent & d’éventuelles

transitions indirectes [a>—=]j>—=|b>. Si la
transition |a > — | b > est possible (c’est-a-dire si

(a
niveaux |a > et | b > est égal 3 0; si deux niveaux
d’ordre relatif 0 se croisent, nous dirons qu’ils forment

un croisement de deuxiéme espéce d’ordre O.
Si la transition |a > — | b > n’est pas possible

dd?b > # 0) nous dirons que [’ordre relatif des
(]

(c’est-é—dire si <5. a%)—> est identiquement nul)
(]

mais s’il existe une transition indirecte
la>=>]j>->|b>

via un seul état intermédiaire, nous dirons que I’ordre
relatif des niveaux |a > et | b > est égal & 1 ; si deux
niveaux d’ordre relatif égal A 1 se croisent, nous dirons
qu’ils forment un croisement de deuxiéme espéce
d’ordre 1. L’existence d’une transition via I’état inter-
médiaire |j > s’exprime mathématiquement par la

condition :
db
< I dw, > < ’ > #0.

Nous verrons au paragraphe 3.5 que le croisement
de deuxi¢me espéce étudié dans la partie 2 est de ce

type.
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De fagon plus générale, §’il n’y a pas de transition
directe entre les états |[a > et |b > et sila premiére
transition indirecte fait intervenir une chaine de p
états intermédiaires | k >, | k >, nous dirons
que I'ordre relatif des niveaux | a > et | b > est égal
a p (% ; si deux niveaux d’ordre relatif égal 2 p se
croisent, ils forment un croisement de deuxiéme espéce
d’ordre p. On exprime mathématiquement que deux
niveaux sont d’ordre relatif p (p > 1) a I'aide des
conditions suivantes :

0 ' dwg

(ii) pour toute chaine de ¢ états intermédiaires

(g<p):
%z}...@q

(5] )¢

(iii) il existe une chaine de p états intermédiaires

telle que :
(5 ) (5] 2) (5 [ ) 0.

S’il n’y a aucune transition possible (directe ou
indirecte) entre les états | a > et | b >, nous dirons
que lordre relatif de ces niveaux est infini. On montre
dans I’'appendice A que si deux niveaux sont d’ordre
relatif infini, on peut trouver un opérateur de symétrie
(C’est-a-dire un opérateur indépendant de w, et com-
mutant avec J€) tel que |a > et | b > soient états
propres de cet opérateur associés a des valeurs propres
distinctes. Ceci prouve qu’un croisement entre deux
niveaux d’ordre relatif infini est un croisement de
premiére espéce.

L’existence d’une probabilité de transition entre
deux niveaux qui se croisent pose immédiatement le
probléme de la validité du théoréme adiabatique pour
les croisements de niveaux de deuxiéme espéce. En fait,
la démonstration du théoréme adiabatique donnée
par Kato [4] inclut tous les croisements de niveaux ;
nous ne reprendrons pas ici cette démonstration, nous
désirons seulement montrer physiquement comment
les croisements de divers ordres se comportent vis-a-vis
de ce théoréme.

db
dwg/ =%

3.4 TRAVERSEE ADIABATIQUE D’UN CROISEMENT, —
La démonstration habituelle du théoréme adiaba-
tique [5] se fait dans le cadre des hypothéses suivantes :

(i) Tous les niveaux sont discrets.

@i)) Il n’y a pas de croisement de niveaux dans le
diagramme d’énergie.

On démontre alors que si le systéme se trouve a
linstant 0 pour la valeur wy; du paramétre dans I’état
| k > (cf. Fig. 6) et si ’on balaie le paramétre de la

(2) On peut définir I’ordre relatif de deux niveaux, indépen-
damment du fait qu’ils se croisent ou ne se croisent pas,
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valeur wy; a la valeur wg, durant un temps 7, le systéme
se trouve a la fin du balayage dans une superposition
linéaire des états | k >, |1 >, | m >, ... Cependant, 2 la
limite ou T tend vers l’infini, les coefficients des états
différents de | k > dans le développement du vecteur
d’état tendent vers 0 comme 1/7. En d’autres termes,
si 'on balaie suffisamment lentement le paramétre w,,
le systéme reste dans I’état se déduisant de 1’état initial
par continuité.

1 >
\_/I/

|

|

|

|

|

|

I -
| | >
Woj Wof Wo

FiG. 6. — Lorsqu’on balaie wo de mo; & wot, la vitesse de rota-

tion des axes ‘ k %> ‘ doit étre petite devant la fréquence

de Bohr (Ey — Ex)/h pour que le théoréme adiabatique soit
applicable.

On peut montrer que le théoréme adiabatique est
applicable si la vitesse de rotation des axes

(5|4

est petite devant une fréquence qui est de Iordre de
grandeur de la fréquence de Bohr Q, = E, — E,.
L’existence de cette condition pourrait laisser planer un
doute sur I’extension du théoréme a un croisement de
niveaux ; en fait, il ne s’agit que d’une condition
suffisante et on peut étendre le théoréme adiabatique
au cas ou le niveau considéré traverse un certain
nombre de niveaux discrets [4]. Dans le cas ou le
croisement est d’un ordre supérieur ou égal a 1, ce
résultat se comprend trés aisément. Raisonnons
d’abord sur le cas d’un croisement de premiére espéce :
lorsque I'on balaie w, de wy; & wy il n’y a pas de
transitions possibles entre les états [a > et | b > qui
se croisent ; donc du point de vue du théoréme adia-
batique tout se passe comme si le niveau | b > n’exis-
tait pas. En particulier, le théoréme adiabatique sera

dl ’

certainement applicable si les I <5 ’ 115> l sont

petits devant les fréquences de Bohr @,, (| k > étant
un état différent de b >, cf. Fig. 7).

Etudions maintenant le cas d’un croisement d’ordre 1
(si Pordre du croisement est supérieur a 1, les consi-
dérations suivantes s’étendent facilement). Supposons
que les transitions entre | a > et | b > se font via un
certain nombre de niveaux dont le niveau | k >. Pour
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k>

F1G. 7. — Pour un croisement de premiére espéce, la fréquence

de Bohr (Es — Ep)/h n’intervient pas dans la démonstration du

théoréme adiabatique et le fait que cette fréquence s’annule

au point de croisement ne limite pas la portée de ce théoréme.

1l en est de méme pour un croisement de deuxieéme espéce
d’ordre supérieur ou égal a 1.

qu'a linstant ¢ = T, la fonction d’onde du systéme
soit fortement contaminée par le niveau | b >, il faut
qu’elle soit encore plus fortement contaminée par
’état | k > puisqu’on ne peut passer directement de
|a > a|b>.Onvoit donc que les conditions d’appli-
cation du théoréme adiabatique seront limitées non
pas par 'existence du croisement, mais par la proxi-
mité du niveau | k >.

L’extension du théoréme adiabatique aux croise-
ments d’ordre 0 est plus délicate ; elle nécessite I’emploi
de la démonstration générale de Kato [4]. Les condi-
tions de validité du théoréme adiabatique en ces points
de croisements doivent faire I’objet d’une étude spé-
ciale. Ce probléme est abordé dans la référence [6].

3.5 EXEMPLE DE CROISEMENT DE DEUXIEME ESPECE
D’ORDRE 1. — Reprenons I’exemple simple étudié dans
la partie 2 et montrons qu’il s’agit d’un croisement de
deuxiéme espéce. Calculons pour cela le produit
scalaire < a(wg,) | b(wy,) >. Le développement de
Rayleigh-Schrédinger a l'ordre 2 en v/w des états
|a>et|b> sécrit:

_ v :
Ia(w01)>=|a>+m|1>+
v 2
+ 1>+ — 51>+ (3.4
Wo; + @ (w5 — %)
— v .
|b(woz)>=|b>—-m|1>+
2
+— >+ —o——la> -+ (3.9
— Wy + @ Wy, — @

Un calcul algébrique élémentaire donne alors :
v’ (wo; — Wo2)”
(05 — @) (05, — @)
3.6)

< é(wm) | E(woz) > =
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Le produit scalaire < a(wg;) | b(wy,) > n’est donc nul
que pour wy, = Wy, ce qui prouve bien, d’aprés les
résultats du paragraphe 3.3, que le croisement est de
deuxiéme espéce.

On déduit également de I’expression (3.6) que:
@b
dw,

{a@o) |22 () ) = 0,

ce qui montre que le croisement n’est pas d’ordre zéro.
Par contre, en utilisant le développement de |i >, on
obtient aisément :

%(:oo_:z > < i(wo)

Le croisement est donc d’ordre 1 (3).

< 5(‘00) d

By
Wo

3.6 EXEMPLE DE CROISEMENT DE DEUXIEME ESPECE
D’ORDRE 0. Considérons un spin 4 placé dans un
champ magnétique dont on fait varier simultanément
la direction et I’amplitude. Supposons par exemple que
le champ H, est dans le plan xOy et appelons 6
Pangle qu’il fait avec Ox (Fig. 8).

X

FiG. 8. — Champ magnétique Ho dont on fait varier simultané-

ment la direction et ’amplitude dans le plan xOy. Les niveaux

d’énergie d’un spin 3 plongé dans un tel champ forment en
Ho = 0 un croisement de deuxi¢éme espéce d’ordre 0.

On suppose que 0 est une certaine fonction de | Hy |.
Soit y, le rapport gyromagnétique du niveau considéré,
le hamiltonien J€ s’écrit

J€=a)0 Jg (3.7)

ol w, est égal a — y, H,.

Les états propres de JC sont les états | + > et| — >
dans la direction 6 que nous appellerons | + (0) > et

(3) Ce résultat démontre a Pordre 2 en v/w est en fait vrai a
tous les ordres comme le montre un calcul direct fait en appen-
dice B.
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| = (6) > ;ils sont reliés aux états | + > et| — > par
rapport & Oz par les relations suivantes :

|+ @ > =

il

exp(— ig)l + > +iexP(ig)l—>
2 J2 2

(3.8)
|-©®>=

= exp(— i-o-)l + > ——I:exp(ig)l—>.
2 2 V2 2

Les valeurs propres de J¢ associées a | + (6) > et
| — () > sont respectivement @y/2 et — wq/2.

Les niveaux d’énergie |+ (6) > et| — (0) > se
croisent quand le champ magnétique H,, passe par la
valeur zéro. Pour préciser I’ordre de ce croisement, nous
allons calculer

<—wﬂ§%+ww

@)= - ——= — x

’d 1 de
2.2 dw,

dw,
X [exp(— ig)l + > - exp(ig)l - >] 3.9

d’ou 'on déduit :

d 1 dé
a0, T @)= " 240,

Do

(-® (3.10)

On en déduit que, si le champ magnétique H,, varie
simultanément en amplitude et direction (d6/dw, # 0),
alors le croisement de niveaux est un croisement
d’ordre 0.

Nous avons ainsi donné aux paragraphes (3.5) et
(3.6) des exemples de croisements d’ordre 1 et O.
Nous verrons, dans I’article suivant, que ’on peut
trouver dans le diagramme d’énergie d’un atome
habillé par des photons de radiofréquence un grand
nombre d’exemples de croisements de niveaux d’or-
dre0,1,2,..,n,..

4. Lien avec le théoréme de Von Neumann et Wigner.
— Dans la partie précédente, nous avons montré que
les croisements de niveaux de deuxiéme espéce pou-
vaient étre définis directement a partir du hamiltonien
total JC : ce sont des croisements entre des niveaux qui
ne sont pas de symétries différentes. L’existence de
tels croisements semble cependant incompatible avec
le théoréme de Von Neumann et Wigner ; 1’énoncé
qu’on en donne généralement [2] stipule que seuls
peuvent se croiser des niveaux de symétries différentes.
Pour éclaircir ce point, nous allons reprendre la
démonstration du théoréme de Von Neumann et
Wigner et montrer qu’en fait elle n’exclut pas les
croisements de deuxiéme espéce.

JOURNAL DE PHYSIQUE

Ne 7

4.1 LA DEMONSTRATION USUELLE DU THEOREME DE
VoN NEUMANN ET WIGNER. — Dans la référence [2],
ce théoréme est démontré de la fagon suivante : on
considére deux niveaux | a > et | b > dont les énergies
E, et E, sont trés voisines pour une certaine valeur
du paramétre w, et on étudie s’il est possible d’égaliser
E, et E, en faisant varier o, de dw, (cf. Fig. 9).

Eb

s e am - - -

Wy Wo+0Wwg

F1G. 9. — Deux niveaux a et b d’un hamiltonien ¥(wo) ont
en wo des énergies trés voisines. On étudie s’il est possible
d’égaliser ces énergies en faisant varier wo de dwo.

Le hamiltonien en w, est J(wy) ; en (wy + dwy) il
vaut

die
Je(a)o) + a—a; 5(00 .

Posons

W=d—a)05w0.

Pour trouver les valeurs propres de & + W, on traitej’
comme une perturbation devant J€; cependant,¥I
pouvant étre du méme ordre de grandeur que E,'— Ei,
il faut diagonaliser J¢ + W dans le sous-espace
engendré par | a(wo) > et|b(wy) >. Il faut donc
résoudre 1’équation :

Ea+VVaa_—E I/Vab

Dét| 1 B Wy —E| =0 @D

dont les solutions sont E, et E_ :

Ey =3(E, + Ex + W, + W) £

+ VHE,— Byt Woa— W)+ Wy |2, (4.2)

Les niveaux ne peuvent se croiser que si £, est égal a
E_ ; pour satisfaire cette condition, il faut que I’expres-
sion sous le radical soit nulle ; il faut par suite réaliser
simultanément :

E,—E + Wy — Wy=0 4.3)

Wy =0. 4.4
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On obtient ainsi au moins deux équations (*) pour la
seule inconnue dw,. Il sera donc généralement impos-
sible de satisfaire simultanément les deux conditions
(4.3) et (4.4). Une condition suffisante pour qu’il y ait
croisement est que W,, soit identiquement nul pour
toute valeur de w,. La condition (4.4) disparait alors
et il n’y a plus quune seule équation (4.3) a une
inconnue, qui donne en général une solution pour .

Si [a> et |b> sont de symétries différentes
W,, est nul ; en effet, il existe alors un opérateur L

a

indépendant de w, et commutant avec J€

[L, k] =0. 4.5

On peut dériver cette expression par rapport a w, :

[L,%]=O.

T (4.6)

. dx .
Un élément de matrice de W = don dw, pris entre
(]

deux vecteurs propres de L correspondant a des
valeurs propres distinctes est donc nul.

4.2 ANALYSE DE LA DEMONSTRATION. — La démons-
tration précédente fait intervenir deux conditions
suffisantes successives ; d’abord, on écrit qu’il suffit
que W, soit identiquement nul pour que les niveaux
se croisent ; ensuite on écrit que, pour que W, soit
nul, il suffit que les niveaux soient de symétries diffé-
rentes. Nous allons montrer qu’en fait on peut donner
une expression exacte de W, qui permet de s’affranchir
de la seconde condition suffisante. En effet

B> dw,

Wop =

d — _

- ~ db
— - e | 22
< dag | %[ ® ) < a ’ ' d
|a> et | b> étant états propres de J€ associés aux
valeurs propres E, et E,, il vient :

(2 -5y - 5 G )

< )dwo

“.7

dwo ! b> =5 dco0

4.8)
En remarquant que
da)o > 0,
on obtient finalement :
db
W,, = (E, — E, m>5mo. (4.9)

(9 Il y a trois équations si Wap est complexe.
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Il s’ensuit que les conclusions habituelles du théoréme
de Von Neumann et Wigner s’étendent a tout couple
de niveaux dont I’ordre relatif est supérieur ou égal a 1.
Ce résultat se comprend facilement : lorsque deux
niveaux s’anticroisent, on peut se convaincre aisément
a partir de ’expression des états propres au voisinage
ﬂ> est différent de
dw,

zéro ; deux niveaux ne peuvent s’anticroiser que si leur
ordre relatif est 0. Par suite, rien ne s’oppose a ce que
deux niveaux d’ordre relatif 1 se croisent, méme s’ils
ont des symétries identiques.

On remarque par ailleurs que la démonstration
précédente ne donne aucun renseignement en ce qui
concerne les croisements d’ordre O : ces derniers ne
peuvent pas, en effet, &tre inclus dans la démonstration
si ’on se limite & la condition suffisante W,, = 0,
puisqu’ils correspondent justement a4 des cas ou W,
n’est pas identiquement nul. On pourra, cependant,
prévoir l’existence de certains croisements d’ordre 0
§’il apparait pour une valeur particuliére w,, du para-
métre w, une symétrie ponctuelle entrainant dégéné-
rescence ; plusieurs niveaux viennent alors se croiser
en w,,. L’ordre d’un tel croisement, qui a priori peut
étre quelconque, doit faire I’objet d’une étude séparée.
Par exemple, le croisement d’ordre O que nous avons
présenté au paragraphe 3.6 est lié a ’existence d’une
telle symétrie : en effet, pour la valeur particuliére 0
du champ magnétique, le systéme posséde 'invariance
de rotation et les niveaux doivent étre dégénérés. Bien
que l’ordre relatif des niveaux soit 0, on voit sur cet
exemple que I’existence d’une symétrie ponctuelle les
empéche de s’anticroiser. Nous trouverons dans le
diagramme d’énergie de 1’atome habillé un autre
exemple, moins simple, de croisement lié 4 une symé-
trie ponctuelle et nous montrerons que, suivant la
polarisation de la radiofréquence, ce croisement peut
&tre soit de premiére espéce, soit de deuxiéme espéce
d’ordre 1, soit de deuxiéme espéce d’ordre 0.

de Panticroisement que < a

Conclusion. — Nous avons pu ainsi & partir de deux
approches distinctes, I'une perturbative, 'autre fondée
directement sur les propriétés des vecteurs propres
du hamiltonien total, caractériser deux types de croi-
sements susceptibles d’apparaitre sur un diagramme
d’énergie.

Nous avons dégagé sur des exemples simples des
phénomeénes physiques permettant de différencier
clairement ces deux situations (caractéristiques des
résonances observables au voisinage de ces croisements,
transition d’un niveau a lautre lors d’un balayage
suffisamment rapide). Nous avons enfin montré que le
théoréme de Wigner-Von Neumann, formulé de facon
correcte, n’excluait pas I’existence des croisements de
deuxiéme espéce.

Dans I’article suivant, nous montrons que les notions
précédentes sont trés utiles pour la classification et
Pinterprétation des résonances observables sur un
atome habillé par des photons de radiofréquence.
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Appendice A : Ordre relatif infini et existence d’une
symétrie. — Nous allons montrer que si deux niveaux
|a> et |b> sont d’ordre relatif infini, on peut
définir un opérateur de symétrie L indépendant de w,,
commutant avec J€ et tel que |a > et | b > soient
vecteurs propres de cet opérateur associés a des valeurs
propres distinctes.

Pour cela, nous allons classer les états propres de
J(wo,) en trois ensembles définis respectivement de la
fagon suivante :

— &, est composé de | a > et de tous les vecteurs
propres de J(w,,) d’ordre relatif fini avec | a >.

— J, est composé de | b > et de tous les vecteurs
propres de J(w,;) d’ordre relatif fini avec | b >.

— &, est composé de tous les vecteurs propres de
Je(wo;) d’ordre relatif infini avec |a > et | b >.

Nous allons montrer que ces trois ensembles sont
disjoints. Supposons par exemple, qu’il existe un état
|1 > commun a F, et & F. Puisque | 1> appartient
a ¥,, on peut le reller | a > par une chaine finie ;

par une chaine finie ; en unissant ces deux chaines,
on trouve donc une chaine finie reliant |a > a | b >,
ce qui est contraire a ’hypothése.

Soient respectivement G., G et G, les sous-espaces
engendrés par F,, 5, et F ; puisque $ 2 JFp €t F, sont
disjoints et puisque (F, U F, U &) est une base de
I’espace, tout vecteur se décompose de fagon unique
suivant G,, G, et G,.

Soit | k, > un élément de ¥, ; nous allons montrer

J
d .
que FP | k, > appartient a G,. Supposons en effet que
0

la projection de | k, > sur un vecteur | k, > de

d
dw,
F soit non nulle :

aF

Puisque | k, > appartient a JFy, il est relié a | b > par
une chaine finie ; puisque | k, > appartient a F,, il
est relié a |a > par une chaine finie ; en rajoutant le

maillon < kg

k>;é0

[

— 0k, > on pourrait relier | a >

|b> par une chame finie, ce qui est contraire a
I’hypothése. On démontre de fagon analogue que la

o dlk, >
projection de “da,

dlk,> _
—1T = Ailu; > A.l
doo ~iaPes, (A1
En dérivant la relation (A.1) on obtient :
.-
> Y G > 4 2, 38> )
dw} la; 5 eFa dog dw,
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sur G, est nulle. On a donc: .

Ne 7

Mais comme on I'a démontré précédemment, la
derlvee de tout vecteur de &, appartient a G, ; par suite,

dlg, >

“dwp Wo
d? | k,

d(l)o
demonstratlon_par récurrence, on étend sans peine ce
d" |k, >

n
. wo .

ses dérivées appartiennent 4 G,.

Toutes les dérivées de | k, > appartenant a G,, le
vecteur| k,(wy,) > dont le développement de Taylor
s’écrit :

appartlent a G,, et d’aprés la relation (A.2)

— appartlent également a G,. En faisant une

résultat a — ; si | k, > appartient 2 F, toutes

IEa(wOZ) > = ,Ea(wOI) > 4 (wo, — woy) X

% ‘ dk,(@o4)
dw,

dnEa(wO 1)
dwy

—wyy)"
n!

(@9,

Yt

(A.3)
appartient également a G,.

Ceci prouve que le sous-espace S, que nous avons
défini pour une valeur particuliére wy,; de w, est en
fait indépendant de w, et que l’ensemble des états
propres de J(w,) d’ordre relatif fini avec | a(wy) >
forme une base de G, et ceci quel que soit w,. On en
déduit que le projecteur sur G, (que nous appellerons
P,) est un opérateur de symétrie : en effet, P, et J(w,)
ont les mémes vecteurs propres, donc P, et JC(w,)
commutent ; d’autre part, P, est un opérateur indé-
pendant de w, (projecteur sur le sous-espace G,
indépendant de w,). Enfin |a > et | b > sont états
propres de P, associés a des valeurs propres distinctes
1etO.

On a ainsi montré que si deux niveaux sont d’ordre
relatif infini, il existe un opérateur de symétric dont
ils sont états propres associés a des valeurs propres
distinctes. Cet opérateur de symétrie n’est d’ailleurs
pas unique puisque toute combinaison linéaire de P,,
P, et P, (P, et P étant les projecteurs sur S, et S,)
peut étre considérée comme un opérateur de symétrie.

Appendice B : Ordre du croisement du modéle de la
partie 2. — Nous allons montrer que la relation

‘ dwo

est vraie a tous les ordres en v/w. Comme il est facile de
constater que

PO i

est différent de zéro, cela prouvera que le croisement
du modéle étudié dans la partie 2 est d’ordre 1.

On définit un opérateur K antiunitaire par son
action sur les états non perturbés |a >, | b >, |i >,
lji>.

db(o) >

dw,

{ alwo)



Ne 7 L’ANTICROISEMENT EMPECHE OU CROISEMENT DE DEUXIEME ESPECE 535
Kla>=—-|b> En comparant (A.15) et (A.11), on obtient
K|f>= i > (A.49) p=p =1. (A.16)
Klj>= [i>. Calculons enfin :
On vérifie immédiatement que K anticommute avec _| db
Jo et avec V. On en déduit que K anticommute avec <a don >
¥ = ¥, + V. Faisons agir I’'anticommutateur [K, JC], ?
sur | a >, on obtient : ‘ [ db ]
_ (A.17)
Klela> +#K|a> =0 (A.5) (2 dw0> (= @o
d’ou d’ou
¥K|a>=—apK|a>. (A.6) d ]
0 : dw0> < dwOK b> . (A.18)
Cette derniére relation prouve que K|a > est pro-
portionnel a [ b > C’est-a-dire :
K|5>=pei¢|l_)>, (A.7) < > < ’ £>] (A.19)
De la méme fagon, on démontre que K|b > est dwo
proportionnel a | a > et
Klb>=pe?|a>. (A.8) < >_ ,¢< [j_ 5>]_
. . P da’o dw,
De l'identité K = 1, on déduit alors
_ _ .de
K*|a>=|a>. (A.9) —igeT?<al[KT |a>]. (A.20)
0
Soit _
. Le dernier terme de (A.20) est nul puisque K tla>
pp €@ =1 (A.10) est proportionnel & | b >. On obtient :
d’ou _
op =1 (A.11) dw0> = “‘p< al[Kla>] (A.21)
et
o=09. (A.12) soit

L’égalité K = K* entraine que
<al[KIb>]=<al[K"|b>],
mais puisque K est antiunitaire :

<a|[K*|b>]=<b|[K|a>] (A.13)

(A.22)

dwo> <dco0 b).

D’autre part <a|b > étant identiquement nul, on
obtient en décrivant < a | b > par rapport & w,

!
donc dwo b> < —>=0. (A.23)
<al[K]| b >]=< bl [Kla>]. (A.19) En comparant (A.22) et (A.23), on en déduit :
Soit _
p e’ = pe?. (A.15) <5 aga%>:0'
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