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Résumé. — Les résultats obtenus dans le précédent article, concernant ’existence de plusieurs
types de croisements de niveaux, sont illustrés sur les diagrammes d’énergie d’atomes habillés par
des photons de radiofréquence, de polarisations diverses.

Une étude détaillée des symétries du systéme global atome + radiofréquence permet de classer
simplement tous les croisements de premiére espéce et certains croisements de deuxiéme espéce (liés
a des symétries ponctuelles). A partir d’'une formulation quantique du théoréme de Majorana, on
identifie les autres croisements comme étant des croisements de deuxiéme espéce de tous ordres
(croisements de Majorana). On présente enfin une étude expérimentale des propriétés d’une réso-
nance observable au voisinage d’un croisement de Majorana.

Abstract. — The results obtained in the preceding article concerning the existence of various
types of level crossings are illustrated on the energy diagrams of atoms dressed by RF photons
of various polarizations.

By studying the symmetries of the total system atom -+ RF field, one determines all the cros-
sings of the first kind and some crossings of the second kind (related to point symmetries). Using
a quantum formulation of Majorana’s theorem, one identifies all the other crossings with crossings
of the second kind of all orders (« Majorana’s crossings »). Finally, an experimental study of the

properties of a resonance observable near a Majorana’s crossing is presented.

1. Introduction. — Nous avons, dans un précédent
article [1], étudié et classé les différents types de croi-
sements de niveaux susceptibles d’apparaitre dans le
diagramme d’énergie d’un systéme quantique lorsqu’on
fait varier un paramétre w, dont dépend le hamiltonien
X du systéme.

Nous avons vu que pour distinguer les différentes
sortes de croisements se produisant entre deux niveaux
|2 > et| b >, il est utile de considérer des expressions

de la forme :
) (| )

dk1

< dw, > <
Chacune de ces expressions fait intervenir une chaine
d’états propres intermédiaires |k, >, |k, >, ..,
| k, > de J et relie | a > 4 | b > par la succession des
produits scalaires de chaque état avec la dérivée du
suivant par rapport & w,. Quand toutes les chaines
ainsi définies sont identiquement nulles, quelle que
soit la suite d’états intermédiaires envisagée, les deux
niveaux |a > et | b > varient, lorsqu’on balaie w,,
dans des sous-espaces orthogonaux. Ils sont alors de
symétries différentes et le croisement de niveaux est
dit de premiére espéce. Lorsque I'une des chaines

précédentes est non identiquement nulle, il n’est plus
possible d’assigner une symétrie différente aux deux
niveaux qui ne varient plus dans des sous-espaces
stables orthogonaux. Le croisement est alors dit de
deuxiéme espéce. Si toutes les chaines faisant intervenir
moins de p états intermédiaires sont identiquement
nulles et si une chaine a p états intermédiaires est
effectivement différente de zéro, les deux niveaux
| a > et| b > sont dits d’ordre relatif p et le croisement
de deuxiéme espéce qu’ils forment est d’ordre p. Nous
avons enfin montré que certains croisements de
deuxiéme espéce d’ordre zéro, tels que

(5| &) vo.

peuvent &tre liés & une symétrie accidentelle du hamil-
tonien, existant au point de croisement @, = Wy,
seulement et ne subsistant pas pour les autres valeurs
du paramétre w,.

La classification précédente est intéressante dans la
mesure ol, suivant la nature du croisement, les pro-
priétés physiques du systéme au voisinage de w, = wq,
peuvent étre trés différentes. Nous avons montré en
particulier, dans le cas d’un croisement de premiére
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espéce, que si le systéme se trouve initialement préparé
dans I’état | a > pour une valeur w, < @, et si ’on
balaie w, jusqu’au point de croisement et au-dela, le
systéme ne peut, quelle que soit la vitesse du balayage,
passer dans I’état | b > ; lorsqu’au contraire le croi-
sement est de deuxiéme espéce, le passage a travers
le point de croisement ne peut s’effectuer adiabati-
quement (c’est-a-dire sans transition irréversible vers
| b >) que si la variation du paramétre w, est suffi-
samment lente, la vitesse du balayage devant étre
d’autant plus faible que l’ordre du croisement de
deuxiéme espéce est plus bas.

Une autre distinction intéressante entre croisements
de premiére et de deuxiéme espéce apparait lorsque le
hamiltonien J€ du systéme peut se diviser naturellement
en une partie non perturbée JC,, dont on connait les
états propres et les énergies, et une perturbation V,
petite devant J€,. Envisageons un croisement de pre-
micre espéce de JC, entre deux niveaux |a > et | b >
de symétries différentes, c’est-a-dire associés a des
valeurs propres distinctes 1, et 1, d’un opérateur de
symétrie L, indépendant de w, et commutant avec JC,.
Si V respecte la symétrie, c’est-a-dire si ’on a [V, L]=0,
le couplage ne connecte a aucun ordre les niveaux
|a> et | b>, et les deux niveaux perturbés |a >
et | b > qui se déduisent de | a > et | b > par branche-
ment de la perturbation V' continuent a former un
croisement de premiére espéce dans le diagramme
d’énergie de J€. Pour exciter une cohérence entre ces
niveaux et par voie de conséquence observer un signal
de croisement de niveaux, nous avons vu qu’il est
alors nécessaire d’exciter également une superposition
linéaire des deux niveaux non perturbés |a > et | b >,
c’est-a-dire encore d’effectuer un pompage transversal
dans la base des états propres non perturbés de X,.

Supposons maintenant au contraire que ¥ ne
respecte pas la symétrie L([ V, L] # 0). Les deux
niveaux |a > et | b > peuvent alors &étre couplés
par la perturbation, ce qui a en général pour effet de
les repousser et de conduire a un anticroisement de
niveaux de JE. Nous avons vu cependant que, si le
couplage entre | a > et | b > s’effectue indirectement
par lintermédiaire d’états |i >, |j > différents de
|a> et | b>, il peut se trouver que le couplage
s’annule juste au point de croisement sous 'effet d’'une
interférence destructive entre plusieurs processus. Les
niveaux de JC, dont la symétrie par rapport & L n’est
plus définie, continuent alors a se croiser pour former
un croisement de deuxiéme espéce. Pour exciter une
cohérence entre les deux niveaux qui se croisent et
détecter un signal au point de croisement, il n’est
alors plus nécessaire d’effectuer un pompage cohérent
dans la base des états non perturbés et une simple
excitation des populations du systéme dans cette base
est suffisante pour détecter le croisement de niveaux
de J. On observe alors un signal résonnant dont
les propriétés sont, comme nous I’avons vu, intermé-
diaires entre celles des signaux de croisements de
niveaux ordinaires (de premiére espéce) et des signaux
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d’anticroisements : comme pour un anticroisement, le
signal correspond, lorsqu’on balaie w,, a un transfert
résonnant de populations entre des niveaux non per-
turbés de JC, ; comme pour un signal de croisement, sa
largeur tend vers zéro lorsque la largeur naturelle I’
des niveaux d’énergie concernés s’annule (alors qu’il
subsiste une largeur intrinséque proportionnelle au
couplage entre les niveaux qui s’anticroisent dans le
cas d’une résonance d’anticroisement).

Le but du présent article est d’illustrer les considé-
rations précédentes en étudiant les différents croise-
ments de niveaux qui apparaissent dans le diagramme
Zeeman d’un atome habillé [2] par des photons de
radiofréquence. Rappelons que I’atome habillé est le
systéme global constitué par un niveau atomique de
spin J en interaction avec un mode du champ électro-
magnétique quantifié. Le diagramme d’énergie d’un
tel systéme présente un grand nombre d’anticroise-
ments et de croisements de niveaux dont il est
possible, comme nous allons le voir, de modifier
a volonté le nombre et la position en variant la
taille du spin J du niveau atomique ou encore
la polarisation de la radiofréquence. La grande
richesse en croisements de niveaux de son diagramme
d’énergie, ainsi que la possibilité de détecter ces
croisements par des expériences simples de pompage
optique, font ainsi de 1’atome habillé un systéme
quantique particuliérement bien indiqué pour la clas-
sification et I’étude des différents types de croisements
de niveaux.

Le diagramme d’énergie de I’atome habillé se déduit
de la connaissance de son hamiltonien J& qui est
constitué de trois termes.

— Un hamiltonien propre au systéme atomique
placé dans un champ magnétique statique H,, égal a
wy J, avec wy = — vy, Hy ou v, est le rapport gyro-
magnétique du niveau («J) considéré.

— Un hamiltonien propre au champ de radiofré-
quence wa*ta ol w est la pulsation du champ de radio-
fréquence, a et a* étant respectivement les opérateurs
d’annihilation et de création d’un photon dans le
mode considéré.

— Un terme d’interaction entre I’atome et le champ
égal a AJ(ae + a™ £*) ol € est la polarisation du champ
de radiofréquence et A un coefficient de couplage
dont on peut montrer [2], [3] qu’il est égal a y, H,/2 \/ n
(H,; est lamplitude du champ de radiofréquence
classique et 7z le nombre moyen de photons dans le
mode considéré). En tenant compte de ces trois
termes, on obtient :

X = woJ, + wat a + AJ(ae + a* £¥). (1.1)

Les figures 1 et 2 donnent un apergu du tracé des
niveaux propres de J en fonction du champ magné-
tique H,, pour diverses polarisations de la radio-
fréquence, et dans le cas respectivement d’un niveau
atomique de spin J = % et J = 1. Si I’on excepte deux
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cas de polarisation particuliérement simples (champs
de radiofréquence tournant perpendiculaire & H,, ou
linéaire paralléle a H,, figures la, 2a et 1b, 2b), pour
lesquels on peut diagonaliser rigoureusement J¢ [2],
la détermination du diagramme d’énergie de I’atome
habillé se fait par une méthode approchée. Si le champ
de radiofréquence n’est pas trop intense, on a une
allure assez bonne des niveaux d’énergie en considé-
rant le terme V d’interaction entre ’atome et le champ
comme une perturbation vis-a-vis de :

By =woJ, + wat a.

(1.2)

Les états propres de JC,, d’énergie mw, + nw sont
simplement les états | m, n > représentant I’atome
dans le sous-niveau Zeeman m en présence de n pho-
tons. Ces niveaux sont représentés par les lignes droites
en pointillé sur les figures 1 et 2. Ils constituent des
diagrammes qui présentent une infinité de croisements
de niveaux. Ces croisements apparaissent pour les
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FiG. 1. — Variations en fonction du champ magnétique sta-
tique des niveaux d’énergie d’un spin # habillé par des photons RF
de diverses polarisations.
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FiG. 2. — Variations en fonction du champ magnétique sta-
tique des niveaux d’énergie d’un spin 1 habillé par des pho-
tons RF de méme polarisation que dans la figure 1.

valeurs du champ magnétique telles que w, = pw
dans le cas d’un spin } (p entier). Si le spin est supé-
rieur a 3 (J = 1 par exemple, voir Fig. 2), il existe, en
plus des croisements précédents, des croisements dans
des champs fractionnaires tels que w, = pw/q [croi-
sements demi-entiers w, = (2p + 1) w/2 pour J = 1].
Quand on rajoute le terme de couplage V, la forme
du diagramme d’énergie est modifiée : lorsque les
niveaux qui se croisent se trouvent couplés entre eux
directement ou indirectement par ¥, il apparait un
anticroisement de niveaux de JC. Les anticroisements
ne peuvent provenir, comme nous le montrons plus
loin, que des croisements entiers de J¢,, de la forme
wo = pw. Si les niveaux | m,n > et | m', n’ > de X,
qui se croisent ne sont au contraire pas couplés entre
eux par la perturbation ¥, les niveaux de J continuent
de se croiser, le point de croisement étant éventuelle-
ment déplacé par rapport a celui de J,. On obtient
ainsi les configurations de niveaux des figures 1 et 2
qui ont été étudiés en détail dans des publications
précédentes [2], [4].

Les différents croisements et anticroisements de
niveaux apparaissant sur les diagrammes des figures 1
et 2 sont associés A divers types de résonance magné-
tique bien connus. Aux anticroisements w, = pw
correspondent des résonances magnétiques & un ou
plusieurs quanta [5]. Le systéme, préparé initialement
dans I’état non perturbé | m, n >, peut en effet, par
suite du couplage résonnant entre les niveaux non
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perturbés, qui se traduit précisément par l’existence
de I’anticroisement, se retrouver a un instant ¢ ultérieur
dans un état | m’, n — p >. Ce processus correspond
A une transition atomique m — m’ avec absorption
de p photons de radiofréquence. Les résonances corres-
pondantes s’observent, comme toutes les résonances
d’anticroisements, en pompage longitudinal dans la
base non perturbée des états propres de &, (on doit,
par un procédé de préparation quelconque, peupler
différemment les états atomiques m et m' ce qui a
pour effet de créer une différence de populations entre
états | mn > et | m’, n — p >). Toutes ces résonances
d’anticroisements possédent également la caracté-
ristique importante d’avoir une largeur dépendant de
Iintensité de la radiofréquence, qui ne s’annule pas
lorsque la largeur naturelle I' des niveaux atomiques
tend vers zéro.

Les croisements de niveaux de I’atome habillé sont
associés quant a eux a des résonances magnétiques
de cohérence d’un genre différent. Elles correspondent
a la variation résonnante, lorsqu’on balaie w,, d’une
observable atomique possédant un élément de matrice
non nul entre les états propres de ’atome habillé qui
se croisent. Un certain nombre de ces croisements
ont déja fait I’objet d’études théoriques ou expérimen-
tales au cours de ces derniéres années. Il s’agit de
divers croisements de niveaux observables sur un
spin 4 avec un champ de radiofréquence paralléle au
champ statique (résonances paramétriques) [6] ou
perpendiculaires au champ statique [7] (résonances
wo = 2 pw) ou encore des croisements de niveaux
observables sur un spin 4 ou sur un spin 1 en présence
d’un champ RF tournant perpendiculaire a H,
[résonances w, = 0 et w, = 2 w sur un spin % [8];
résonances wy, = — @, Wy, = 0, W, = 0/2, 0wy = 3 /2,
Wy = 2 w, wy = 3 w observables sur un spin 1 [2],
[9], ...] ou encore des résonances de spectre demi-entier
wo = (2p + 1) w/2 observables sur un spin J > %
avec un champ de radiofréquence en polarisation
o [10]. Toutes ces résonances ont pour caractéristique
essentielle d’avoir une largeur intrinséque proportion-
nelle & I, qui s’annule lorsque la durée de vie des
niveaux devient infinie. Toutes ont pour leur observa-
tion nécessité I’utilisation d’un pompage atomique
transversal (en excitant des cohérences atomiques entre
états | m > et | m’ > différents, on prépare le systéme
dans une superposition cohérente d’états propres non
perturbés du hamiltonien 3,). Ce dernier point laisse
supposer que les croisements de niveaux correspon-
dants de I’atome habillé sont de premiére espéce.

La question qui se pose immédiatement est alors de
savoir §’il en est de méme de tous les croisements de
niveaux observables sur les figures 1 et 2. Nous allons
montrer qu’il n’en est rien et qu’il existe en fait, suivant
la taille du spin et la polarisation de la radiofréquence,
des croisements de deuxiéme espéce de différents
ordres. Alors que les croisements de premiére espéce
sont constitués par des niveaux de symétries différentes
qui ne peuvent se repousser, les niveaux qui constituent
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les croisements de deuxiéme espéce dans le diagramme
de I’atome habillé n’ont pas de symétrie bien définie,
et leur non-répulsion provient d’une interférence
destructive au point de croisement entre plusieurs
modes de couplage différents. Nous verrons qu’a ces
croisements, qui sont en fait des anticroisements
empéchés, sont associées des résonances magnétiques
aux propriétés intermédiaires entre celles des transi-
tions a plusieurs quanta et celles des résonances magné-
tiques de cohérence précédemment observées : d’une
part, elles correspondent a un transfert résonnant de
populations entre les niveaux atomiques sous effet
du couplage avec la radiofréquence ; d’autre part, elles
ne présentent par I’élargissement de radiofréquence
caractéristique de transitions a plusieurs quanta.

Pour arriver a une classification simple des différents
croisements de niveaux de I’atome habillé, il va nous
falloir, pour commencer, faire une étude détaillée des
symétries du systéme global atome + radiofréquence.
Cette étude nous permettra de classer aisément les
croisements observables sur un spin 4 habillé (§ 2).
Afin d’étendre la classification obtenue au cas d’un
spin de taille quelconque, nous développerons ensuite
une formulation quantique du théoréme de Majo-
rana (§ 3). Nous préciserons alors les conditions
d’observation des résonances de cohérence aux diffé-
rents croisements de ’atome habillé, et nous décrirons
quelques expériences nous ayant permis de vérifier
les points prévus par la théorie (§ 4).

2. Etude des croisements de niveaux d’un spin %
habillé a partir des symétries du systéme global « atome
+ champ de radiofréquence ». — Pour diverses pola-
risations du champ de radiofréquence, le hamiltonien
J =X, + V de I’atome habillé commute avec un
certain opérateur indépendant du paramétre w, ;
ceci traduit Pexistence d’une symétrie du systéme
atome + champ de radiofréquence indépendante du
champ statique appliqué aux atomes. On peut alors
associer un bon nombre quantique de symétrie a chacun
des niveaux propres de J, et de J. Les différents
croisements de niveaux de JC, correspondant a des
nombres quantiques de symétrie différents restent
des croisements de premiére espéce du hamiltonien
complet JC. S’il n’existe pas d’opérateur de symétrie
commutant, quel que soit w,, avec J&, mais si ’on
peut trouver pour une valeur particuliére o, du
paramétre w, un opérateur de symétrie entrainant une
dégénérescence, les niveaux d’énergie de J€ se croisent
nécessairement en w,,, formant un croisement de
deuxiéme espéce dont il nous reste a préciser I’ordre.
L’étude des diverses symétries de JC, valables quel que
soit le champ statique ou seulement pour certaines
valeurs particuliéres de ce champ, se révéle donc utile
pour répertorier ’ensemble des croisements de niveaux
de premiére espéce et certains croisements de deuxiéme
espéce dans les diagrammes d’énergie de l’atome
habillé. Il se trouve d’ailleurs que I’on obtient ainsi
Pensemble des croisements apparaissant dans les
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diagrammes d’énergie d’un spin } représentés sur la
figure 1, et qui correspondent évidemment au cas le
plus simple d’atome habillé que I’on puisse étudier.

2.1 LEs SYMETRIES DU SYSTEME GLOBAL SE CONSER-
VANT POUR TOUT @w,. — Pour certaines dispositions
simples du champ statique H, et du champ de radio-
fréquence H,(?), le systéme global atome + radiofré-
quence présente une symétrie évidente. C’est le cas
des polarisations n, ¢* et ¢ de la radiofréquence :

2.1.1 Polarisation w : invariance par rotation du
systeme global autour de Oz.— Plagons-nous tout
d’abord dans le cas ou I’on balaie le champ magné-
tique parallélement au champ de radiofréquence (ces
deux champs étant appliqués le long de Oz ; voir
Fig. 3a). Dans ces conditions, toute rotation du systéme
global autour de Oz est manifestement une opération
de symétrie. Ce résultat évident peut se vérifier en
remarquant que le champ de radiofréquence, dont le
moment cinétique le long de Oz est nul, reste invariant
dans une telle symétrie et que le hamiltonien
J, =wa" a+ w,J, + A (a + a*t) commute avec la
composante du moment cinétique atomique J,, quel
que soit w, :

(%, J] = 0. 2.1

Comme conséquence de cette symétrie, m est un bon
nombre quantique. Ainsi, dans le cas d’une polari-
sation 7 de la radiofréquence, les croisements entre
niveaux de J¢, de m différents restent tous des croi-
sements de premiére espéce de JC. Il s’agit en fait
de tous les croisements de niveaux w, = pw de la
figure la. L’interprétation physique de ce résultat
est trés claire et tient & la conservation du moment

z b2 L P
Ho A Ho }Ho
Hy coswt t H,| coswt

/ S y / y
wt
X Hy X

a) b) c)

Fi1G. 3. — Disposition relative du champ magnétique statique Ho
et du champ RF Hj. a) Polarisation n. b) Polarisation o+.
¢) Polarisation o.

cinétique du systéme global. Les deux états propres
|+ 4, n>et| -4 n+ p> de X, qui se croisent
en w, = pw ne peuvent &tre couplés par aucun pro-
cessus a plusieurs quanta, puisque les p photons qui
seraient absorbés ou émis lors d’un tel processus, et qui
transportent un moment cinétique nul, ne pourraient
fournir 'unité de moment angulaire nécessaire a la
transition atomique Am = 1.
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REMARQUE. — Le fait que tous les croisements de
niveaux de ’atome habillé sont, pour cette polarisa-
tion de la radiofréquence, de premiére espéce apparait
clairement si on considére I’ordre relatif des niveaux :
les états propres du systéme global ne dépendent pas
en effet, dans ce cas, de 'amplitude du champ sta-
tique [2]. Il en résulte que toutes les quantités de la

_| db . .
forme <a d—a)o> sont identiquement nulles, et que

deux niveaux quelconques de ’atome habillé (en parti-
culier ceux qui se croisent) sont d’ordre relatif infini.

2.1.2 Polarisation o, : invariance par rotation du
systéme global autour de Oz. — Il existe un autre cas
d’invariance de ’atome habillé par rotation autour
de ’axe Oz : c’est celui ou le champ de radiofréquence
tourne a la vitesse angulaire w dans un plan perpen-
diculaire a Hy, aligné lui-méme le long de Oz (voir
Fig. 3b). Ce résultat physiquement évident se vérifie
en constatant que le hamiltonien

By, = woJ, + wata + NaJ, + a* J.)

commute avec le moment cinétique J, + a*a (en effet
a*a, Cest-d-dire le nombre de photons de radio-
fréquence, n’est autre que le moment cinétique du
champ habillant, puisque chaque photon ¢, a un
moment cinétique + 1 le long de Oz) :

[#,,,J, + atal =0 2.2)

comme conséquence de cette symétrie, m + n est un
bon nombre quantique dans le cas d’une polarisation
o, de la radiofréquence. Il en résulte que les croise-
ments de niveaux de J¢, de (m + n) différents restent
des croisements de premiére espéce de I’atome habillé.
Les croisements s’effectuant tous sur un spin 4 entre
niveaux tels que Am = + 1, tous les croisements de
X, tels que An # 1, c’est-a-dire tels que w, # w, sont
donc des croisements de premiére espéce dans le
diagramme d’énergie de la figure 1b. 11 s’agit en fait
de tous les croisements de niveaux du diagramme.
L’existence de ces croisements de niveaux de premiére
espéce résulte ici encore de la nécessité de conserver
le moment cinétique du systéme global au cours des
transitions de radiofréquence : chaque photon o,
transportant une unité + 1 de moment angulaire, le
seul processus de couplage possible correspond a
I’absorption d’un photon avec transition de I’atome
de I’état — 1 a + 1. Ainsi, seuls les niveaux | — 4, n >
et | +%, n— 1> peuvent étre couplés entre eux
(résonance magnétique ordinaire), et tous les croise-
ments entre niveaux de ¥y | — 3,n >et| + L, n —p >
avec p # 1 doivent rester de premiére espéce en pré-
sence du couplage V.

REMARQUE. — On peut traduire les considérations
de symétrie précédentes en termes d’ordre relatif des
niveaux : seuls les états de méme valeur de (m + n)
étant couplés par V, m + n reste un bon nombre
quantique pour les états propres de J€. Les états
propres associés a des valeurs de (m + n) différents
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sont d’ordre relatif infini. Les deux états associés a la
méme valeur de (m + n) (im = + ) forment un anti-
croisement en w, = w, et sont donc d’ordre relatif
zéro.

2.1.3 Polarisation o : invariance par réflexion du
systéme global par rapport au plan xOz. — Etudions
maintenant le cas d’un champ de radiofréquence
linéaire H, paralléle a Ox, et donc perpendiculaire
au champ statique H, dirigé le long de Oz (Fig. 3c).
S’il 'on fait une symétrie par rapport au plan xOy
perpendiculaire & H, (et qui contient donc H,) J,,
vecteur axial, reste invariant et en conséquence
le hamiltonien non perturbé ¥, = w, J, + wa*a ne
change pas non plus, puisque le nombre de photons
ne varie pas dans cette opération. Par contre, J, se
change en — J,; mais comme H, se transforme
manifestement en — H,, le terme de couplage
V=—y,H,J, = AJ(a+ a*) est invariant lui aussi
dans cette réflexion. Nous montrons en fait dans
PAppendice I que l'opérateur de I’espace des états
associé a la réflexion que nous venons de décrire, et
qui laisse invariant le hamiltonien J€, est 'opérateur

S = iZJe—in(Jz—a+a)

On vérifie facilement que I’état non perturbé | J, m, n >
est état propre de S associé a la valeur propre

(= 1)Y7™*" On en déduit que, dans le cas d’une
polarisation ¢ de la radiofréquence, les croisements

entre des niveaux de J&, correspondant a des parités
différentes de J — m + n sont associés 4 des croise-
ments de niveaux de premiére espéce de J&. Comme les
niveaux de J¢, qui se croisent pour un spin { corres-
pondent & un Am = =+ 1, on en conclut que tous les
croisements tels que An est pair, c’est-a-dire tels que
P’on ait w, = 2 pw, sont des croisements de premiére
espéce dans le diagramme d’énergie de la figure lc.
Il s’agit en fait de tous les croisements de niveaux de
ce diagramme. L’existence de ces croisements de
premiére espéce peut encore se déduire de la régle de
conservation du moment cinétique du systéme global :
chaque photon de polarisation ¢ (qui peut s’analyser
en deux composantes o , et g_ tournant en sens inverse)
transporte en effet une unité + 1 de moment angulaire
le long de Oz. Seul un nombre impair de processus
d’absorption ou d’émission de photons permet donc de
réaliser une transition atomique Am = + 1 entre les
états + 1 et — 4. On comprend ainsi que les états
| —4, n> et | +3%, n—2p> ne puissent &tre
couplés a aucun ordre.

REMARQUE. — Ici encore, les considérations de
symétrie peuvent se traduire en termes d’ordre relatif
des niveaux ; (— 1)’ ~™*" est en effet un bon nombre
quantique non seulement pour les états non perturbés,
mais aussi pour les niveaux propres de J¢. Ce nombre
quantique a associer 4 un niveau donné s’obtient
aisément en déterminant celui du niveau non perturbé
correspondant en champ nul, lorsqu’on débranche
le couplage entre I’atome et le champ (voir Fig. 1¢).
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Si le niveau en question tend vers 1’état | + 4, n >,
sa symétrie est alors (— 1)"; s’il tend vers I’état
| —%,n>, sa symétrie est égale & (— 1)"*!. On
appellera respectivement | + 3, n > et | — 1, n > ces
niveaux (voir § suivant). Il est clair alors que deux
niveaux | + 4, n > et | — 4, n’ > sont de symétries
différentes si n — n’ est pair alors que | + 4, n > et
| + 4, n’ > sont de symétries différentes si n — n’ est
impair. Ces couples de niveaux sont d’ordre relatif

infini. Au contraire, | + +,n > et| — L, n’ >sin — n'
est impair, | + 3, n > et | + 4, n° > sin — n' est pair,
sont de méme symétrie. On montre en appendice II
qu’ils sont alors, quel que soit n — n’, d’ordre relatif
z€ro.

Une étude détaillée des autres polarisations possibles
de la radiofréquence (superposition cohérente de
photons ¢ et m) montre que I’on ne peut pas trouver
d’autres observables L commutant pour toute valeur
du champ avec le hamiltonien JC. L’ordre relatif de
deux niveaux du spin % habillé est en effet pour une
telle polarisation égal a zéro, quel que soit le couple de
niveaux envisagé (voir démonstration en Appendice II).
Il en résulte que nous venons de passer en revue tous
les types possibles de croisements de premiére espéce
dans le diagramme d’énergie d’un spin 4. Dans le cas
d’un champ de radiofréquence polarisé dans une
direction faisant un angle quelconque avec H,, (Fig. 1d)
ou encore d’un champ tournant dans un plan quel-
conque non perpendiculaire a H, (Fig. le) aucune
régle de symétrie n’empéche les niveaux qui se croisent
dans le diagramme d’énergie de J¢, d’étre couplés
par V : en fait, tous les croisements de ces diagrammes,
deviennent des anticroisements associés a des processus
de transition a plusieurs quanta, sauf le croisement de
niveaux en champ nul (v, = 0) dans le cas d’un champ
de radiofréquence polarisé linéairement (Fig. 1d).
Nous montrons a présent qu’il s’agit 1a d’un croise-
ment de niveaux de deuxiéme espéce d’ordre zéro, lié a
I’existence d’une symétrie accidentelle par renversement
du temps du hamiltonien J¢ en champ nul.

2.2 UNE SYMETRIE « ACCIDENTELLE » DU SYSTEME
GLOBAL : RENVERSEMENT DU TEMPS EN CHAMP STATIQUE
NUL POUR UN CHAMP DE RADIOFREQUENCE POLARISE
LINEAIREMENT. — Il est clair que lorsque le champ de
radiofréquence est linéaire, dans une direction faisant
un angle différent de 0 et n/2 avec H,, aucune régle
de sélection sur le moment cinétique n’interdit aux
deux niveaux | + %, » > et | — 4, n > qui se croisent
en champ nul d’étre couplés par V. La polarisation
de chaque photon peut en effet étre analysée comme
une superposition cohérente des trois types de pola-
risation o,, o_ et m, et I'on peut en fait, grace a
P’absorption ou I’émission stimulée de I'une ou I'autre
de ces composantes, envisager quatre voies de diffusion
du second ordre permettant de coupler I’état | + 4, n >
a l’état | — 4, n >. Ces quatre voies sont schématisées
sur la figure 4 et correspondent a des processus de
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FIG. 4. — Schématisation des 4 amplitudes de diffusion per-
mettant de relier ’état | + 3, n > a état | — 3, n >. Pour
wo = 0, ces 4 amplitudes interférent destructivement.

types Raman au cours desquels un photon de radio-
fréquence se trouve étre absorbé puis réémis (ou inver-
sement). Cependant on constate par le calcul [2] que
les amplitudes de probabilité associées a ces quatre
processus interférent de fagon destructive, ce qui
empéche les niveaux | — 4, n> et |+ 4, n> de
former un anticroisement. Il se trouve en fait, comme
nous allons le voir, que la non-répulsion des niveaux
est liée dans ce cas 4 une symétrie par renversement du
temps du systéme en champ statique nul. Les niveaux
qui continuent a se croiser ne peuvent alors constituer
qu’un croisement de niveaux de deuxiéme espéce qui
ne peut étre que d’ordre zéro.

L’opérateur antiunitaire 7" de renversement du temps
agissant sur le systéme global atome + radiofréquence
est décrit en Appendice I. On montre que, dans le cas
d’une polarisation linéaire de la radiofréquence, il
anticommute avec les opérateurs a et a*

TaTt = —a; Ta*"T* = —a*. (2.3)

Il est clair d’autre part que 7 et J€ ne peuvent commuter
en champ statique non nul puisque le terme Zeeman
atomique w, J, qui apparait dés que H, # 0 anti-
commute en fait avec T d’aprés la relation générale
satisfaite par le moment cinétique :

TITH = — J. 2.4)

En champ H,, nul, par contre, le hamiltonien de ’atome
habillé s’écrit :
¥ (wo = 0) = wa* a + AJe(a + a*) (2.5)

ou & est le vecteur polarisation réel de la radiofré-
quence.

Compte tenu des relations (2.3) et (2.4), on déduit
aisément que 1’on a

[T,% (@, =0)] =0 2.6)

ce qui établit la symétrie du hamiltonien par renver-
sement du temps en champ nul. Cette symétrie entraine
une dégénérescence des niveaux de I’atome habillé en
champ nul. Le systéme global étudié est en effet
constitué d’un fermion (spin 1), en présence d’un
certain nombre de bosons (photons). C’est donc un
systéme 4 nombre impair de fermions auquel on peut
en champ H, nul, appliquer le théoréme de Kramers
qui stipule que tous les niveaux doivent étre au moins
doublement dégénérés.
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Dés que H, # 0, la dégénérescence peut étre levée
ce qui explique que les niveaux de I’atome habillé se
croisent en fait en champ nul. L’ordre de ce croisement
est naturellement zéro, puisque tous les niveaux de
Patome habillé sont, dans ce cas de polarisation
cohérente, d’ordre relatif zéro. Il est d’ailleurs facile
de vérifier que les deux niveaux qui se croisent en
champ nul sont bien d’ordre zéro puisque ces deux
niveaux forment un anticroisement au voisinage du
champ w, = 2 w (voir Fig. 1d).

Ainsi se trouvent expliqués tous les croisements de
niveaux apparaissant dans le diagramme d’énergie
d’un spin %.

REMARQUE. — Si la radiofréquence a une polari-
sation circulaire (ou elliptique), I’atome habillé ne
posséde plus la symétrie par renversement du temps
en champ nul. En effet, le sens de rotation de la radio-
fréquence est inversé par renversement du temps, ce
qui revient a changer sa polarisation et, par voie de
conséquence, le hamiltonien JC. La dégénérescence des
niveaux en champ nul n’est alors plus imposée. En
particulier lorsque la radiofréquence correspond a
une polarisation cohérente, superposition de photons
g, 0_, m, les quatre voies de diffusion symbolisées
sur la figure 4 existent comme pour un champ polarisé
linéairement, et aucun argument de symétrie ne conduit
plus les amplitudes de transition correspondantes a
s’annuler : on observe alors un anticroisement des
niveaux en champ nul dont I’existence se révéle par
Papparition d’une résonance magnétique de type
Raman en champ nul [11].

3. Etude des croisements de niveaux d’un spin
J > 1/2 habillé, a partir d’une formulation quantique
du théoréme de Majorana. — 3.1 LE PROBLEME DES
CROISEMENTS DE NIVEAUX DE DEUXIEME ESPECE POUR
UN SPIN J > 1 HABILLE PAR UN CHAMP DE RADIO-
FREQUENCE. — Les symétries du systéme global atome
+ radiofréquence que nous avons étudiées au para-
graphe précédent sont valables quelle que soit la taille
du spin J du niveau car elles ne dépendent que de la
forme du hamiltonien J naturellement indépendante
de la grandeur de J. Cependant, dés que J > 1, il est
impossible de conclure au croisement ou au non-
croisement de deux niveaux d’énergie de J, a partir
de I’examen des seules symétries de J. Ce résultat
apparait clairement si I’on considére les diagrammes
d’énergie d’un spin J = 1 reproduits sur la figure 2 :

3.1.1 Lorsque le champ de radiofréquence a une
polarisation cohérente, superposition de photons
., o_ et m, il n’existe aucune opération laissant
invariante le hamiltonien du systéme. En champ
statique non nul, aucune régle de sélection liée a une
symétrie permanente (valable quel que soit ), ni
aucune dégénérescence accidentelle liée 4 une symétrie
ponctuelle (valable pour une valeur donnée de w)
n’empéche donc deux niveaux de ¥, qui se croisent de
se repousser sous I'effet du couplage V. Il se trouve
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cependant que certains niveaux continuent a se croiser
lorsqu’on applique ce terme de couplage. C’est le cas
par exemple de tous les niveaux qui se coupent aux
croisements non entiers de la forme w, = 2p + 1) 0/2.
La non-répulsion des niveaux en ces points peut étre
constatée en remarquant que le couplage éventuel
entre les niveaux résulterait d’une interférence entre
plusieurs chemins qui se révéle étre complétement
destructive. Ainsi les niveaux |+ 1, n> et
|—1, n+3> qui se croisent dans le champ
@y = 3 w/2 peuvent &tre couplés via les deux chemins
symbolisés sur la figure 5; on peut montrer [2] que
les amplitudes de probabilités associées sont opposées :

fo] L
-1,n+3 +
O+
O+
0,n+2 -1,n+2 O4
T
+1,n+1 .0,n+1
+1,n

F1G. 5. — Schématisation des deux amplitudes de diffusion

permettant de relier I’état |+ 1, n > a l’état |— 1, n + 3 >.

Pour wo ~ 3 w2, ces deux amplitudes interférent destruc-
tivement.

3.1.2 Qui plus est, méme s’il existe une symétrie
du hamiltonien J€, deux niveaux de J¢, de méme
symétrie peuvent continuer a se croiser lorsqu’on
applique la perturbation V. Dans le cas d’un champ
de radiofréquence en polarisation &, nous avons vu
qu’a chaque niveau de J¢, peut étre associé un bon
nombre quantique égal & (— 1)’ ~™*", Les deux niveaux
de o, | + I, n>¢et| — 1, n + 4 >, qui se croisent
dans le champ w, = 2 o (Fig. 2¢), sont manifestement
de méme symétrie puisque m et n sont changés respec-
tivement de deux et quatre unités lorsqu’on passe d’un
niveau a l'autre. Pourtant ces deux niveaux ne se
repoussent pas et continuent a se croiser dans le
diagramme d’énergie de J¢ (avec également le niveau
| 0, n > ; voir Fig. 2(:). Le croisement est lié ici encore
a une interférence destructive [4] entre les deux modes
de couplage représentés par les diagrammes de la
figure 6.

Il est donc clair que les considérations de symétrie,
qui suffisent a justifier existence des différents types
de croisement pour un spin J = } habillé, ne permettent
pas 2 elles seules de conclure a I’existence de ces croi-
sements dés que J > 4. Il apparait en fait dans les
diagrammes d’énergie une infinité de croisements
nouveaux de deuxiéme espéce, qui résultent d’une
interférence destructive entre plusieurs modes de
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F1G. 6. — Schématisation des deux amplitudes de diffusion
permettant de relier ’état |+ 1, n > a létat |— 1, n + 4 >.
Pour w¢ = 2 w, ces deux amplitudes interférent destructivement.

couplage possibles. Cette interférence destructive, que
Ion observe sur un grand nombre de croisements
quelle que soit la taille du spin ne peut étre accidentelle
et doit répondre a une raison profonde. En fait, comme
il a déja été montré dans la référence [2], I’existence
de ces croisements nouveaux est une conséquence du
théoréme important de Majorana [12] qui relie 1’évo-
lution d’un spin J > 1 dans un champ magnétique a
celle d’'un spin J = 3 de méme rapport gyromagné-
tique plongé dans le méme champ. De fagon plus
précise, il est possible de construire a ’aide d’une régle
géométrique simple les diagrammes d’énergie d’un
spin J habillé quelconque a partir de ceux d’un spin
J = 4. Cette régle, qui constitue en quelque sorte
une correspondance quantique du théoréme de Majo-
rana, permet de prévoir d’emblée la position de tous
les croisements de niveaux dans le diagramme d’énergie
d’un spin J habillé. Nous rappelons au paragraphe
suivant cette formulation quantique du théoréme de
Majorana dont la démonstration compléte peut étre
trouvée dans la référence [2], et qui joue un role
essentiel dans I’étude des croisements de niveaux de
I’atome habillé.

3.2 FORMULATION QUANTIQUE DU THEOREME DE
MAJORANA ET DETERMINATION DU DIAGRAMME D’ENER-
GIE D’UN SPIN J > 4 HABILLE. — 3.2.1 Définition des
multiplicités de niveaux de I’atome habillé. — 11 est
commode pour I’étude des niveaux de ’atome habillé
dans le cas J > 1 de définir des multiplicités ou fuseaux
de niveaux d’énergie. Conformément a la définition
donnée dans [2], on appelle multiplicité (§,) dans un
champ magnétique H, l’ensemble des (2J + 1)
niveaux | Jmn > qui se déduisent des états | Jmn >
de n donné par la transformation adiabatique suivante :

o) Le champ magnétique statique ayant une valeur
H, donnée trés petite, on branche adiabatiquement la
constante de couplage A entre ’atome et le champ.
Au cours de cette opération, chaque état non per-
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turbé | Jmn > se transforme continliment en un état
de I’atome habillé dans le champ H, que nous appel-
lerons | Jmn >..

B) Le couplage une fois branché, on balaie adiaba-
tiquement le champ statique depuis la valeur H,
jusqu’a la valeur H, ; partant du niveau | Jmn >,
on suit continfiment au cours de ce balayage un niveau
propre de I’atome habillé, pour parvenir & la fin de
Popération dans 1’état | Jmn >. Une telle transfor-
mation adiabatique suppose que 1’on peut traverser les
différents croisements rencontrés par le niveau | Jmn >
lorsque H, varie, sans que le systéme subisse de transi-
tions vers les autres niveaux. Nous avons vu dans [1],
[2] que cette traversée adiabatique est toujours réalisée
pour un croisement de premiére espéce et reste possible
pour un croisement de deuxiéme espéce d’ordre
quelconque a condition que le passage au point de
croisement s’effectue suffisamment lentement. Appelant
U, la transformation unitaire adiabatique ainsi définie,
on déduit les niveaux | Jmn > des états non perturbés
| Jmn > par la relation :

[ Jmn> = U, | Jmn > . (3.1)

Notons que I'opérateur unitaire U, commute avec
toutes les opérations de symétrie éventuelles du hamil-
tonien, indépendantes de w,. Il en résulte que les états
| Jmn > ont les mémes nombres quantiques de symé-
trie que les états | Jmn > dont ils sont issus. Par
exemple, dans le cas d’un champ en polarisation o,
| Jmn > est état propre de l’opérateur réflexion S
avec la valeur propre (— 1)’ ~™*",

3.2.2 Energie des niveaux dans une multiplicité de
P’atome habillé. — Sur les diagrammes de la figure 1
relatifs & un spin 4, nous avons représenté en traits
renforcés la multiplicité constituée des deux niveaux
| + L, n> et| — 4, n >. 1l apparait clairement, dans
tous les cas de polarisation possibles, que les deux
niveaux sont symétriques par rapport a la droite
d’ordonnée nw, et que I'on peut par conséquent
mettre leur énergie sous la forme :

Exinn = no £ o, 3.2)

ol w, représente la distance qui sépare les deux
niveaux de la multiplicité et est naturellement une
fonction de H,, de n et de la polarisation € de la
radiofréquence. Il est possible d’interpréter la quan-
tit€ + wy/2 comme une énergie magnétique acquise
par le spin dans I’état <+ % lorsque, suivant la trans-
formation U,, il est plongé, adiabatiquement et
successivement, dans un champ RF de polarisation &
contenant n photons, et dans un champ statique H,,.

La formulation quantique du théoréme de Majo-
rana [2] établit que, lorsque ’on soumet un spin J
quelconque, initialement dans I’état Zeeman | Jm >,
3 la transformation adiabatique U,, I’énergie magné-
tique qu’il acquiert en présence de n photons est
précisément égale a mw,, w, étant la quantité définie
plus haut et relative 2 un spin 3 de méme rapport
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gyromagnétique soumis a la méme transformation U,.
En conséquence, I’énergie du niveau |Jmn > de
I’atome habillé doit s’écrire, quel que soit J :

Esm = no + ma, (3.3)

, €tant une quantité indépendante de la taille du
spin.

Pour démontrer cette propriété importante, on est
amené a considérer que le systéme atomique de
spin J étudié est constitué par une assemblée totale-
ment symétrique de 2 J spin 1 identiques interagissant
avec le champ de radiofréquence. On peut alors
montrer qu’il est équivalent d’appliquer la transfor-
mation U, globalement au spin J, ou successivement a
chacun des 2 J spins 4 qui le constituent. En établis-
sant le bilan de I’énergie acquise par les 2 J spins
lorsqu’on les introduit I'un aprés I’autre dans le champ
de radiofréquence et dans le champ statique, on
montre sans peine qu’un état | Jmn > doit avoir
I’énergie donnée par la formule (3.3).

On déduit alors de ce résultat la régle essentielle
suivante qui permet de construire immédiatement les
diagrammes d’énergie relatifs a un spin J de taille
quelconque.

La branche m de la multiplicité (&") relative au dia-
gramme d’un spin J habillé s’obtient par une affinité
verticale de rapport 2 m sur la branche m = + % de
la multiplicité (&,) relative & un spin % habillé dans les
mémes conditions

C’est cette régle qui nous a permis de tracer a partir
de la figure 1, I’ensemble des diagrammes d’énergie
relatifs & un spin 1 qui sont reportés sur la figure 2.
Ces diagrammes permettent en fait d’étudier 1’évo-
lution d’un spin J = 1 a partir de la connaissance de
celle d’un spin 4 plongé dans les mémes champs
statique et de radiofréquence. On peut donc bien dire
que la régle mentionnée plus haut correspond a un
théoréme de Majorana quantique, dans la mesure ou
les formules classiques établies par Majorana [12]
permettent de ramener le calcul des probabilités de
transition d’un spin J dans un champ de radiofré-
quence classique dépendant du temps a celui de la
probabilité de transition entre les états + 1 et — %
d’un spin } soumis au méme champ RF.

Nous allons étudier a présent les conséquences
importantes de ce théoréme, concernant les anticroi-
sements de niveaux de I’atome habillé.

3.3 ANTICROISEMENTS ET CROISEMENTS DE NIVEAUX
EN RELATION AVEC LE THEOREME DE MAJORANA. —
Un anticroisement de niveaux dans le diagramme
d’énergie de l’atome habillé se manifeste toujours
par un extrémum, lorsque 1’on varie w,, de 1’énergie
des niveaux qui s’anticroisent. D’aprés la formule (3. 3),
cet extrémum doit toujours correspondre a4 un maxi-
mum (ou 2 un minimum) de la fonction @q(w,).
Or, cette fonction est indépendante de la taille du spin.
Il s’ensuit que les anticroisements apparaissent dans
le méme champ magnétique statique, quel que soit
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la taille J du spin, et qu’il ne peut donc y avoir d’anti-
croisement pour un spin J donné que s’il existe déja
un anticroisement pour la méme valeur de w, sur
le diagramme correspondant du spin 4. Comme consé-
quence trés importante de cette propriété, les différents
effets résonnants liés aux anticroisements (résonance
magnétique & un ou plusieurs quanta) ne peuvent se
manifester pour un spin quelconque que dans les
champs magnétiques ou ils ont lieu pour un spin %
de méme rapport gyromagnétique. On retrouve ainsi
un résultat bien connu qui apparait également comme
une conséquence des formules de Majorana classiques.

Un corollaire important de ce résultat est le suivant :
lorsque pour un spin J > 1 quelconque, deux ou
plusieurs niveaux de JC, se croisent pour une valeur
du champ magnétique ou il n’existe pas d’anticroise-
ment sur un spin 4, ces niveaux doivent continuer a se
croiser en présence du couplage V entre 'atome et la
radiofréquence. Si ce croisement est imposé par une
régle de sélection, il sera de premicre espéce. Si par
contre aucune régle de sélection basée sur des consi-
dérations de symétrie n’empéche deux des niveaux
d’étre reliés entre eux par V, alors le couplage corres-
pondant doit nécessairement s’annuler sous leffet
d’une interférence destructive entre plusieurs processus,
et le croisement de niveaux obtenu doit étre de
deuxiéme espéce. On I’appellera croisement de Majo-
rana puisque son existence découle directement de
P’application du théoréme de Majorana a la construction
du diagramme d’énergie de I’atome habillé.

Nous avons déja donné au paragraphe 3.1 deux
exemples de tels croisements de Majorana. Ils peuvent
se produire lorsque deux niveaux sans symétrie définie
se croisent pour une valeur non entiére du champ
magnétique, et correspondent alors & des croisements
nouveaux n’existant pas pour un spin % (cas 3.1.1).
Ils peuvent également correspondre a un croisement
entre niveaux de méme symétrie pour une valeur du
champ ol il n’existe sur le spin 4 qu’un croisement de
premiére espéce (cas 3.1.2). Dans ce dernier cas,
l’augmentation de la taille du spin conduit a une
augmentation du nombre de niveaux qui se croisent
dans le champ considéré, avec apparition de plusieurs
niveaux ayant la méme symétrie ; ces niveaux ne peu-
vent pourtant se repousser, puisque sur le spin } il
existe un croisement de niveaux pour cette valeur du
champ ; on a donc nécessairement apparition d’un
croisement de Majorana de deuxiéme espéce. (C’est le
cas de tous les croisements w, = 2 pw dans le dia-
gramme d’énergie d’un spin J > % en présence d’un
champ de RF en polarisation ¢.) Enfin mention parti-
culiére doit étre faite du croisement de niveaux en
champ nul pour un champ RF en polarisation linéaire
cohérente (ni o, ni m). Ce croisement est, pour un
spin 1 (Fig. 1d), imposé par le théoréme de Kramers
comme conséquence de la symétrie par renversement
du temps du systéme en champ nul (voir § 2.2). Pour
un spin J > 3}, cette symétrie n’impose plus une dégé-
nérescence des (2 J + 1) sous niveaux de chaque multi-
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plicité de I’atome habillé. Il résulte cependant de la
relation (3.2) que 'on a @, = 0 pour wy, = 0; en
conséquence, d’aprés (3.3), les (2J + 1) niveaux de
chaque multiplicité se croisent effectivement en champ
nul quel que soit J. C’est donc bien le théoréme de
Majorana qui impose l’existence de ce croisement
pour J > 1 dés lors qu’il existe pour J = 1. En ce sens,
nous dirons 13 encore qu’il s’agit d’un croisement de
Majorana.

3.4 ORDRE DES CROISEMENTS DE MAJORANA. —
Nous montrons en Appendice III que deux niveaux
quelconques | Jmn > et |Jm'n’ > (m# m') de
Patome habillé sont d’ordre relatif |[m — m' | — 1, &
moins que ces deux niveaux ne soient de symétrie diffé-
rente, auquel cas leur ordre relatif devient infini.

On en déduit que le croisement de deux niveaux
| Jmn> et |Jm' n' > est dordre |m —m'| — 1,
sauf si une régle de sélection impose au croisement de
devenir de premiére espéce.

Si plus de deux niveaux se croisent dans un champ
donné, on appellera ordre du croisement I’ordre
minimum relatif a tous les couples de niveaux que ’on
peut envisager. Par exemple, dans le champ wy, = 2 @
et pour une polarisation ¢ de la radiofréquence, se
croisent, dans le cas J = 1, les trois niveaux | 1, 0, n >,
|1,1,n> et |1, — 1, n >. Les deuxiéme et troisiéme
niveaux sont de méme symétrie, différente de celle du
premier (cette symétrie est déterminée par la partie
de J — m + n, cf. § 3.1). L’ordre relatif des niveaux
|1,1,n> et |1, — 1,n > qui ne peut donc étre
infini est égal a |m — m'| — 1 = 1. Par contre,
Pordre relatif de I'un de ces deux niveaux avec
| 1,0, n > est infini. L’ordre du croisement est donc
égal a 1.

Nous avons récapitulé sur les deux tableaux ci-
dessous tous les croisements de niveaux d’un spin
J =14 et d’'un spin J = 1 dans les différents cas de
polarisation possibles de la radiofréquence, en indi-
quant pour chaque croisement son espéce et son ordre.
Sur une entrée du tableau, nous avons porté les pola-
risations, sur l’autre la position des différents croise-
ments de J,. Lorsque le croisement devient un anti-
croisement sous l’effet du couplage, nous mettons la
lettre A dans la case correspondante, si nous avons en
présence du couplage un croisement de premiére
espéce, nous mettrons la lettre C,. S’il s’agit d’un
croisement de deuxiéme espéce d’ordre k, nous le
désignons par C,(k).

Sur le diagramme du spin %, on constate que seuls
apparaissent des croisements de premiére espéce et
de deuxiéme espece d’ordre zéro. Sur les diagrammes
du spin 1, on observe également des croisements
de deuxiéme espéce d’ordre 1. Avec des spins de
taille supérieure, on verrait apparaitre dans les dia-
grammes des croisements de deuxiéme espéce
d’ordre |m — m' | — 1 pouvant prendre une valeur
quelconque supérieure a 1.
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Position du croisement Polarisation
ou de I’anticroisement T o4
wy =0 C, C,
Wy = W C, A
wo=Q2p+1Dow C, C,
(»#0)
wo=Q2pow (o C,
(p#0)
7 o
wy =0 C; C,
Wy = W C; A
wo=02p+ Do & G
(r#0
wo = 2 pw G &}
(r#0)
w0=(2p+1)29 C, C,

En conclusion, nous avons mis en évidence 1’exis-
tence de croisements de niveaux de deuxiéme espéce
de tous ordres dans les diagrammes d’énergie de
Patome habillé, auxquels il est possible d’associer
des résonances magnétiques d’un genre nouveau, dont
les propriétés sont intermédiaires entre celles des
résonances a plusieurs quanta et celles des résonances
de cohérence ordinaires. Nous donnons au para-
graphe suivant une étude expérimentale de ces réso-
nances nouvelles. Nous les avons interprétées ici a
laide d’une analyse globale du diagramme d’énergie
de P’atome habillé. Il peut étre intéressant de les
comprendre également en termes de processus élémen-
taires d’absorption et d’émission de photons en adop-
tant le point de vue des diagrammes de Feynman
développé dans la référence [3] pour interpréter les
résonances de cohérence ordinaires associées aux croi-
sements de premiére espéce. Cette interprétation dia-
grammatique, qui s’avére beaucoup plus délicate dans
le cas des résonances associées aux croisements de
deuxiéme espéce, est esquissée en Appendice IV.

4. Etude expérimentale d’une résonance a un croise-
ment de Majorana. — Les résonances correspondant
aux différents croisements de deuxiéme espéce d’un
atome habillé ne sont pas toutes observables. Nous
allons indiquer maintenant celles qui sont susceptibles
d’étre détectées optiquement, et décrire une expé-
rience mettant en évidence I’'une d’entre elles.
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SpinJ =%
Polarisation
Polarisation cohérente
cohérente elliptique
o linéaire ou circulaire
Cs C,0) A
A A A
A A A
C, A A
Spin J =1
Polarisation
Polarisation cohérente
cohérente elliptique
o linéaire ou circulaire
C,(1) C,(0) A
A A A
A A A
C,(1) A A
¢, C,(1) C,(D)

4.1 CONDITION D’OBSERVATION D’UNE RESONANCE
EN POMPAGE LONGITUDINAL, A UN CROISEMENT DE
DEUXIEME ESPECE. — Dans la référence [1], nous avons
montré que la résonance associée a un croisement de
deuxiéme espéce pouvait étre observée en utilisant
une excitation longitudinale des états non perturbés.
Une telle excitation peut en effet introduire une cohé-
rence entre les états perturbés : la variation résonnante
de cette cohérence au point de croisement est respon-
sable de I’apparition de la résonance. Pour I’observer,
il faut donc exciter convenablement les populations
du systéme, afin qu’apparaisse une cohérence entre les
niveaux perturbés qui se croisent.

Dans le cas de ’atome habillé, ce sont des obser-
vables atomiques qui sont préparées et détectées (par
pompage optique et détection de la lumiére absorbée
ou diffusée). Les processus de préparation et de
détection sont courts comparés au temps d’évolution
dii au couplage avec le champ de radiofréquence.
Immédiatement aprés I’excitation, la matrice densité
du systéme total est le produit tensoriel d’une matrice
densité atomique o* et de la matrice densité du
champ de radiofréquence pgr [2]. L’excitation étant
longitudinale, o‘*® est diagonale dans la base des
états propres de J,. On distingue différents types de
préparation, suivant qu’on introduit :

— de P’orientation, si

¢ = g + bJ,

a et b étant des constantes,
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— de I’alignement, si
0 = ¢ + dJ}

— des observables d’ordre tensoriel p, si o®*
s’écrit en fonction de J, comme un polynéme de
degré p.

Pour simplifier les calculs, nous supposerons le
champ de RF incohérent et caractérisé par une matrice
densité pgr diagonale dans la base | n >, la distribution
des populations étant une distribution de Poisson assez
large pour qu’on puisse prendre pgr = 1 [2].

Pour pouvoir observer la résonance associée a un
croisement de Majorana entre les niveaux | Jmn >

et | Jm' n' >, il faut que I’on ait :

<Jmn|c® @1ge | IJm'n’ > #£0. (4.1)

Pour discuter la valeur de cet élément de matrice,
nous allons utiliser la relation suivante, démontrée
en Appendice II

<Jmyng|J,|IJmyny, > =

v > (Eomz — Ex) . (4.2)

={Jmy ng P
0

Elle montre que J, n’a d’élément de matrice qu’entre
des niveaux d’ordre relatif zéro. De fagon plus géné-
rale, considérons I’élément de matrice

<Jmn|JE|Jm'n >. 4.3)

On introduit (p — 1) fois la relation de fermeture
relative aux vecteurs propres de JC et on utilise autant
de fois la relation (4.2). L’expression (4.3) s’écrit
alors sous la forme d’une somme de produits de

% Jm; nj> qui forment
0

une chaine entre | Jmn > et | Jm'n' > via (p — 1)
états intermédiaires. L’élément de matrice de J? entre
| Jmn > et | Jm' 0’ > ne peut donc étre différent de
zéro que si (p — 1) est supérieur ou égal & I’ordre
relatif des deux niveaux (cet ordre représente en effet
le nombre minimum d’états intermédiaires permettant
de former une chaine non nulle entre ces niveaux).
Or nous avons vu au paragraphe 3.4 que l’ordre
relatif de deux niveaux | Jmn > et | Jm' n’ > qui ne
sont pas de symétrie différente est égala [m — m' | — 1.
On aboutit donc a la conclusion suivante : pour
observer une résonance en pompage optique longi-
tudinale au croisement de ces deux niveaux, il faut
que le pompage optique et la détection portent sur
des observables tensorielles d’ordre au moins
lm—m'| ().

facteurs du type <Jmi n;

(1) Les problémes des conditions d’observation des réso-
nances pour un spin quelconque habillé par un champ RF se
traite de fagon plus compléte dans le formalisme des opérateurs
tensoriels irréductibles (voir [2]).
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Expérimentalement, nous avons choisi d’étudier
la résonance que I’on peut observer dans le champ
@y = 3 /2 sur un atome de spin supérieur ou égal
a 1, habillé par un champ de radiofréquence de pola-
risation linéaire quelconque.

4.2 PRINCIPE DE L’EXPERIENCE. — Les expériences
ont été réalisées sur des atomes de 2°'Hg dans I’état
fondamental qui a un spin J = $. La figure 7 représente
deux fuseaux du diagramme d’énergie de ce spin
habillé par un champ RF linéaire lorsque I’angle «
entre la direction Oz du champ RF et Oz du champ
magnétique statique est différent de O et n/2 (polari-
sation ni n, ni o). Les niveaux [$,n—1> et
| — 1, n> se croisent dans le champ w, = 3 w/2
(de méme que |+, n — 1> et | — },n>), formant
un croisement de Majorana d’ordre 1 car |m — m' | = 2.
Pour le détecter en pompage longitudinal, il faut par
suite exciter et observer de ’alignement. Remarquons
enfin que le croisement devient de premiére espéce
siw = 0 ou n/2 (champ de RF de polarisation = ou o),
car les niveaux qui se croisent sont alors de symétrie
différente.

Energie

ne |-V2,0>

1-372,0>
13/2,a-1>

(-1 72s-1>

T

o ) 20

FiG. 7. — Diagramme d’énergie d’un spin 3/2 habillé par des

photons RF de polarisation linéaire cohérente (ni z, ni o).

Les croisements de niveaux de deuxiéme espece wo = 3 w/2
sont indiqués par des cercles.

Pour obtenir un alignement longitudinal, on utilise
les techniques classiques du pompage optique [13] :
la cellule de résonance contenant les atomes de 2°*Hg
est irradiée par le rayonnement a 2 537 A issu d’une
lampe 4 '°®Hg, et polarisée dans la direction Oz du
champ statique (Fig. 8).

On peut montrer [2], [14] que la résonance ne se
traduit pas seulement par une variation de I’intensité
de la lumiére de fluorescence : a cause du caractére
cohérent du champ de RF, cette lumiére est modulée
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Hycos wt

—

a /' H,

N A Y

V \L) cellule *'Hg
lampe *°Hg polariseur
X
GD analyseur

PM
detection

Fic. 8. — Montage expérimental utilisé pour observer les réso-

nances correspondant aux croisements de niveaux de deuxiéme

espece de la figure 7. On notera que le pompage optique est
« longitudinal » (es [/ & Hy).

a la fréquence w et ses harmoniques et la résonance
se manifeste également sur 'amplitude de ces modu-
lations.

La modulation 3 w subit en particulier une variation
importante et elle a été utilisée pour détecter commo-
dément la résonance. L’expression théorique du signal
a I’ordre 3 en w;/w est calculée en détail dans la réfé-
rence [14]. On trouve :

—3iot

e
I'+i2w, — 3 w)

sin? « cos o

4.4

L3w) =K (%l) ’

K est une constante, 1/I" est le temps de relaxation de
I’alignement (environ 1s dans I’expérience décrite).
Remarquons que grice au facteur sin? o cos a, ’am-
plitude de la résonance s’annule lorsque le croisement
devient de premiére espéce (x = 0 ou w/2).

4.3 RESULTATS EXPERIMENTAUX. — La figure 9
représente le spectre de résonances que 1’on observe
quand on balaie le champ statique H, de la valeur 0 a la

FiG. 9. — Spectre de résonances observé lorsqu’on balaie Hy

dans les conditions expérimentales de la figure 8. Outre la réso-

nance wo = 3 w/2 cherchée, on observe la résonance d’anti-

croisement wo =  largement saturée et la résonance de croi-

sement w9 = /2. Toutes ces résonances sont déplacées par

rapport a leur position théorique en raison de I’intensité élevée
de la radiofréquence (w/2 # = 120 Hz ; w1/ = 1,25).
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valeur 2 w. On observe la résonance d’anticroisement
wo, = w largement saturée et sur les bords deux réso-
nances trés fines qui correspondent aux croisements
de deuxiéme espéce & w, = w/2 et wy, = 3 w/2 (en
fait, ces résonances sont déplacées vis-a-vis de leur
position extrapolée a couplage nul). Cette courbe
correspond a une fréquence du champ oscillant de
120 cycles par seconde et un rapport w,/w égal a 1,25.

Pour les expériences dont les résultats sont présentés
ci-dessous, nous avons conservé la méme fréquence
pour le champ oscillant, mais nous avons pris w,/w
égal a 0,7 de telle maniére que notre expression théo-
rique valable seulement au troisiéme ordre en w,/w
puisse étre utilisée.

Sur la figure 10, on a porté 'intensité de la réso-
nance en fonction de ’angle «. On vérifie que la réso-
nance disparait lorsque le croisement devient de

14

+

e

+

1 1

a
) 75 80 -45 -30 5
Ay o - L H‘.H°I“ ,ﬂ_‘ Rt o ol m, ﬁo“,;
- 1 - -
a3 & & A i af

FiG. 10. — Variations de l'intensité de la résonance de croise-
ment de deuxieéme espéce wo = 3 /2 en fonction de I’angle o
entre Hyp et H;. Le pompage est toujours longitudinal
(ea // 2 Ho). La courbe est théorique et les points expérimentaux.

premiére espéce (« = 0 et o = 7/2), et que les points
expérimentaux sont conformes aux prévisions théo-
riques de la formule (4.4) représentées par la courbe
en trait plein. Nous avons vérifié que I’existence de la
résonance ne pouvait étre attribuée a un défaut de
parallélisme entre les polarisations lumineuses et le
champ statique : en effet si I’angle § entre H, et le
vecteur polarisation n’était pas tout a fait nul, le
pompage optique introduirait directement une cohé-
rence atomique et la résonance observée ne serait pas
caractéristique d’un croisement de deuxiéme espéce.
La figure 11 montre par exemple les variations de
Pintensité I de la résonance lorsqu’on fait varier f
autour de 0. (« est fixé & — 45°.) On n’observe aucune
variation relative importante de Iintensité de la
résonance. On peut donc traverser la valeur § = 0,
c’est-a-dire passer d’'un pompage optique transversal
a un pompage longitudinal, sans annulation de I’inten-
sité de la résonance. Ceci confirme d’ailleurs que pour
un croisement de deuxiéme espéce il n’y a pas physi-
quement de différence de nature entre les résonances
en pompage longitudinal et transversal. Par contre,
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FiG. 11. — Variations de I'intensité de la résonance en fonction

du caractére longitudinal ou transversal du pompage. Pour

a = 45°, le croisement wo = 3 w/2 est de deuxiéme espéce et la

résonance apparait aussi bien en pompage longitudinal (8 = 0)
qu’en pompage transversal (8 # 0).

la figure 12 montre que, lorsque & = 0 ou 7/2, c’est-a-
dire lorsque le croisement est de premiére espéce, la
résonance disparait en pompage longitudinal, mettant
ainsi bien en évidence la différence essentielle entre
croisement de premiére et deuxiéme espéce.

Enfin, bien qu’une étude systématique n’ait pu étre
faite en raison du rapport signal/bruit insuffisant, il
apparait clairement que cette résonance ne subit pas
un élargissement de radiofréquence. Lorsqu’on fait
varier w,/w jusqu’a 1, la largeur est toujours du méme

H, 41 a-0°
B
eA 1 n <3 1 B;
/+’-T T\"'\ -
+/"' +\\
feL.
Al
+ a=90°

P.L.1 N

FiG. 12. — Variations de l'intensité de la résonance en fonction
du caractére longitudinal ou transversal du pompage. Pour
o = 0 ou a = 90°, le croisement wo = 3 w/2 est de premicre
espéce et la résonance disparait en pompage longitudinal (8 = 0).
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ordre de grandeur que celle de la résonance Hanle,
déterminée par le temps de relaxation 1/I. On voit
d’ailleurs sur la figure 9 que, méme pour w;/w ~ 1,25,
la largeur de la résonance reste de ’ordre de quelques
hertz.

En conclusion, I’expérience confirme I’existence
d’une résonance au voisinage du point de croisement
de deuxiéme espéce w, = 3 w/2. Conformément aux
prévisions théoriques, cette résonance peut étre
observée en pompage longitudinal. Sa largeur est
déterminée par le temps de relaxation atomique.

Une autre résonance de Majorana a été étudiée en
détail : il s’agit de la résonance w, = 0 pour une pola-
risation ¢ du champ de radiofréquence. La théorie
et les expériences correspondantes sont présentées
dans une autre publication [15].

Appendice I : Opérateurs de symétrie de Patome
habillé. — Il s’agit de donner I’expression des opéra-
teurs qui décrivent la symétrie par rapport au plan
xOy (S) et le renversement du temps (7) pour un
spin J habillé par un champ de radiofréquence de
polarisation linéaire, paralléle 4 Ox.

1) OPERATEURS DE SYMETRIE ATOMIQUE. — lls sont
bien connus [16]. Pour un spin J, ’opérateur S s’écrit

:2J \—inJz

S=i"e (A.1.D)

(A.1.2)

d’autre part,
T — e—mJy KO

ou K, est I'opérateur conjugaison complexe dans la
base standard associée a J2, J,.

Les observables atomiques se transforment de la
fagon suivante :

SJ,S*=J,; SI.S*=—J,; SJ,S*=—J, (A.13)
TIT+=-1J. (A.1.4)

2) OPERATEURS DE TRANSFORMATION DU CHAMP RF
QUANTIFIE. — Le probléme est un peu moins simple,
dans la mesure ou ’on doit considérer 1’ensemble des
modes du champ électromagnétique et non pas uni-
quement celui qui est rempli. On peut cependant
dans certains cas choisir les modes propres servant a
quantifier le champ, de fagon que leur structure géo-
métrique soit invariante dans les opérations de symé-
trie (?). On peut alors ignorer P’existence des modes
vides, puisque les opérateurs du mode plein considéré
sont transformés en des opérateurs du méme mode.
Pour décrire le champ RF de polarisation paralléle
4 Ox, nous prendrons un mode stationnaire, de
potentiel vecteur :

A = Agg,(a + a*)sinky. (A.1.5)

(2) Remarquons qu’un tel choix exclut une polarisation
circulaire, car elle n’est pas invariante par renversement du
temps.
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Les opérateurs champ magnétique H, et champ élec-
trigue E s’écrivent alors :

H, = Ay ¢(a + a*) k cos ky
E

(A.1.6)
(A.L.7)

It

Ag g, i(a — a¥) w sin ky

g,, €, €, sont les vecteurs unitaires des 3 axes.
Pour ce choix particulier du mode décrivant le
champ RF, S et T se déterminent simplement :

a) S doit changer H; en — H; et E en — E. Ces
conditions sont réalisées si SaS* = — a et on vérifie
que

S = ghina’e (A.1.8)

est une solution [il suffit de remarquer que, pour une
fonction analytique f, on a la relation

af(@a*a)=f(@ a+ 1)d].

b) T doit changer H, en — H, et garder E inva-
riant : Par ailleurs, T est antiunitaire et anticommute
avec i. Il suffit donc que T vérifie T a T = — a
pour que 7 soit ’opérateur antiunitaire cherché. On en
déduit que T peut s’écrire sous la forme :

T =e*™" K, (A.1.9)

ou K, est I'opérateur conjugaison complexe dans la
base { | n > }. K, commute évidemment avec a et a*,
puisque leurs éléments de matrice sont réels dans la
base considérée.

Finalement, les opérateurs qui décrivent les opé-
rations S et T pour I’atome habillé ont les expressions
suivantes :

S — i2Je—i1t(J,—a+a)

(A.1.10)

T =e "=’ g (A.1.11)

K, étant la conjugaison complexe dans la base
{3*%, J,,a*a}.

Appendice II : Etude de I’ordre relatif de deux niveaux
quelconques d’un spin J = 1 habillé. — Nous avons
déterminé au paragraphe 2.1 I'ordre relatif de deux
niveaux quelconques d’un spin J = 4 habillé dans le
cas ou le champ RF a une polarisation = ou o,.. Nous
nous proposons dans cet Appendice d’étudier 1’ordre
des niveaux dans le cas plus compliqué ou le champ
RF a une polarisation cohérente quelconque (superpo-
sition des polarisations o, o_ et n).

Pour déterminer I'ordre de deux niveaux, on est
amené a calculer des expressions de la forme

_| db
(a| &y,
\ | dwg
Nous allons montrer que ces expressions sont en fait
proportionnelles a I’élément de matrice de J, entre
|a > et |b>. En effet, on déduit immédiatement de

I’expression (1.1) du hamiltonien de I’atome habillé
la relation :

die

do. = (A.I1.1)
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qui permet d’écrire, en dérivant la quantité identique-
ment nulle < a|J¥X|b>:

d _ —
d—Cl)o<aIJ€|b>—
_ _ da | - _| db
=<a|JZ|b>+E;,<d—;) b>+E;<a az;>
=0. (A.11.2)

Enfin, si 'on tient compte de la relation :
db da
dws) +{day

On déduit de (A.II.2), ’égalité importante :

B>=0.

(A 11.3)

dw

d — = _
*——0<a|b>=<a

_ _ _| ab
<a[Jz|b>=(Ea—Eb)<a a‘ag> (A.11.4)

qui démontre le résultat annoncé. Ainsi, pour que deux
niveaux |a > et |b> de I’atome habillé soient
d’ordre relatif zéro, il suffit que la quantité < a|J,|b >
ne soit pas identiquement nulle.

Pour étudier I’ordre de deux niveaux quelconques
|mn>et|m'n > (m,m = + 1), nous allons donc
calculer les éléments de matrice < mn|J,|m' n’" >.
Nous effectuerons ce calcul au voisinage du champ
statique nul et nous le limiterons au cas ou la pola-
risation du champ habillant est linéaire, car nous
connaissons alors, en champ H, nul, I’expression
analytique exacte des fonctions d’onde de I’atome
habillé, ce qui facilite considérablement le calcul de
I’ordre relatif des niveaux. Nous verrons d’ailleurs qu’il
est possible de généraliser aisément les résultats
obtenus au cas ou la polarisation de la RF est elliptique.

L’expression des états |mn > pour un champ
polarisé linéairement en champ H, faible, se déduit
aisément des résultats de la référence [2]. Nous sup-

7
/
T

FiG. 13.
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poserons que Hy et H, font un angle 6 et nous ali-
gnerons comme nous ’avons fait dans tout cet article
H, le long de Oz (voir Fig. 13). Nous désignerons par
| + >, les états de spin + 1 et — % le long de Oz,
par | + >, les états de spin + % et — 1 dans la direc-
tion de H,, | &+ >, se déduisant de | + >, par une
rotation d’angle 0 :

|+ >,

cosgl + >Z—sing| - >,
(A.1L.5)

| = >,

. 0 0
smil + >z+cos§|— >, .

Nous appellerons enfin, comme dans [2] |n, > les
états propres déplacés du champ RF définis par :

Iny > =exp(-|_— L(a—a+)ln> (A.11.6)
2w
dont les produits scalaires vérifient les relations :

— -, w
< n, In— > = Jn—n’("'a—;')

No 7

En champ H, nul, les états propres de ’atome habillé
sont simplement les produits tensoriels définis par la
relation

|+n>,=1%>,[7:>. (AILS)
En présence d’un petit champ H,, on déduit les niveaux
d’énergie de ’atome habillé des niveaux calculés en
champ nul en diagonalisant la perturbation w, J,
dans chaque multiplicité | + >, | ny >. Cette diago-
nalisation revient a effectuer une rotation fictive sur
les états propres définis en champ nul, d’un angle ¥
donné par

tg =J0(%l)tg0. (A.11.9)
L’action d’un petit champ statique dans chaque mul-
tiplicité de ’atome habillé est en effet équivalente a
celle que produirait sur un spin % libre un champ
statique fictif Hy se déduisant de H, par une affinité
d’axe H, et de rapport Jy(w,/w) (voir Fig. 13). On
obtient ainsi les états propres de l’atome habillé, a

o (A.IL.7)  Pordre zéro en w,, comme combinaison linéaire des
<ng|ny > =06u. états | + n >, :
|+n>=cos%|+n>e+sin%|—n>o
(A.I1.10)
[ —n> = —sin%|ﬂ>o+cos%|—n>o.
Soit encore, compte tenu de (A.IL.5) et (A.IL.8) :
| +n> = cos'/—lcosgl + >, ln. >+ sin!singl + >, ln.>—
2 2 2 2
_ v . 6 - .Y 0, _
005551n2|—>z|n+>+s1n2cos—2—| >, ln_ >
— o _ Yy 6 — v . 0 _
| —n>= s1n200s2|+>z|n+>+coszsm2|+>z|n_>+
+ sin%singl - >, ln, >+ cos%cos%l - >,|ln_>. (A.11.11)

Les relations (A .11.7) et (A .II.11) permettent alors de déterminer aisément les éléments de matrice de J, cherchés.

On obtient notamment :

— 0
<Hnld, | +a> =S8yt

2 " 2

cos 0 sin Y

sin Y sin 6 (o)
Jn—n’ —6(7 5n—n', pair

sin 6 cos ¥

< +4+n|J,|—n>= 3 Oy + 2

(A.I1.12)

o sin 6 o
Jn—n’ (_QTI) 6n—n', pair + T Jn—n' ("QTI) 5n—n’, impair -

(A.11.13)
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Dans ces expressions, les symboles 6,_, pair (On—p,
impair) SONt des nombres égaux & 1 si n — n’ est pair
(impair), ¢t a zéro si n — n' est impair (pair). On
a utilisé pour établir les égalités A.I1.12 et A.II.13
les relations de parité bien connues satisfaites par les
fonctions de Bessel :

P1) _ 1y Oi)_(— g (-

J"(a)) (- b J_p(w) (-1 J,,( w)
Nous sommes a présent en mesure de déterminer

P’ordre relatif de deux niveaux de I’atome habillé pour

un champ linéaire de polarisation quelconque :
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— 1
<+n|Jz|+nl>=-2‘J

- . 1 <
< +n I Jz] —n > = EJn—n’(E)on—n’,impair'

On déduit alors de (A.IL.15) que si n — n’ est pair
les niveaux | + n > et | + /> sont d’ordre relatif
zéro. Nous avons vu au paragraphe 2.1 que ces
niveaux sont alors de méme symétric. Nous savons
également que si n — n’ est impair ces deux niveaux
sont de symétries différentes et leur ordre relatif est
alors infini. Il résulte d’autre part de (A.Il.16) que
les niveaux | + n > et | — n’ > sont d’ordre relatif
zéro si n — n’ est impair (ces niveaux sont alors,
comme nous ’avons vu au § 2.1 de méme symétrie).
Si n — n’ est pair au contraire, nous savons (cf. § 2.1)
que | + n > et | — #' > sont de symétries différentes
et leur ordre relatif est donc infini. Nous avons ainsi
déterminé I’ordre relatif d’un couple quelconque des

n—n' (E) 5n-—n’, pair (n # n/)
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a) CHamP RF EN POLARISATION 7. — On doit dans
(A.IL.12) et (A.1I.13) faire 0 = = 0 ce qui donne

<mn|J,im'n >=1%16,, 6. (A.IL14)
Cette relation reste d’ailleurs valable quel que soit le
champ statique. On retrouve bien que deux niveaux
distincts ne peuvent jamais étre d’ordre zéro, c’est-a-
dire encore que tous les niveaux sont, dans ce cas,
d’ordre relatif infini (cf. § 2.1).

b) CHaMP RF EN POLARISATION ¢. — On doit dans
(A 11.12) et (A.I1.13) faire 0 = = /2 ce qui donne

@1 (A.11.15)

@1 (A.11.16)

< +nl|J,|+n>

2
=0 si

On peut donc dire que les deux niveaux paralléles
| +n> et | +n > sont d’ordre relatif zéro si
n — n' est pair. Si n — n’ est impair, on peut simple-
ment constater que la quantité < + n|J,| + n' >
est nulle & 'ordre zéro en w,. En fait un calcul de
perturbations des niveaux poussé a I’ordre suivant en
W, permet de montrer que < + n|J,| + n > n’est
pas dans ce cas identiquement nul. On en déduit que
deux niveaux quelconques | + n > et | + n’ > sont
également d’ordre relatif zéro, quelle que soit la
parité den — n'.

En conclusion, dans le cas d’une polarisation linéaire
cohérente quelconque de la RF, deux niveaux arbitrai-
rement choisis de I’atome habillé sont d’ordre relatif
zéro.

Cette propriété ne dépend d’ailleurs pas du caractére

sin 6 sin Y

niveaux pour un champ RF en polarisation o. Cet
ordre est soit nul, soit infini suivant que les niveaux
concernés ont ou non méme symétrie.

¢) POLARISATION LINEAIRE COHERENTE QUELCONQUE
DE LA RF. — 0 et y sont alors différents de zéro et n/2.
On constate alors sans peine (A.IL.13) que

<4nld,|—n>

est différent de zéro quelle que soit la parité den — n' :
deux niveaux | + n > et | — »’ > sont donc toujours
d’ordre relatif zéro.

Par ailleurs on déduit de (A.II.12) les égalités :

o . .
J o (El) si n — n’est pair

n — n' est impair . (A.11.17)

linéaire du champ RF. Si le champ est de polarisation
elliptique cohérente, on ne dispose généralement pas
des fonctions d’onde exactes de 1’atome habillé en
champ nul, mais on peut toujours déterminer des
fonctions d’onde approchées par un calcul de pertur-
bation consistant & considérer le champ elliptique
comme résultant de la composition de deux champs
linéaires déphasés I’un par rapport a I’autre et polarisés
dans des directions différentes, I'un de ces champs
étant traité comme une perturbation vis-a-vis de
Pautre. On montre aisément par un calcul de ce type
que deux niveaux quelconques de l’atome habillé,
sont comme pour un champ linéaire cohérent, d’ordre
relatif zéro. Finalement tous les résultats relatifs a
I’ordre des niveaux pour un spin 4 habillé sont résumés
dans le tableau suivant.
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Polarisation Ordre relatif des niveaux
i 00 quel que soit le couple de niveaux
o, o) si les deux niveaux sont de (m + n) différent
0 pour |+n>et|—,n+1>
.. | +n>cet|+n > avec n — n' impair
o (linéaire ou elliptique) © pour{ ___ .
|+nrn>cet]|—n > avec n — n' pair
{|+n>et|+n’> avec n — n’ pair
0 poury ) .
|+n>cet|—n > avec n — n’ impair
n — o cohérente 0 quel que soit le couple de niveaux

(linéaire, elliptique ou circulaire)

Appendice III : ordre des croisements de Majorana.
— Nous nous proposons de déterminer dans cet
Appendice I’ordre relatif de deux niveaux de I’atome
habillé | Jmn > et |ﬁ;17’ > qui se croisent, dans le
cas d’un spin J > 1. Dans ce but, nous nous servirons
de la définition (3. 1) des niveaux | Jmn > :

|Jmn > =U,|Jmn > .

L’état non perturbé | Jmn > peut lui-méme étre décrit

comme une superposition symétrique de 2 J spins %

en présence de n photons de radiofréquence ; (J + m)

spins sont dans I’état + % et (J/ — m) dans ’état — 3.

Nous écrirons donc :

'Jmn > = Oym S.lm I (+)J+m, (_)J—m > ® In > .
(A.II1.1)

Dans cette expression, |(+),+,,,,(—),_,,,> est le

Compte tenu de (3.1), nous pouvons écrire :

(T

vecteur pour lequel les J + m premiers spins sont
dans I’état + %, les J — m derniers dans I’état — 1,
S, est ’opérateur de symétrisation.

o1
Sy = W;P (A.II1.2)

ou Y P est la somme des (2 J) ! permutations possibles

p
de 2 J particules. Enfin «;,, est une constante de nor-
malisation :
_— [ 2!
Im =T+ mJ —m!

Ces notations étant définies, étudions pour commencer
le produit scalaire

]1/2. (A.111.3)

im>

<Jmn dwg

U*‘%

A do,

Jm' n’> . (A.1I1.4)

L’opération unitaire U, peut étre décomposée comme un produit commutatif [2] d’opérateurs agissant sur
chacun des 2 J spins et décrivant le branchement successif sur chacun de ces spins de la radiofréquence et du

champ statique :

Uy = Uy(1) Upy2) ...

(A.1I1.5)

UL(Q) ... Uy J) .

Tenant compte du caractére commutatif des opérateurs unitaires U,(i), on déduit sans peine de (A.II1.5) la

relation :
U} SUA Z UG dUA(l) (A.111.6)
qui permet de mettre (A .III.4) sous la forme
<Jmn —Jm n > <J IZU;()dUA(’) n') (A.1I1.7)
soit encore, compte tenu de (A.III.1) :
<Jmn —Jm n > =
= o g (1| ® ((F)ysms (Do ) UA()dUA(l) Sim | (Fsems (Dsow ) @ | 1) (A.1IL.3)
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S, commutant avec l’opérateur symétrique Z N @)

Sy Sim = Syms simplifier (A .IIL.8) sous la forme :
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dUA()

, on peut, en tenant compte de la relation

h— ra— dU G ,
<Jmn —‘]m n > = aJm “Jm'< ®<(+)J+m’( )J m ZUA() A() Jm (+)J+m',(_)J—m'>® n >,
)
(A.1I1.9)
Enfin, en constatant que I’action de I’opérateur symétrique
dU i
Z UA( ) A( )
sur le vecteur symétrique Sy, | (+);+m» (=)y—m > ® | n’ > est équivalent a 2 J fois celle de I"opérateur
dU,(1
TROELLY
on obtient :
| d T dU (1) ,
(Imn | G dm' 1) = 2065 g (1] @ { (+)rims (s | U =g 2 S | (H)ms (S ) @ | 1)

A()

et laisse tous les autres mchanges Il en résulte que dans
le développement du vecteur S, | (+)yms> (=)s—m >,
seuls les états pour lesquels les spins 2, 3, ... 2 J sont
rangés dans le méme ordre que dans le vecteur
| (+)s4m (=)s-m > donnent une contribution non
4 Jm ’n'> ; il
dw,

n’y a en effet que le premier spin qui peut se trouver
dans deux états différents dans le bra et dans le ket
car lui seul peut étre affecté par ’opérateur

Ui dg;,f)“

L’opérateur Uy (1) —2-2 n’agit que sur le spin 1

nulle 3 I’élément de matrice <Jmn

(A.1I1.10)

<Jmn

d
dog”

20[J +m — 1]1[J — m]!

; 2J
m——1,n> 2J'on,,,oc,,,,[J+m—1]'[.I—m]’/+n

—i—Jmn

On en déduit que <Jmn P
(O

> ne peut étre

différent de zéro que si |m — m' | < 1

Ce résultat important va nous permettre de déter-
miner 'ordre relatif des niveaux pour une valeur
quelconque de Am = m — m’. Nous exclurons toute-
fois le cas m — m’ = 0 (correspondant a deux niveaux
paralléles du diagramme ne se croisant jamais) qui ne
présente pas d’intérét pour I’étude de I’ordre des
croisements de niveaux.

Lorsque m — m’ = + 1, on déduit immédiatement
de (A.IIIL.10) I’équation

Uy (:iUzi - n’>

={[J+m]![J—m]![J+m—1]![J—m+l]!}”2<+n d—wo_n>

(A.TII.11)

(le facteur [J + m — 1] ! [J — m] ! correspond au nombre d’états qui dans la décomposition de

SJm l (+)J+m” (")J—m’ >

ont leurs spins 2, 3,

. 2 J occupant les mémes états que dans | (+)s4ms (=)s—m >). La relation (A.III.11),

montre que dans le cas Am = 1, la quantité <Jmn ’ —Jm > est & un facteur numérique prés, identique a

celle que I’on calculerait pour un spin % (une relation analogue peut étre démontrée pour Am = m — m’ =

- 1.

Envisageons a présent deux niveaux | Jmn > et | Jm’' n’ > de Am > 1. Pour déterminer leur ordre relatif,

nous devons construire la chaine

<Jmn

diwoJm1 n1><Jm1 ny

%:)()sz n2> < Jm, n,

(A.1II.12)

d ——
aaoJmn>



556

d’ordre le plus bas permettant de les relier. Nous
venons de montrer que chaque maillon de cette chaine
4 un Am au plus égal a 1. Il faut donc au moins
| m — m' | — 1 états intermédiaires pour relier
| Jmn > a | Jm'n’ > : les deux niveaux sont d’ordre
relatif au moins égal a |m — m'| — 1. En fait, les
niveaux peuvent étre d’un ordre relatif supérieur, par
exemple infini, si les niveaux sont de symétries
différentes.

Nous allons maintenant essayer de préciser cet
ordre pour chaque polarisation de la radiofréquence.

a) CHAMP RF EN POLARISATION 7. — Les états
propres | Jmn > ne dépendent pas du champ H,,, tous
Jm' n'> sont
nuls et 'ordre relatif d’un couple quelconque de
niveaux est infini.

les produits de la forme <M dawy,

b) CHAMP RF EN POLARISATION ¢ ,. — Nous savons
que si les deux niveaux | Jmn > et | Jm'n’ > sont
tels que leur Am + An est différent de zéro, ces
niveaux sont de symétries différentes. Leur ordre
relatif est alors infini. Par contre si Am + An = 0 les
niveaux ont la méme symétrie. On peut les relier par
|m — m'| — 1 états intermédiaires, puisque chaque
maillon (correspondant a un Am = — let An = + 1)

<M d Jm—1n+1>
0

doy,

est proportionnel a

<+n

et se trouve alors effectivement différent de zéro (voir
Appendice II relatif a 'ordre des niveaux | +n>et
| —, n + 1> pour un spin }).

L’ordre des niveaux est alors précisément égal a
|m—m'| — 1.

- —,n+1>

¢) CHAMP RF EN POLARISATION ¢.— Si les deux
niveaux | Jmn > et | Jm'n’ > ont un Am et un An
de parités opposées, ils sont de symétries différentes
et leur ordre relatif est infini. Si Am et An ont la méme
parité, les deux niveaux sont par contre de méme
symétrie. Il suffit que chaque maillon
B —

o, 1,n'>

de la chaine (A.III.12) change la parité de n pour que

— | d
< +n ‘ d—a)o
effectivement non nul (voir Appendice II relatif a
Pordre des niveaux | + 7> et | — »n' > pour un
spin ).

Il existe donc effectivement une chaine d | m—m' | — 1
états intermédiaires, changeant un méme nombre
(Im — m'|) de fois la parité de m et la parité de n
et permettant de relier les deux niveaux | Jmn > et
| Jm'n’ > ; ces derniers sont alors effectivement
d’ordre relatif | m — m’ | — 1.

<Jmn

ce maillon, proportionnel a — n'> soit
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d) CHAMP RF EN POLARISATION COHERENTE QUEL-

TR

de la chaine (A.II1.12) proportlonnel a

<+n ——n>

est alors différent de zéro quel que soit »n’

(<+n h—n>

est en effet non nul quels que soient # et n’ pour cette
polarisation la plus générale possible de la RF). 1l

S ' |
CONQUE, — Chaque maillon <Jmn ‘ dayg

existe donc bien une chaine a |m — m'| — 1 états
intermédiaires reliant les niveaux | Jmn > et | Jm'n’ >
qui sont alors d’ordre | m — m’ | — 1.

On peut résumer tous les résultats précédents de la
facon suivante : deux niveaux quelconques | Jmn > et
| Jm' n" > de 'atome habillé (m # m’) sont d’ordre
relatif |m — m’| — 1, & moins qu’une raison de
symétrie ne rende cet ordre infini.

Appendice IV :interprétation d’une résonance de croi-
sement de niveaux de deuxiéme espéce en termes de pro-
cessus d’absorption et d’¢é
simplifier au maximum la discussion, nous étudions le
cas d’un niveau atomique excité de moment cinétique
J =1, de largeur naturelle I', interagissant avec un
champ RF de polarisation ¢. L’atome est préparé
dans le sous-niveau Zeeman J =1, m = — 1 par
excitation optique ¢~ 4 partir du niveau fondamental f
de moment cinétique J = O ; on mesure la probabilité
de transfert 9_,,,, vers le sous-niveau J =1,
m = + 1 en détectant la lumiére o, réémise.

D’aprés les résultats du paragraphe 3, les niveaux
de Platome habillé issus des états non perturbés
| —1,n>et| + 1,n > forment en w, = 0 un croi-
sement de deuxiéme espéce d’ordre 1. La résonance
associée a ce croisement, que ’on observe en balayant
w, autour de 0, correspond a un transfert résonnant
de population entre les états non perturbés | — 1, n >

E°+ f
+1
0
-1
rc_ f
a) b)

F1G. 14. — Diagrammes schématisant a 1’ordre le plus bas les
amplitudes de diffusion d’un photon optique (ligne brisée) par
un atome interagissant avec des photons RF (lignes ondulées).
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et | + 1,n>. Nous nous proposons d’interpréter
cette résonance en termes de processus d’absorption
et d’émission de photons RF par I’atome, en utilisant
les notations et le formalisme développés dans la
référence [3].

Le hamiltonien d’interaction couple a ’ordre le plus
bas les états | — 1,n> et | + 1,n> aux états
[0,n + 1> et |0,n— 1>, les éléments de matrice
étant tous égaux 3 une constante réelle v (si 'on
confond \/ net \/ n + 1) (®). Les deux diagrammes de
Feynman qui, & I’ordre le plus bas, sont associés au
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processus de diffusion d’un photon optique
(ko_ - k' 6,) par latome interagissant avec les
photons RF sont représentés sur les figures 14a et
14b (comme dans la référence [3], les photons optiques
sont représentés par des lignes brisées, les photons RF
par des lignes ondulées). Vis-a-vis de la radiofréquence,
les processus représentés en 14a et 14b sont des pro-
cessus Raman qui ne différent que par I'ordre dans
lequel les photons sont absorbés et émis.

Les amplitudes de probabilité associées a 14a et
14b valent respectivement :

B\ v* B 1 ir 1 ir 1 ir
Ek —_ EO - (00 + —2— Ek — EO + o + ‘5 Ek bl EO + wo + 7 (A.IV.la)
, 1
B, v* B_ e 1 T L = (A.1IV.1b)
Ek - EO b wo + 7 Ek e EO — + 7 Ek - EO + wO + “2'_

B_ étant ’'amplitude d’absorption d’un photon optique
o_ d%énergie E,, B, lamplitude d’émission d’un
photon o,. On voit que pour E, voisin de E, et w,
voisin de 0, chacune des amplitudes (A.IV.1a) et
(A.1IV.1b) présente deux dénominateurs résonnants.
Si I’on ne conservait qu’une seule de ces deux ampli-
tudes, on obtiendrait en I’élevant au carré 4 dénomi-
nateurs résonnants et on se trouverait ainsi dans une
situation identique a celle envisagée dans la référence [3]
sous le nom de double résonance (conservation de
I’énergie a I’issue de ’absorption du photon optique
d’une part, a l'issue des transitions RF d’autre part).

2 .

Ek_E0+—

En fait, pour E, = E, et w, = 0, les deux amplitudes
(A.IV.1a) et (A.IV.1d) interférent quasi destructive-
ment et le nombre de dénominateurs résonnants
obtenus lorsqu’on éléve au carré la sommede (A.IV.1a)
et (A.IV.1b) passe de 4 & 2.

Pour le voir de maniére plus précise, développons

1

i

E.—Eyt+t o+ 5

au voisinage de E, = E,. Il vient en ajoutant (A.IV.1a)
et (A.IV.1d) :

ir
2 (A.IV.2)

— Z B, v*B_
(02 *

(Ek_'EO—wO-"

ir ir\ -
7) (Ek—E0+0)0+—2—)

On voit ainsi que pour E, ~ E, et 0w, ~ 0, le numérateur de (A.IV.2) compense 'un des deux dénominateurs
résonnants et qu’il ne reste plus alors dans ’amplitude globale qu’un seul dénominateur résonnant. L’interpré-
tation de la résonance observée en terme de double résonance (optique puis Raman RF) n’est donc pas tout a fait
valable.

On peut par contre réécrire (A.IV.2) pour w, < I' et E, ~ E, sous la forme approchée :

_ B, v’B_ 1 __ B, v’B_ 1
e r ? il

Ek—EO_(Do'i'i—z' Ek—E0+w0+'§’_

(A.1V.3)

(3) Si I’on néglige tous les autres états du systtme global
atome -+ RF et si I’on se limite aux 4 états |+ 1,7 >, |0,n £ 1>,
on se trouve dans une situation qui rappelle beaucoup celle
du modele simple présenté dans le paragraphe 2 de la réfé-
rence [1], tant en ce qui concerne la variation avec wo des
énergies non perturbées que la forme de la matrice représen-
tant le couplage. Cest d’ailleurs ’étude de ce probléme précis
qui nous a suggéré le modéele simple de la référence [1].
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ce qui permet de se représenter ’amplitude globale de
diffusion comme la somme de deux termes associées
aux diagrammes 15a et 15b. Sur ces diagrammes, les
lignes en traits renforcés représentent les états propres
| +1,n> et | — 1,n > de I’atome habillé calculés
a Pordre le plus bas en v qui permettra I’absorption
d’un photon ¢~ et la réémission d’un photon o™ .

Par exemple, dans 15b 1’état | — 1, n > peut étre
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Ko, £ Ko, § |+
> 10>

Ko f Yo f

a) b)

F1G. 15. — Diagrammes schématisant les amplitudes de diffu-
sion associées aux deux termes de A.IV.3. Les lignes en traits

renforcés correspondent aux états | + 1, n > et |— 1, n >
de I'atome habillé.

préparé a ’ordre 0 en v par absorption d’un photono_,
mais il faut par contre considérer sa contamination
en — v?/w?® par Iétat | + 1,n > (voir résultats du
§ 2 de la référence [1] concernant les états propres
perturbés relatifs au modéle simple) pour obtenir la
réémission d’un photon ¢* ; c’est ce qui explique le

2
facteur (B_) (— :Tz BQ) qui figure dans le deuxiéme

terme de (A.IV.3). On peut donc considérer que la

JOURNAL DE PHYSIQUE
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résonance observée sur §_, ., provient d’une inter-
férence entre deux amplitudes contenant chacune un
dénominateur résonnant différent associé a un état
propre différent de I’atome habillé.

REMARQUE. — Comme §_; ,; subit une variation
résonnante, on pourrait croire que la différence de
population entre les états — 1 et + 1 se comporte de
la méme fagon et que le signal précédent est obser-
vable en orientation pure. En fait, on peut montrer
qu’il existe également un transfert résonnant entre
les niveaux | — 1,n> et |0,n £+ 1> qui affecte
également la population du niveau — 1. Il résulte
du bilan global de ces processus que la différence de
population entre les états — 1 et + 1 ne varie pas au
voisinage du champ nul. Par conséquent, 1’orientation
atomique ne peut pas résonner. Dans I’expérience
décrite ici (excitation en o_, détection en o.), on
prépare et on détecte a la fois de l’orientation et de
lalignement atomique. Ce sont les variations de
Palignement qui sont responsables de la résonance
observée sur ¥_, ,,. Nous décrivons dans la réfé-
rence [15] une résonance en champ nul analogue,
observable en alignement longitudinal.
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