Limite 1/R, <g< R,/&;

Le déplacement Doppler est negligeable
devant le deplacement di aux interactions.

|| est alors legitime de négliger le
mouvement des atomes lié a leur
confinement spatial dans le volume de
piégeage de rayon de l'ordre de R,.

Approximation de densité locale

Le condensat est considéré comme une
juxtaposition de condensats localement
homogenes et au repos.

En chaque point 7, on peut considérer un
condensat homogene de densité p(7),
dont les facteurs de structure dynamique
et statique sont donnés par les
expressions établies au chapitre
precedent.
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Facteur de structure dynamique a
I’approximation de densité locale

a)O

Sipa(@0) = [d'r p(F)— B 5[ w-wl 7]

)
w, =hq"/2m

w, (F) = \/a)g |:a)§ = 2gp(77):|

h

Le passage des variables x, y,z aux
variables x, y,z donne, compte tenu de
N =81 pyx,v,z,/15 (voir T-93) :

15 00y -
SLDA(@CO):N; Jdl/ F(1=7%)X
0

0
a)q

, (7)
0! (7) = Jol| @} +21(1-7)]
A=u/h=gp,/h

) [a) — a)f(F)]
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Calcul de §,,,(g,w)

Posons : @, (7) = Q(7) et effectuons le
changement de variables » — €. |l vient

Q=)o) +20(1-7)]

QdQ=2fiw,Fdi  1-7 =

Quand 7 varie de 0 a 1, (2 varie de

:\/a)g(a)g+2/l) a  o,,=0,
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Propriétés de S,,,(q,w)

- Homogene a lI'inverse d'une fréquence.
- Proportionnel au nombre d’atomes N

- Ne dépend pas de la direction de g
méme si le piege est anisotrope

- N'est différent de 0 que pour
a)min S @ S a)max

- Forme asymetrique

SLDA (ga a))

a

0 .. W @

min max
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= . 0 ~ 0 ~
Limites o, >0 et o, <[l

2 2 ~ 0 ~
wmax o wmin — 2‘LL a)q — 2 i
2 2 0

a)min a)min a)q

a);’ > (1| La largeur du spectre est trés
petite devant I'abscisse de son barycentre

S LDA

min max

0 ),

w, < fi| La largeur du spectre est de I'ordre
de I'abscisse de son barycentre

\ SLDA

0 a)min )

max
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Autre écriture de §,,,(q,m)

Posons :
2 2
0 _wmin —
2 2 u
a)max _a)min
On a alors :
2 2
Wy — W —1—
2 2 u
a)max _a)min
~ ISN
SLDA(qaw): —u~1-u
40
Quand w variede w_. a o__, u varie de
O0ali.
Autres relations utiles.
2 2 2 2
w = a)min + (a)max o wmin)u

= (0!} +200 u
W’ =(a)§)2 [1+o]u

avec

o=2fi/o,
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Facteur de structure statique a
I’approximation de densité locale

.1 .
S154(q) = _Idw S:54(q,0)

. 15N —
SLDA(Qaa))_ u 1 —Uu

4
® = (a)g )2 [1+ou] avec « :i)_t:
2a)da)=oc(a)§)2du
2
(2)) 1
dow=0~—12d =aw’ d
20 y q2\/1+ocu ;
U 1 U
LDA(Q)___[ d” l-I-OCM

S, ,.(g) ne depend de g que par
I'intermediaire de
20  4mf
o' hq’

q

O =
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Facteur de structure statique S,,,(g)

N . . 0 ~
alalimte o, >/
On a alors o « 1 et par suite

J1+ou :1+(Oc/2)u
15 ld u~N1—u

S, p,(q)=—| du
il = | 2

= l—Sjl du[u\/l—u —(05/2)u2\/1—u]
4 Jo
Des integrations par parties donnent :

1
jodu u~NT—u=4/15
joldu W \1—u =16/105

de sorte que

. 1514 o 16 4 [
S.p4(q) = |: }:1_7%
@,

4115 2105

- . l
H<< a);’ = S1p4(q) :1_7
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Barycentre du spectre

alalimite o, >
D'aprés (T-47), (@) = m,(§) / m,(q)
Par, ailleurs, d’apres (7-43) et (T-46)
my(q)= NS(q)
m,(G)= N hq” / 2m = Na)g

En remplacant S(g) par I'expression de
S, ,,(q) trouvée plus haut, on obtient :

r— -

o o[1:4 B |_goitp
T ]

Pour un condensat homogene dont la
densité spatiale serait égale a la densité p,

au centre du piege, on aurait (voir T-61) :

B

(0)=w] = 0, +gp,/h=0,+[

a) >

Le facteur 4/7 trouveé plus haut provient de
la moyenne spatiale de p inférieure a p,.
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Largeur du spectre

b . = 0 ~
alalimite o, > [

De l'ordre de o, —
de T-111)

Or, d’apres (T-109), quand o, > f,

(voir premiere figure

min

~

0 ~ 0
0 ax_wmin :wq +uu_wq _:u

m

La largeur du spectre est donc de l'ordre
de fi. Un calcul plus precis du second

moment de w est possible a partir de
I'expression de S, ,,(¢,w) et donne :

Aw=~/8/147 [

Finalement, par rapport a un condensat
homogene, I'inhomogénéite spatiale de la
densité spatiale p(7) conduit a un spectre
qui n'est pas infiniment étroit, mais qui a
une largeur de I'ordre de (1. De plus, le
déplacement du barycentre par rapport a
a)g est inférieur a la valeur (i obtenue pour

la valeur maximale p, de p.
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Facteur de structure statique S;,,(9)

N . . 0 ~
alalimte o, <
On a alors o >1 et par suite

J1+ou = \/@

_15 uN1—u
S:04(q) Jdu \/067

= :%deu\/u (1-

Un changement de variables u = cos” 6 et
une intégration par parties permet d’obtenir

J;du\/u(l—u) =7/8

de sorte que I'on obtient finalement

.. 15 hgq Imm Thgq
AY ~ —
il D)= N 8 " amz

. _ 32 /,u 32
ou C = = c <c
157z \'m 157
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Barycentre du spectre (o, < 1)

La méme meéthode de calcul donne :
0

:ml(q): 9, =
)= @ S

Pour un condensat homogene dont la
densite spatiale serait egale a la densite p,

au centre du piege, on aurait (voir T-60) :

(@)=, = cq
00 <l
La moyenne spatiale de p est inferieure a
P, dans un piege inhomogene, d'ou le
facteur 32/157 de réduction de ¢ par
rapport a c.

Largeur du spectre

La deuxieme figure de T-111 montre que
cette largeur est de I'ordre de I'abscisse du
barycentre, c’'est a dire de I'ordre de cq.
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Récapitulation des résultats pour un
condensat inhomogeéene

Par rapport a un condensat homogene, le
spectre de diffusion a une largeur non nulle.

1. Pour les tres grandes valeurs de ¢

(q > q, )Ie spectre est essentiellement un
spectre Doppler.

Le rayon fini R, du condensat entraine une

dispersion de vitesses liee au confinement
spatial et donc un élargissement Doppler.

La vitesse moyenne est par contre nulle et le
barycentre du spectre n'est pas deplace par

rapport a la frequence de recul a);).
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2. Pour des valeurs plus faibles de ¢

(1/RO K g <K qD), la forme du spectre est

essentiellement déterminée par les
Interactions.

Chaque zone du condensat est le siege
d'excitations élémentaires dont la frequence
dépend de la densité spatiale au point
consideré.

L'inhomogenéité spatiale de la densite
d'atomes entraine une inhomogeéneite spatiale
de la fréquence du spectre correspondant aux
diverses zones du condensat.

Le barycentre du spectre est donné par la
moyenne spatiale de ces fréquences, la
largeur du spectre par la dispersion de ces
fréquences autour de la valeur moyenne.
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Récapitulation des approximations

A A g A
Approx.
d'impulsion
v Particules
__ig libres
A 50
Approx. |1 v
de densité f_ A
locale 0
Phonons
v | 1 v
RO
1o
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Ry
&

La largeur Doppler et la largeur due aux
Interactions sont du méme ordre de grandeur.

Etude du domaine ¢ = ¢, =

Situation rencontrée expérimentalement.

Les approximations d'impulsion et de densité
locale sont inapplicables car elles négligent
I'un ou l'autre effet.

2 méthodes

e Etude des moments d'ordre 1 et 2 du
spectre de diffusion a partir d'un
Hamiltonien approché décrivant les
excitations élémentaires (ref.12)

e Approximation eikonale effectuée sur une
expression du spectre déduite de la
geénéralisation du traitement de
Bogolubov a un condensat inhomogene
(ref.9).

Seule, la 1ére méthode sera présentée ici.
Methode des moments
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Fonction d'onde de I'état fondamental

Solution de 'équation de G-P
Fonctions propres v (7) du

A

"Hamiltonien" H0

A

i, =2 v (7#)+gp(F)

" 29m

2

p(7)= N, (7)

Excitations élémentaires

La condition ¢ = ¢, implique ¢ > 1/¢
puisque ¢, >1/¢..

On a donc ha)f > 1 et les excitations
élementaires sont de type particule libre.

Si p (7) etait uniforme et égal a p , les
énergies de ces excitations elémentaires

seraient egales aux valeurs propres de H

augmentees de gp, (voir T-61)
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Hamiltonien approché décrivant les
excitations élémentaires

Dans l'esprit de I'approximation de densité
locale, il semble raisonnable d'ajouter a H la

A
—

perturbation gp (r) déependant maintenant de

r pour décrire l'effet des interactions.

Par contre, on ne neglige pas le terme
d'énergie cinétique p” /2m pour garder dans
la théorie I'effet du mouvement des atomes.

A

L'hamiltonien approché H_ utilisé pour
décrire les excitations est donc

A
—

A

.. :f—m+v(?)+29p(7‘:’)

avec toujours p (7°) = N‘llfo (f)‘2

v, (7') étant la solution de I'équation G-P.
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Poids de la transition reliant

v, aletatexcite y ;

Utilisant I'expression de /3@, en premiere
quantification

N
A _ ZQ"F
= e ?

Py =2

1=1

On trouve que ce poids est proportionnel a

K"’f

Moment d'ordre & de I'énergieEf de I'état

igr
€

v, )|

excité v/

o (5)- S5 o)
Sl
=y, 7 (H,,) ¢ |y,

On a utilisé

H..|v,)=E, v
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Calculdee “"H_ e

Le seul terme de H__ qui ne commute pas

avec 1 est le terme d'énergie cinétique. En
utilisant les relations de commutations entrep

et 7, on obtient

6—zq-r p»ezq-r — ]—5 +6—zq-r [z—jjezq-r]

= p+hg
=2
—igr P +igd l ra 7
e ' —— =—|p+h
2m Qm[p q]
p g P
=—+——+hqj —
2m  2m m
et par suite
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Moment d'ordre 1 de I'énergie

Ef — E, de la transition y, < v,

m, (E, - E,)=m, (E,)-m, (E,)

Les symboles ( ) signifient valeur moyenne

A

dans l'état . Comme <j5> = 0 le dernier

terme est nul
m, (Ef) =E, +h2q2/2m+<gp(7%)>
m (E,)= X E, (v,
m, (E, - E,) = h2q2/2m+<gp(%)>

*q° / 2m = Energie de recul

- 2
e’ =k

0

v,)

<gp (77)> = Moyenne spatiale dans v, du

déplacement du aux interactions.
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Moment d'ordre 2 de I'énergie Ef - F, de la

transition v, < W,

Calcul de m, (Ef)

o 4 .o 4 2
. —1q-T 1G-T
T <l//0 [6 Hexc € ] ‘l/j0>

Utilisons les résultats de T-126 pour
~i§T T igr
e ""H__e

Par ailleurs, comme y/ a une parite bien
definie, les valeurs moyennes dans y, de tous

les termes linéaires en p (termes impairs)
sont nulles.
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Expression de m, (Ef)

y

m, (Ef) =| b, + Zng \ +g° <[p(?)]2>

\ J
(

BT e\ (e
+(|hq-— | )+2| E + < *>
<|: q m:|> 0T ap (7“)
\ /
Par ailleurs, d'apres (T-127)

2Em, (E,)=2E | E, +
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Variance de Ef — E0

[A(Ef -k )]2 -, (Ef B EO) B |:m1 (Ef - £ )]2

D'apres (T-127)
[, (2, -8,)] - jﬂ@; +[(on(7))]

2L (g (7))

2m

On en déduit finalement, compte tenu de T-129

[a(s,-5)] = {[o®)])-[(e()]}

— ~ T2
+h2< §-£:|>
] m

1°"° ligne : Carré de la dispersion des
déplacements dis aux interactions.

2°™ ligne : Carré de I'élargissement Doppler
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Conclusion de l'approche utilisant la
méthode des moments

Dans la region ¢ = ¢, ou l'effet Doppler et
I'effet des interactions sont comparables, il est
legitime :

e D'ajouter les déplacements moyens du
spectre dds a chacun des 2 effets. En
fait, le déplacement Doppler moyen est
nul.

e D'ajouter les carrées des largeurs
spectrales dues a chacun des 2 effets.

La largeur Doppler et la largeur due aux
Interactions s'ajoutent quadratiquement.
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