Modes propres de vibration d’un gaz
classique d’atomes piégeés

- Atomes pieges dans un potentiel harmonique

- Gaz classique (pas de dégenerescence quantique
cas d'un nuage thermique de bosons pour T>>T

- Etude des modes propres de vibration d’un tel systéme
* Fréquences propres

 Taux d’amortissement
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Deux régimes extrémes

1. Régime sans collisions

Le libre parcours moyen entre deux collisions est
beaucoup plus grand que la dimension du nuage.

L’atome oscille plusieurs fois dans le piege avant de
subir une collision.

2. Régime hydrodynamique

Situation opposée ou I'atome subit plusieurs collisions
pendant une période d'oscillation.

Un équilibre thermodynamique local peut étre atteint
en chaque point.
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Motivations d’une telle étude

Comparer le comportement du nuage thermique a celui du
condensat étudié dans les cours antérieurs

Ne pas se contenter de décrire le nuage thermique
comme un gaz parfait d’atomes

Tenir compte des collisions entre atomes et étudier
I'évolution des phénomenes quand on passe
progressivement du régime sans collisions au régime
hydrodynamique
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Methode suivie (réeférence 19)

 Partir de I'équation de Boltzmann décrivant I'évolution
de la distribution dans I'espace des phases sous |'effet
des collisions binaires entre atomes.

* En déduire I'équation d’évolution des valeurs
moyennes de grandeurs physiques reliées aux modes
propres de vibration étudiés.

» Ces valeurs moyennes sont en géneral couplées aux
valeurs moyennes d’autres grandeurs physiques.

Ensemble d’équations d’'évolution couplees qu’il faut
essayer de résoudre avec certaines approximations
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Plan

Equation de Boltzmann

Equation d’évolution des valeurs moyennes.
Grandeurs conservées au cours des collisions
Etude d'un premier exemple simple

Etude des modes ciseaux. Fréquences des modes
propres de vibration et taux d’'amortissement
Transition du régime sans collision au regime

hydrodynamique
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Equation de Boltzmann

Voir référence 20 et cours 1996-97 pages VI-1 a VI-4

Equation donnant I'évolution temporelle de la distribution
f(7,v,,t) dans I'espace des phases

0 , . - S e = l = N
Ef(ravlat)+U1'VFf(r>v1>t)_ﬁ(vF Vext(r))'(vﬁjf(ravlat)) -
Leg [f] (8-1)
Lo [£1= 32 [°Q &0, |6, =3[ [£ @S @)~ £ G)S@,)]

(8.2)
Collision v, +v, > v, + 7,
o, =8ra’ : section efficace
Q' : angle solide dans la direction de 7/ — 7,
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Description de la collision dans
le systeme du centre de masse

Fig. 2, p. VI-2 du cours 96-97 avec les notations de la référence 19

C': Vitesse du centre de masse

V =v, —v,: Vitesse relative

avant collision

V'=1v —uv,:Vitesse relative

apres collision

i=cl soeV

2 2
5;=6+V7' v, =é—%'
-

U

Figure VIII-1
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Remarques

Nous utilisons ici les notations de la référence 19

Par rapport au cours 1996-97

« La collision est décrite par les vitesses et non par les
Impulsions
* La collision intervenant dans I__, est
v, + v, > U+,
au lieu de
Pst Py — Pt D,
e f(¥,v) est normalisée a N, alors que c'était
f(?,p’)/iﬁ gui avait cette normalisation
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Evolution des valeurs moyennes

Grandeur physique y(7,v)

<Z(7,?7,t)>=%Id3rd3vz(7,6)f(;7j,t) (8.3)
d

L 1 .. 0 .. _
(G 0.0)=— [drdv 2 (F5) - fFT.0 gay

Reportons (8-1) dans (8-4). Les termes de la premiere
ligne de (8-1) se transforment aisément par intégrations
par parties. On obtient ainsi

S (59 ) (97 (7. 2) =

O
‘(E“‘&m 5)
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Evolution des valeurs moyennes due aux
collisions

d _i 3,13 = i )
(E<Z>j _de rd’v, y(7,v,) [atf(ravlat)j

coll

0 ., .
—f(r,v,,t -
(atf( 1 )jcoll

youl K8 S A TSI P CAVACARNAGAVACA) 8.7)

coll (86)

d 2 3 3 3
—(y d°Q"d’r d'v, d’v, x
[dt< >jcoll 47Z-NI | 2

xx(7,9)) [0, = 0,| [f @) S (@) = [(5) ()] (8.8)
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Autre expression équivalente a (8-8)

L’équation (8-6) peut étre réécrite sous la forme

d 1 5
dr =—| d'r dv, 7 (7,5,)| — f (7,0 8.9
(dt<Z>j NI d’r d'v, y( ,vz)Latf( ,vz,t)j (8.9)

coll coll

c-a-d encore, en permutant les indices 1 et 2 dans (8-7)
et en reportant I'expression ainsi obtenue dans (8-9)
[Notons que Q' ne change pas dans cette permutation]

(%<;{>] 47[NJ- d°Q’ d’r d’v, d’v, x

coll

x (7,0, [0, =6, |[ £ (@) f(55) = £(5) f(@,)] (8.10)

Notons que 49,,7,,7;,7, ont les mémes valeurs dans les
termes a intégrer de (8-8) et (8-10)
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Utilisation des symetries des collisions

* Invariance par renversement du sens du temps. Si
U, + 0, = U +0, (8.11)
est une collision possible, il en est de méme de :
(-3))+ (=05 ) = (-9, ) + (-7, (8.12)

* Invariance par réflexion d’espace. Si la collision (8-12)
est possible, il en est de méme de :

R
v, + U, >+, (8.13)

* On a par ailleurs [voir équations (6-5) et (6-8) du cours
1996-97]

d’v] d’v) =d’y, d'o, (8.14)
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Autre expression équivalente a (8-8)

Considerons la collision (8-13) et réeécrivons (8-6) sous
la forme

d _ 3. 43 N
[EW] =y era 2 UI)EE]{(F’W)LH E19

coll

c-a-d encore en permutant U, et ¥, , U,et U, dans (8-7)
et en reportant I'expression ainsi obtenue dans (8-15)

d 2 3 3 3.7
Ly 420 & &) & x
[dt< >jcoll 47[ J 2

x 2 (7,0)) |0, =G| [ f (@) f(0,) = f(@)f(5;)] (816)

La encore, ce sont les mémes valeursde U, ¥, U, U,
qui apparaissent dans le terme a intégrer de (8-16)
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Autre expression équivalente a (8-8) (suite)
L’utilisation de (8-14), de

‘ful —0,| = |V — 7,

(voir Fig VIlI-1) donne alors
d o ,
[E<Z>j H = 47ZON'[ d’Q’ d’r d’v, d’v, x
x 2 (7,0)) |0, =4 |[f (@) S (0,) = £ (@) f ()]
Un calcul analogue donnerait
d
[a<;{>j = 47[ Isz d’r d’v, d’v, x

, =[S @) @) = f@) f(0))]

- —>

x x(F,0,) |0

(8.17)

(8.18)

(8.19)
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Reécapitulation

Finalement, nous avons obtenu 4 expressions
différentes, mais équivalentes, pour la vitesse de
variation de la valeur moyenne d’'une grandeur
physique due aux collisions :

Equations (8-8), (8-10), (8-18) et (8-19). La somme de
ces 4 équations, divisée par 4, donne

(%<Z>j 167Z'N‘[ d’Q’ d’r d’v, d’v, x

coll

[ 1(F,0) + 2 (7,9,) = x(7,9) = x (7, 9)] %

x [0, =G |[ £ (@) f (@) = [ (@) f(©,)]
(8.20)
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Conséquence

Si la grandeur physique étudiée est conservée au cours
de la collision, c-a-d si

ndiud A

x(7,0)+ x(7,0,) = x(¥,0)) + x(¥,0,) (8.21)
alors

[%Ut >j =0 (8.22)

coll

Expression générale des grandeurs conservées

x(7,0)=a(F)+b(F) i +c(F)i (8.23)

Les collisions sont en effet locales et conservent 9, + v,
. . A 2 2 ’ .
(impulsion totale) de méme que v, +v; (énergie totale)
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Etude d’un premier exemple simple

Mode monopolaire dans un piege sphérique

VodF) = M 7 (8.24)

Pour étudier le mode monopolaire, il convient d’étudier
I’évolution de la valeur moyenne de

x(F0)=r" (8.25)
Dans I'équation (8-5) apparaissent
V.V,

ext

(F)=Maw, r (8.26)

V.r’=2F V.r’=0 (8.27)

Le dernier terme de (8-5) est nul car r* est conservé au
cours de la collision [voir(8-23)]

290



Equation d'évolution de <r2>

Le report de (8-20) et (8-27) dans (8-5) donne, compte
tenu de I'annulation du dernier terme de (8-5)

%<r2> ~2(77) (8.28)

. : 2 . s o\ .
Comme I'évolution de <r > est couplée a celle de <r -v}, 1
X

)

faut étudier 'évolution de <
Equation d'évolution de (7 - ¥)
V. (7-7)=1 V. (7-7)=F (8.29)

[%(? : 6}] =0 (8.30)

coll

car 7 - U est une grandeur conservée. Finalement

%(fm — () -2 () (8.31)
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Equation d'évolution de <v2>

Il faut I'étudier car, d'apres (8-31), I'évolution de
(F-T) est couplée a celle de <vz>
)

S(v*)=20 (8.32)
0
(E@ﬂ =0 (8.33)

2 , .
car v~ est une grandeur conservée. On obtient

%@2} -2 2 (7-7) (8.34)

Il n"apparait pas de nouvelles grandeurs. On obtient un
systeme ferme de 3 equations couplées.
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Conclusion sur le mode monopolaire
dans un piege sphérique

Les 3 equations (8-28), (8-31) et (8-34) forment un
systeme de 3 equations différentielles linéaires
couplées, ayant une solution oscillante non amortie, de
fréquence.

® =2, (8.35)

Dans un piege harmonique isotrope, le mode
monopolaire de compression d’'un gaz classique n’est
pas amorti et garde la méme fréquence quel que soit le
regime de collisions.

Noter la différence entre le résultat (8.35) et celui
obtenu pour un condensat a la limite de Thomas-Fermi
(voir T-38, Eq. 2-1)
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Modes ciseaux
pour un gaz classique

Motivations de cette étude

Essayer de comprendre comment les modes ciseaux
d'un gaz classique évoluent quand on passe du régime
sans collisions (étudie dans le cours V) au régime
hydrodynamique

Pour cela, on va suivre la méme démarche que
préecédemment en étudiant I'évolution des valeurs
moyennes de grandeurs physiques liees au mode xy

Le calcul sera cependant plus compliqué que celui
présente plus haut car certaines grandeurs physiques
couplées a xy ne sont pas conservees au cours de la
collision
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Evolution de < xy >

- Comme dans le cours V, on prend

M
| 7[(03 (I+&)x’ + o, (1-¢)y'+ w’ zz} (8.36)

ext

de sorte que
VV/M={o;(1+&)x, oy(1-¢)y, o z| (8.37)

ext

- Comme le mode ciseaux est en x vy, il convient d’étudier
I’évolution de

X =XY (8.38)
Xy est conserve au cours des collisions [voir (8.23)], et
V.(xy)={y, x, 0} V.(xy)=0 (8.39)
- L’équation (8.5) s’écrit donc :
o o(xy)lot =(yg,) (8.40)
Xy =XV, + YU, (8.41)
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Evolution de <x v, + yvx>

Cette grandeur est elle aussi conservée au cours des
collisions et un calcul trés analogue au précédent donne

@<xvy+yvx>/6t:2<vxvy>—2a)02<xy> (8.42)
En plus de xy, on voit apparaitre une nouvelle grandeur
Xy =00, (8.43)
Evolution de < V. vy>

A la difference des precédentes, cette nouvelle grandeur
n'est pas conservée au cours des collisions et un nouveau
terme doit donc étre ajouté dans son equation d’évolution

(0(xa)101),, = deZQ d’r d’v, d*v,
Co 72-

—> —f

[14(7” 0) + X, (F0,) = 2, (F,0) — x, (7, 77;)]X
x [0, =G |[[ @) f (@)= (@) [ (©,)] (8.44)
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Evolution de <vx vy> (suite)

L’équation (8.5) donne

V.(v,0,)=0 V.(v,v,)={v,,v,,0} (8.45)
8<vxfuy>/8t =—-w, <xvy +yvx>—ga)§ <xvy —yfux>
+(0(vw,)/01) (8.46)
On voit apparaitre une nouvelle grandeur

Evolution de <x v, — yvx>

Cette grandeur est conservée au cours des collisions et
I'équation (8.5) donne

6<xvy—yvx>/8t:28a)§<xy> (8.48)
Il N"apparait plus de nouvelle grandeur physique. |l faut donc

essayer de résoudre le systeme d’équations couplées

(8.40), (8.42), (8.46) et (8.48) 297



Approximation sur le terme
décrivant I’effet de collisions

[l faut trouver une expression approchée pour le dernier
terme de (8.46)

A I'équilibre thermodynamique, la distribution de vitesses
est isotrope et
<,Ux,0y> _0 (8.49)

Si cette valeur moyenne n’est pas nulle, cela signifie donc
gue la distribution de vitesses n’est pas isotrope. L’effet
des collisions est de faire disparaitre cette anisotropie et
de la faire tendre vers zéro avec un temps de relaxation t
qui est de l'ordre de grandeur du temps entre collisions

Une approximation raisonnable consiste donc a ecrire

(@<vxvy>/§t)cou = —l<vxfuy> (8.50)

r
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Traitement plus précis

Un traitement plus précis, décrit en détail dans la reférence
19, consiste a postuler une forme particuliére anisotrope
pour la fonction de distribution f (« ansatz ») et a l'utliser
ensuite dans I'équation (8.44)

Au lieu de prendre une distribution isotrope en vitesses, on
prend une distribution contenant une deformation en v, v,

exp{—MfU2 /2kBT} = exp{—M [fuz +avxvy}/2kBT} (8.51)
ou o est un parametre sans dimension

A l'ordre le plus bas en a (faible anisotropie), la fonction
de distribution f peut étre réécrite

fﬁﬁw—ﬂﬁﬁwb—a

ou f, est la distribution d'équilibre

Muv v

yj (8.52)
2k,T
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Traitement plus précis (suite)
Calcul de < v, vy>

Avec la nouvelle fonction de distribution (8.52), on obtient
<vx fuy> =—a (M /2k,T) <vi fui >O (8.53)

car le terme d’ordre O de (8.52) donne O
< >, : Valeur moyenne a I'equilibre

La factorisation de f, a I'équilibre et le theoreme de
I’équipartition de I'énergie donnent alors

(viv}) =(k,T/IM) (8.54)
de sorte que
< o8 vy> =—a k;,T/2M (8.59)

|| apparait ainsi clairement que la valeur moyenne de
v, v, est proportionnelle au parametre o caracterisant

I'anisotropie de la distribution de vitesses 300



Calcul approché du temps de relaxation

Reportons (8.52) dans (8.44). On obtient I'équation

1
(6<vxvy>/§t)cou =aK = —;<fuxvy> (8.56)
ou I'on a utilisé (8.55) et posé
1 2M
— = K (8.57)
T kT

Dans (8.57) K est une intégrale multiple qui peut étre
calculée analytiquement

Pour les détails d'un tel calcul, voir I'appendice de la
réeféerence 19. En fait, cette référence étudie, non pas les
modes ciseaux, mais les modes quadrupolaires d'un gaz
piégeé dans un potentiel de symetrie cylindrique. Mais le
principe du calcul est le méme que celui considére ici et
on peut montrer par des arguments de symétrie que la
valeur de t est la méme
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Expression obtenue pour t

Le calcul explicite de l'intégrale multiple apparaissant
quand on reporte (8.52) dans (8.44) conduit a

5

t=— 8.58
7/(:011 ( )

ou v, est le taux de collisions élastiques donne par
~ n(0)v, o,

]/coll o 2 (859)

n(0) est la densité spatiale au centre du piege et

c,=8ra’ vy =8k, T/ M (8.60)

la section efficace de collision €lastique
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Récapitulation

Le report de I'expression approchée (8.56) dans (8.46)
donne le systeme suivant d’équations couplées

8<;(1>/81 = <;(2>
@<;{2>/5t =2 <Z4>_2a)§ <Zl>
0(1:)/01=2¢ 0y (1) (8.61)
0(xs)/ 0t ==y (1y)=c 0y (1:)— (1)
Cherchons une solution de (8.61) de la forme
(x:)=c exp(io?) (8.62)

Les equations (8.61) deviennent
o, =c,

iwc, =2c, —2w,c
ioc,=2ew,c, (8.63)

: - 2 2
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Fréequences propres des modes ciseaux

Le systeme d’équations (8.63) n'admet de solutions non
nulles que si le déterminant correspondant est nul. On
obtient ainsi I'eéquation
a)4—4a)§a)2+4520)§+2( 2—2&)5)20 (8.64)
iT

qui donne les fréquences propres des modes ciseaux

Régime sans collisions (limite ® t— «)
le second terme de (8.64) est negligeable.

Régime hydrodynamique (limite  t— 0)
le premier terme de (8.64) est negligeable.
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Régime sans collisions

L’équation
' —4o, @ +4&w0; =0 (8.65)

donnant les frequences des modes dans cette limite a 2
racines

Oge) = O, + O, = O [\/1+5 +\/1—5] (8.66)
a)SC2:a)x—a)y:a)o[\/lJrg—\/l—g] (8.67)

On retrouve les résultats obtenus dans le cours V pour
un gaz parfait

Notons que ces racines sont réelles. |l n'y a aucun
amortissement.
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Régime hydrodynamique

Il faut maintenant utiliser 'équation

oo’ -2a;)=0 (8.68)

qui a 2 racines
Oy = 02 (8.69)
Oyp, =0 (8.70)

La également, il n'y a pas d’'amortissement
Finalement, I'équation (8.64) peut étre réécrite

(0" 03 [0~ 0k ]+ [0 = 0y [0 = 0} ] =0
(8.71)
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Régime intermeédiaire

Etudions I'évolution du mode propre de vibration passant
de oy, a® 45, quand t tend vers 0.

Supposons ¢ tres petit de sorte que

WD =2 Wy (8.72)
Par ailleurs

Dypy = Opp, (8.73)

Quand w varie de w,-, a w,,,,, on peut alors, compte tenu

de (8.72) et (8.73), negliger 6<)§C2 et coi,m devant @’ dans
(8.71) qui devient

1

2 2 2 2

WO — Wy +—— ( — a)HDl) =0 (8.74)
T
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Régime intermédiaire (suite)

L’équation (8.74) peut étre réecrite

> l 2 I
2 (1 — j = Wge) — Wyp)
T

T
=1 : 2 L (o 2 8.75
= | 1= |Wse; =\ Wpyp| — Wy (8.75)
T T
c-a-d encore
2 2
@ — Q)
C()2 :wécq + HDI1 : SC1 (8 76)
l+ior '

Quant t décroit de I'infini a zéro, on retrouve bien que ®
varie ® ¢-; a8 Oy,

On constate aussi que le taux d’'amortissement n’est plus

nul dans le regime intermédiaire.
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Taux d’amortissement

Séparons les parties réelle et imaginaire de o

o=w, +il (8.77)

Le report de (8.77) dans (8.76) donne (si w. > 1")

2 2
T —Q
== SC1 HDI1 3.78
2 1+ (a),,f)2 (8.76)

Le taux d'amortissement, nul pour t infini, croit quand t
decroit, passe par un maximum pour o, t de l'ordre de 1,
puis decroit de nouveau et s'annule quand t s’annule.

Si I'on porte, en abscisses o, , en ordonnees I" on obtient
une courbe dont I'allure est représenteée sur la figure VIII-2.
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OHp1

Figure VIII-2

Wsc1
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Comparaison avec les résultats
d’un calcul de dynamique moléculaire

Dans la reférence 19, une expression analogue a (8.76)
est obtenue pour la frequence des modes m=0
(monopoble-quadrupble) dans un piege a symétrie
cylindrique.

Les figures VIII-3 et VIII-4 donnent les variations avec t
des parametres I" et o, définis en (8.77) (Courbes en
traits pleins des figures).

Les points avec barres d’erreur représentent les résultats
d’'un calcul numeérique basé sur une simulation de
dynamique moléculaire portant sur N = 2 x 104 atomes.
Le tres bon accord donne confiance dans les
approximations a la base de la dérivation de (8.76)
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Figure VIiI-3
[extraite de (19)]
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Figure VIli-4
[extraite de (19)]
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