Condensat dans un piege tournant
Moment cinétique et moment d’inertie

Connaissant la fonction d’'onde qui décrit le condensat
dans le référentiel tournant (voir cours lll), il est possible
de calculer le moment cinétique du condensat tournant,
aussi bien en I'absence qu’en présence d’interactions.

Un tel moment cinétique est proportionnel a la vitesse
angulaire de rotation, le coefficient de proportionnalité
n’étant autre, a la limite des faibles vitesses de rotation,
que le moment d’inertie du condensat.

Nous allons montrer que le moment d’inertie d’'un
condensat est beaucoup plus faible que celui d’'un systeme
classique ou celui d'un nuage thermique de bosons non
condenseés, ce qui constitue une manifestation spectaculaire

de la superfluidité du condensat. -



Plan

. Moment cinétique du condensat

. Limite des faibles vitesses de rotation.

Moment d’inertie

. Difféerences avec d’autres systemes physiques
- Gaz parfait classique
- Gaz parfait de bosons partiellement condensé

. Evolution des phénomeénes quand la vitesse
de rotation augmente
- Etude de quelques valeurs particulieres des parametres

de la rotation

- Excitation des ondes de surface
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Moment cinétique du condensat

<£Z>:de3r' ®, *(;:r)|:x,?a(’i’ —y'?ai,

} @, (7)) (4.1)

En effet, (h/i)ﬁ’ est 'opérateur associe a I'impulsion
p' dans le référentiel tournant, qui coincide avec la
quantité de mouvement p = mv dans le référentiel du
labo [ voir I'équation (3.8)].

<£Z> =Nm[dr' [x'J,(7) -y T (7] (4.2)
ou J est le courant
J(#) = p() 3(F) = a p(F)V(xy") (4.3)

de composantes

{ap(#)y', ap(F)x', 0} (4.4
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Moment cinétique du condensat (suite)

En reportant (4.4) dans (4.2), on obtient :
<iz> = Nmajd3r' ®, *(17")[)62 —y’z} @, (r") = Nm05<x'2 - y'2>

Bosons sans interactions (4.5)

Utilisons I'expression (3.41) de « et le fait que

(x*Yoc (@,)", (y*) o (@,) Ivoir (3.25)]. Il vient :

o\ ] o\l
<L>> = —Nrn<x'2 —y'2> <x 2>1 _<y 2>1 Q
<x'2 -|—<y'2> (4.6)
” 2 <x,2 _y’2> 2 2 2 Q, _é)y 2

:Nm<x + y > <x'2 +y'2> @) =Nm<x + y >(a~)x+03y] @)
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Bosons en interaction a la limite de Thomas-Fermi

Il faut maintenant utiliser I'expression (3.64) de « et

le fait que, pour une densité spatiale ayant la forme d'un
.- . , 2 ~ \—2 %) ~ \ 2

paraboloide inversé, <x >oc (@,) ", <y >oc (a)y) .

Il vient ainsi:

R e 3
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Définition generale du moment d’inertie

- Systeme physique dans un piege tournant a la
frequence angulaire Q

- Dans le référentiel tournant, il faut ajouter a
'hamiltonien la perturbation —Q L

- A cause de cette perturbation, il apparait un moment
cinétiqgue moyen <ﬁz> qui, a l'ordre 1 en Q, vaut
(L,)=00

® est par définition le moment d'inertie
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Calcul du moment d’inertie

Les expressions (4.6) et (4.7) du moment cinétique
contiennent de¢ja la fréquence de rotation Q.

A l'ordre le plus bas en €, il suffit de remplacer dans
(4.6) et (4.7) o, et @, par leurs valeurs d'ordre le plus
bas en (), qui dapres (3.41), (3.64), (3.67) et (3.68), ne
sont autres que o, et w,

Il est intéressant également d’exprimer le moment
d’inertie ainsi obtenu en fonction du moment d’inertie

qui serait celui de la méme densité spatiale tournant
de maniere rigide

O, = Nm<x’2 - y’2> (4.8)

123



Expressions du moment d’inertie

Bosons sans interactions

2
W, —0,

0=0, (4.9)

w, +,

Bosons en interaction a la limite de Thomas-Fermi

0} -’
O=0,—F— (4.10)
0.+,

Dans les 2 cas étudies, le moment d’inertie obtenu est
beaucoup plus faible que la valeur rigide.

Il est intéressant de comparer ce résultat a celui attendu
pour d’autres systemes non condensés, comme des gaz
classiques ou des nuages thermiques
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Moment d’inertie d’un gaz classique

Dans le référentiel tournant, I’hamiltonien est indépendant

du temps et le gaz atteint un état d’equilibre
thermodynamique décrit par la densité classique (dans

I'espace des phases)

——exp{ ,BZ (i)-QL!, } (4.11)

1 m , ’ ’
h, = 2m(px +py +p. ) 2(a)§x2+a)§y2—|—a)2222)
(4.12)

L. =xp,—y'p.
B = 1 Z = fonction de partition (4.13)
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A l'ordre 1 inclus en Q

f=f0{1+ﬂQZLZ’Z] Z=12, (4.14)
t,,Z,: wvaleursde f et Z pour Q=0
Valeur moyenne de L_(a l'ordre 1 inclus en Q)

(1= pof-fara 6T |

i

=PAN(LE)=paN{(x' P =) ) g
< >0: valeur moyenne dans l'état f,,

Comme :
<p; p;,V>o =0 <P;>2 :<P;> =mk,T =m B~ (4.16)

(L) = QZN:m <x;2 + y;2>0 =Q0, (4.17)

Le moment d’inertie a la valeur d'un corps rigide
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Moment d’inertie d’un gaz
parfait de bosons

Motivations de cette étude

Le calcul perturbatif du moment cinétique est
relativement facile.

Si le gaz est partiellement condenség, on peut évaluer
les contributions respectives du condensat et du nuage
thermique et mettre ainsi directement en evidence

les difféerences de comportement.
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N

Calcul perturbatif de (L)

Au lieu de calculer la structure du champ de vitesses dans
'état fondamental perturbé, puis d'en déduire <LZ’> , puis O,

nous allons ici directement calculer le moment cinetique
moyen des N bosons & partir de leur état perturbé |, )

<LAZ’> :<¢o L. ¢o> (4.18)
Do) =100)—£2 2| @, (4.19)
0)=ln)-0 0 %

A 2
Do | L2\ @) = 262 4.20
<¢O z ¢O> ; En EO ( )
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Généralisation

Au lieu de supposer initialement le systeme dans |'état
fondamental |@,) de I'hamiltonien H, des N bosons, on
peut le supposer dans un meélange statistique des états

propres \¢m> de ﬁo avec des poids 7, . L'expression
genéralisant (4.20) est alors

<LAZ’>:2QZ Zﬂm ‘<§0n L, D)

n = m m En_Em

‘ 2

(4.21)

Les valeurs des n,, dépendent de I'équilibre thermodynamique
considéré (canonique, grand canonique)
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Transformation de I'expression de (L)

Supposons qu’on trouve un opérateur A4 tel que

(0.1 dlp,) = (@, |L!| @) o2
Un tel opérateur A permet alors d'écrire :
(Lo _, :
2 = L A
E_p (0, |L| o )0, 4]0,)
~(0,|4p,)0,|L]0,) (4.23)

La sommation sur » fait alors apparaitre la relation de

fermeture et conduit a :
Ao, <[L’ A}> (4.24)

(L) =X .m0,
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Calcul de 4

L'équation (4.22) de définition de A est équivalente a
<gp ‘HA AH‘(D > (o, |L!

c-a-d, comme \gpm> et

?,,) (4.25)

¢n> sont quelconques

(H,,A4|=L! (4.26)

Pour trouver la solution de (4.26), il suffit de remarquer que ﬁo
et ﬁ; étant des fonctions quadratiques de fc,j/,[?x,[?y, A doit
étre aussi une fonction quadratique qui mélange x et y

N

A= Z(ax P, +bpmpyl +cxpyl +dyl’[9)’a) (4.27)

i=1
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Expression de 4

Reportons (4.27) dans (4.28). Le calcul des commutateurs
avec les divers termes de ﬁo ne présente pas de difficultés.

L'identification du résultat obtenu avec ﬁ’ détermine a,b,c,d,
N

I | 2
A—__ I:a)i_l_a) xyz_l_ p)’czp’z:|
h o] - o, le ( ) "1 408

expression qui n‘a de sens que si o, est différent de o,
Calcul de [ﬁ;,ﬁ]

Le calcul du commutateur de 4 écrit en (4.28) avec

L = Z(ﬁ’p;l — P sz) donne

L A]— { (@) + @) )(57 - %7)+ 2(15;?—15;?)} (4.29)

y i=1
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Expression de (1)

Elle est obtenue par report de (4.29) dans (4.24)

Comme l'opérateur densité du systéme est diagonal dans la
base d'énergie (mélange statistique d'états propres de ﬁo),
seuls les éléments diagonaux de )%'z,ﬁ’z,[?f,[?f apparaissent,
de sorte qu’'on peut utiliser les relations :

<1A9;2> -~ mza)i <)AC'2> <f9;2> = mza)i <)7'2> (4.30)

ce qui permet finalement d’écrire

0=l (ot +ol)((57)-

=
o
\/
N—"

+
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Contributions respectives
du condensat et du nuage thermique

En dessous de la température critique T¢, Ny particules
sont condensées dans I'état fondamental |¢, ) de H,.

Les N-Nj autres particules forment le nuage thermique.

O=0,,+0, (4.32)
Oong = wTiVao)z [(wj + a)i)(<j/’2 >0 a <£’2 >o )J i
X Y
2(0}(57),-0l(#7),) @
0, =200 v 2) (57, - (+7), )]+
2(a)§ (57) -l (%" >th) (4.34)

< > . (< >th) :moyenne dans le condensat (nuage thermique)
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Calcul de ®

cond

Rappelons que [voir (3.25)]:

R L i e (.35

On en déduit:

N h a)j+a)2 1 | 2 )
®cond: 5 ( )2;]( - j—l_ 2 2<a)y_a)x)
o -0, o, o ) o -0 |

2
_ Noh 1 a)f+a)i_2:N0h L, 1o -o
2 o+, 00, 2 \o, o |J|o +o
3

\®}

~

> 6)
r2 r2 <x,2 B y,Z >O
®cond = NO m (<x + y >O) <x,2 4+ y,z >0 (437)
On retrouve le resultat déja obtenu en (4.6) ou (4.9)
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Densité spatiale du nuage thermique

Voir cours 1996-97, page V-3, equation (5.14)

. 1
P (1) = Z_3g3/2 [zexp{ V. .(¥)/k, T}} (4.38)
dB

P 2 Th’

I (4.39)
Longueur d'onde de de Broglie thermique
v4 Fugacité (égalea lpour T =T,) (4.40)
g, (x)= Zﬁ T Fonction de Bose (4.41)

2 2 2 2 2 2
ext(r)—— (a)xx +@, y +a)Zz)
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Expression de <x2>

th

(4.42)

Deéveloppons la fonction de Bose g/, .Les integrales sur
x',y',z' se factorisent.

Apres le changement de variables
2 12

‘mo’ x"” ‘mo’ y'"” 'ma? =
2 = x )2 — x Y W — ; (4.43)

kT k,T k,T

on fait apparaitre, au numerateur g,(z), au dénominateur
Js(z), et les intégrales:

foo e du=~r foo o dy = %\/; (4.44)
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Résultat obtenu pour (1) et (37)

<)Acr2> kT g,(2)
th

= 4 .45,
ma)ﬁ 2,(2) ( X
A 12 _ kBT g4(2)

Pour 7>T7., z<l1, g(z2)/g(z)=1

On retrouve le résultat bien connu donné par
I'équipartition de I'énergie:
(#2) =k,T/me;  ($7) =k,T/mo] (4.46)
Pour 7<7., z=1, g,(2)/g(z)<l

Le nuage se contracte
Effet de la statistique de Bose
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Calcul de ®

Reportons (4.45.a) et (4.45.b) dans (4.34)
Le dernier terme du crochet s’annule et il vient:

Les N-N, particules non condensees tournent
comme un corps rigide
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Récapitulation

Quand on fait tourner un piege contenant un gaz
parfait de bosons partiellement condense,

* Les N-N, bosons non condenseés tournent
comme un corps rigide, méme quand o,
tend vers o,

* Le condensat est beaucoup moins entrainé et
a un moment d’inertie beaucoup plus petit, qui
tend vers 0 quand o, tend vers o,

Manifestation spectaculaire de la superfluidite
du condensat
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Evolution des phénomeénes
quand la vitesse de rotation augmente

Les parametres qui decrivent I'anisotropie du condensat

tournant et son champ de vitesses

caractérisant I'anisotropie du piege.

(4.48)

(4.49)

Etudions les variations de ces divers paramétres quand Q

augmente.
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Equation donnant o

Etudions plus particulierement le cas de bosons
en interaction a la limite de Thomas-Fermi.
Repartons des équations (3.67), (3.68) et(3.64)

du cours llI

@ =w+a’-2a0 (4.50)
~2 2 2
w,=0,+a +2a) (4.51)
~§ _@2
a=-—Q ——— (4.52)
. to,
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Equation donnant a (suite)

Reportons (4.50) et (4.51) dans (4.52). |l vient :

2 2
o, —0, 40l

o =—0
w§+w§+2a2

qui peut encore s’écrire

2a3+a(a)§+a)§—4§22)+9 (a)f—a)f,)zo

Equation du troisieme degré

(4.53)

(4.54)

Les seules racines acceptables sont celles qui donnent

~2 ~2
- 20 o, 20
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Etude de quelques cas limites

Limite Q< w,,0,

L’équation (4.54) n’a alors qu’une racine égale, a
I'ordre le plus bas en Q a:
2 2
W, —
o = — ); e (4.55)
. +®

2

Y

D’aprés (4.50), (4.51) et (4.52), &, et @, ne different
de o, et @, que par des termes en Q°.

L'anisotropie du condensat change donc tres peu
aux faibles vitesses de rotation
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Limite Q> o 0,

L’équation (4.54) a alors une racine qui, a l'ordre le
plus bas en 1/Q, vaut :

o=+ % (a))f - a)i) (4.56)

Les équations (4.50) et (4.51) donnent alors :

- - 1

a))f =~ a)f/ =~ 5(0)3 + a)i) (4.57)
La rotation tres rapide du piege fait ainsi apparaitre
un potentiel effectif isotrope, faisant intervenir la

moyenne des 2 raideurs sur Ox et Oy.

Noter le changement de signe de o quand on passe
de la valeur (4.55) a la valeur (4.56).
145



Cas d’un piege isotrope (o, =w,)

PourQSa)x/\/E

L’équation (4.54) n’a qu’une seule racine

a=0 (4.58)
Pour a)x/\/i <Q < w,

L’équation (4.54) a trois racines :

a = i\/zgzz ~w’ (4.60)

Pour QQ = o,

La racine a =w, conduita @, =0, la racine
a=-0, a o,=0.
Pour QQ > o,

Les racines (4.60) ne sont plus acceptables

car elles conduisent a a?f ou 0'35 negatif. 146



Valeurs possibles de & en fonction de Q)/ @ _
pour W, =w,

a
a)x

>

Q
a)x

Figure IV-1

Bifurcation et brisure spontanée de symetrie quand
Q) atteint la valeur o, /N2

L'interprétation physique sera donneée ultérieurement
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Allure de la courbe donnant o en fonction de QQ/w.
pour o, #w, (0, > ®,)

— A

e
>

Q
a)x

Figure IV-2
B

Courbe formée de 2 branches: 1, 11

-Changement de signe pour € — oo
-PointA Q=w, a=w, solutionde (4.54) w, =0

X

~

-Point B Q=w, oa=-w, solutionde (4.54) &,6 =0

y
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Evolution de I’anisotropie du condensat

D’apres (4.52), a / Q est proportionnel a I'anisotropie
du condensat

~/ ~/

(4.61)

~S ~S

_I_

= N=® o
= N N

Comme la concavité de la branche | de la figure 1V-2 est dirigée
vers le bas, I'anisotropie du piege augmente quand Q croit a
partir de O

Notons que si on diminue Q a partir d'une grande valeur
(branche Il), 'anisotropie du condensat a un signe opposeé
au precedent.
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Interpretation de la bifurcation
apparaissant pourc=20

Le condensat reste isotrope tant que (2 < w_ /\/5 et peut
ensuite devenir tres anisotrope quand (2 atteint et dépasse

cette valeur.

Un tel phenomene correspond a l'excitation résonnante du mode
de surface n. =0, /=2, m =2 qui consiste en une
déformation elliptique tournant a la vitesse @, /\/5 dans le plan
x0y (voirT-42 . lci w, =0, =w,)
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Transfert d’énergie et de moment cinetique du
piege tournant au condensat

Considerons le piege tournant et le condensat comme un
systéeme global isolé

Etat inital

‘Piege de moment d’'inertie | tournant a la vitesse
angulaire Q.
Condensat dans I'état fondamental

Etat final

*Piege tournant a la vitesse €,
Excitation élémentaire créée dans le condensat

Energie: E=hw(¢/) Momentcinétique: L =h/
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Equations de conservation

Energie

| |

Moment cinétique

[Q,=1Q, +h!

De (4.63), on deduit y
Qf — Qi —T

qui, reporté dans (4.62) donne

2
%—hmi = —hew (/)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)
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Limite I > «©

Le piege est un objet macroscopique et il faut faire tendre /
vers linfini.

L’équation (4.66) montre que le transfert résonnant
d'énergie et de moment cinétique du piege tournant au
condensat n'est possible que si

Q > o(!) (4.67)

Pour une onde de surface quadrupolaire

(=2  ol)=o~N2  o)/i=0,/J2
On retrouve bien la condition €2 > o, /\/5

Analogie avec la vitesse critique apparaissant
pour un transfert résonnant d’énergie et de quantité de

mouvement a un superfluide. 153



Analogie avec la resonance d’un
oscillateur non linéaire

Si, sur la courbe de la figure IV-2, on porte en ordonnées le
module de o et non a, on obtient, pour ¢ << 1, une courbe

ayant I'allure suivante

A
04

@

X

/" Figure IV-3

_‘ﬂ’d___._-.-f

M‘” 4
_.,,{.4 P 4 " 7 /
f‘f-,‘«-.-.e_/_c.r _
--—ﬂ-ﬂ“#-/ <\&‘_T"’-‘, o a)
X

qui rappelle celle décrivant la resonance d’'un oscillateur non

linéaire dont la frequence depend de 'amplitude.
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Autres problemes intéressants

Stabilité dynamique

Les regimes stationnaires decrits par les branches
de la figure V-2 peuvent étre dynamiquement instables,

un faible eécart a I'équilibre pouvant croitre et diverger
(voir réferences 1, 4)

Par exemple, le mouvement du centre de masse du
condensat, indéependant des interactions, n’est stable que si

Q<w, ou Q>w,

Nucléation de tourbillons

L’excitation résonnante du mode de surface (=2, m =2

au voisinage de @, /\/5 semble jouer un réle important (voir

référence 95)
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