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INTRODUCTION 1

Introduction

Ces notes de cours traitent de la théorie des groupes et de ses applications & la physique, en
particulier a la physique des hautes énergies. Elles constituent une simple introduction a ce sujet,
sans chercher & en couvrir tous les aspects. Elles sont donc dédiées a un public d’amateurs (au
deux sens du mot) mathématiciens ou physiciens. Elles ont été écrites conjointement par deux
mathématiciens et un physicien théoricien et illustrent les différents points de vue, mathématiques
ou physiques. Ces différences de perspective et de langage sont, nous le croyons, une richesse
qu’il est intéressant d’exploiter, avec aussi ’espoir de renforcer les liens entre mathématiciens et
physiciens.

La partie mathématique de ces notes présente de maniére succinte quelques éléments de base
de la théorie des groupes et de leurs représentations, en vue de leurs applications en physique. Le
style adopté est celui d’une exposition mathématique classique de la forme « définition-lemme-
théoréme » et autant que faire se peut, rigoureuse, méme si beaucoup de démonstrations sont
omises. En revanche, les nombreux exemples illustrant ces notes ont toujours une application
physique.

La partie physique a pour but d’illustrer ’apport de la théorie des groupes en physique, et en
particulier en physique quantique. Bien qu’une grande part des exemples soit issue de la physique
des hautes énergies, les notions introduites se recyclent et émergent dans d’autres domaines de
la physique. Certains des sujets traités sont des classiques (par exemple, les groupes de Lorentz
et de Poincaré, ’équation de Dirac, le modéle des quarks), d’autres font appel a des notions de
physiques plus récentes (par exemple, le modéle standard ou I'invariance conforme).
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Auteurs
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CHAPITRE 1

GROUPES, ACTIONS DE GROUPES ET
REPRESENTATIONS

« Un principe directeur des mathématiques modernes tient en cette lecon : lorsque vous avez
affaire a une entité S munie d’une certaine structure, essayez de déterminer son groupe d’auto-
morphismes, le groupe des transformations de ses éléments qui préservent les relations structu-
rales. Vous pouvez espérer gagner une profonde compréhension de la constitution de S de cette
maniére » Hermann Weyl ().

Le but de ce chapitre est de rappeler les définitions et les résultats de base de la théorie des
groupes, supposées déja plus ou moins connues du lecteur, en en profitant pour introduire la
terminologie et les notations employées par la suite.

I.1. Un exemple fondamental et quelques définitions

Soit X un ensemble. Notons Aut(X) lensemble des bijections de X dans lui-méme. Cet
ensemble est muni de la loi de composition des applications :

(I.1.1) w:Aut(X) x Aut(X) — Aut(X), (¢,¢)— poh.

La loi de composition est associative, c’est-a-dire que quels que soient ¢1, ¢o et ¢3 dans

Aut(X),

(1.1.2) (@1, #2), ¢3) = p(p1, u(P2, #3)),
ou plus simplement (¢1 0 ¢2) o g3 = P10 (2 © P3).

D’autre part, cette loi admet un élément neutre, I'identité de X, notée Idx :

(1.1.3) (Vo € Aut(X)), Idyo¢p=¢oldx =¢.

Enfin, tout élément ¢ de Aut(X) admet un inverse, c’est-a-dire un élément de Aut(X), noté
¢!, vérifiant

(1.1.4) pogp =0 logp=1Idy.

1. Traduit librement d’une traduction de l’allemand en anglais... j’espére que le sens général se sera conservé.
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Le lecteur instruit reconnait 1a le fait que Aut(X) est muni d’une structure de groupe. Pour
les autres, nous rappelons la définition d’un groupe ci-dessous, qui consiste & prendre comme
axiomes ces propriétés de Aut(X), de p et de Idy.

Remarquons que nous disposons aussi d'une application canonique

(I.1.5) a:Aut(X)x X — X, (¢, x) — o).

L’application a vérifie les propriétés suivantes : quels que soient ¢1, ¢2 dans Aut(X) et = dans
X,

(116) a(ﬂ(¢17¢2)’x) = a(¢1,a(¢2,$))7
et de plus
(L.1.7) a(ldx, z) = .

Autrement dit I'application a définit une action du groupe Aut(X) sur X. Donnons mainte-
nant les définitions générales.

Définition I.1.1. — Un groupe est un ensemble G, muni d’une loi
(I.1.8) pw:GxG—G, (g,h)— gh:=u(g,h),
appelée produit du groupe, et vérifiant :
(1) (associativité) quels que soient g, h, k dans G,
(p(g, h), k) = (g, ph, k),
(ou encore, (gh)k = g(hk) ),

(77) (élément neutre) il existe un élément e = e de G, appelé ’élément neutre, tel que pour
tout g € G, u(g,e) = u(e,g) = g (ou encore ge = eg = g),

(iii) (inverse) quelque soit g € G, il existe un élément de G, noté g=1, tel que u(g,g7 1) =
u(g~', g) = e (ou encore gg~' = g~ 'g =e).

Remarque 1.1.2. — On déduit facilement de ces axiomes l'unicité de 1’élément neutre et de
I'inverse d’un élément donné.

Définition 1.1.3. — Soit G un groupe, et X un ensemble. Une action (& gauche) de G sur X
est la donnée d’une application

(I.1.9) a:GxX—=>X, (g2)—~g-x

vérifiant :

(I.1.10) (Vg,h € G), (Vx € X), a(u(g,h),x) =alg,alh,z)).
Lorsque 'action est notée par un “ - 7, ceci s’écrit (gh) -z = g - (h - x), et de plus,

(I.1.11) Ve e X), ale,z)=e-z=u2x.
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Définition 1.1.4. — On appelle G-ensemble un ensemble X muni d’une action de G. Un G-
morphisme du G ensemble X vers le G-ensemble Y est une application f : X — Y compatible
avec les actions de GG, c’est-a-dire

flg-2)=g-f(z), (z€X),(9€q).

On peut penser aux G-ensembles X, Y, comme a des ensembles munis de « symétries », et
aux G-morphismes comme & des applications préservant ces symétries.

Un morphisme de groupes est une application d’'un groupe vers un autre qui préserve la
structure de groupe :

Définition 1.1.5. — Soient G et H deux groupes. Une application de f : G — H est un
morphisme de groupes si quels que soient g, h dans G,

f(gh) = f(g9)f(h).
Dans ce cas, I'ensemble des g € G tels que f(g) = em est appelé noyau du morphisme f. Cest
un sous-groupe de G. On le note ker f. L’image du morphisme f est un sous-groupe de H que
I’on note Im f.

Remarque I.1.6. — La donnée d’une action a d’un groupe G sur un ensemble X est équivalente
a la donnée d’un morphisme de groupes

A: G — Aut(X).
On passe de a & A et réciproquement par

A(g)(x) = alg,z), (z € X),(9€q).

Définition 1.1.7. — Un sous-ensemble H d’un groupe G est un sous-groupe s’il contient 1’é1é-
ment neutre e et est stable par produits et passage aux inverses.

On obtient de nombreux exemples de groupes et d’actions de groupes & partir de I’exemple
fondamental (X, Aut(X)) ci-dessus, et en supposant que ’ensemble X est muni d’une struc-
ture supplémentaire, clairement spécifiée par le contexte. On redéfinit alors Aut(X) comme
I’ensemble des bijections de X dans lui-méme qui préservent, ainsi que leurs inverses, la struc-
ture de X. Les applications p et a définies comme en (I.1.1) et (I.1.5) vérifient encore (1.1.2),
(I.1.3), (I.1.4), (1.1.6), (I.1.7). Lorsque X est muni d’une structure supplémentaire, on supposera,
souvent de maniére implicite, qu'une action d’un groupe G sur X préserve cette structure. Re-
marquons aussi que si 'on part d’un ensemble X muni d’une certaine structure et de son groupe
d’automorphismes Aut(X), et que l'on rajoute une structure supplémentaire, I’ensemble des
éléments de Aut(X) préservant de plus cette nouvelle structure est un sous-groupe de Aut(X).
Ces considérations un peu abstraites seront illustrées par des exemples dans la section suivante.

Une autre maniére d’obtenir des exemples de groupes a partir d’une action d’un groupe G sur
un ensemble X est de considérer, pour toute partie Y de X
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Fixg(Y)={9e G| (VyeY), g-y =y},

Stabg(Y)={ge G| (VyeY), g-ye Y}
(Pour Stabg(Y'), on doit supposer que la partie Y est finie pour assurer la stablité par passage
a l'inverse , ott bien I'imposer : (Vy € Y), g~ -y € Y). On vérifie facilement que I’on obtient
ainsi des sous-groupes du groupe G. Il est intéressant de remarquer que tout sous-groupe d’un
groupe G peut s’obtenir ainsi.

Définition 1.1.8. — Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. On appelle orbite d’un
point x de X sous 'action de GG I’ensemble des points de la forme ¢ - x, g décrivant le groupe G.
Notons G - x 'orbite d’un point x de X. On dit que l'action de G sur X est transitive s’il n’y a
qu’une seule orbite, et qu’elle est fidele si le morphisme

A: G— Aut(X)
défini par 'action est injectif. On dit que 'action est libre si tout élément différent de I’élément
neutre agit sans point fixe. Une action libre est fideéle.
Proposition 1.1.9. — Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. La relation binaire
z~y st G-x=G-y

est une relation d’équivalence sur X . Les orbites de l'action de G forment donc une partition de
l’ensemble X .

Nous laissons la vérification de ce fait au lecteur.

On note G\ X l’ensemble des orbites de I’action de G sur X. On appelle systéme de représen-
tants des orbites de G dans X un ensemble {z;} d’éléments de X tel que

soit une bijection.

Remarque 1.1.10. — Soit G un groupe agissant sur un ensemble X, l'action étant fidéle et
transitive (donc libre). Alors il découle facilement des définitions que tout choix d’un point de
base z € X donne une bijection X ~ G. On dit alors que X est un espace homogéne principal
sur G. Par exemple, si G est un espace vectoriel sur un corps k, un espace homogéne principal
sur GG est un espace affine.

L’action d’un groupe G sur un ensemble X muni d’une certaine structure, est un moyen
puissant d’obtenir des informations sur la structure du groupe G, ou sur celle de 'espace X,
selon la nature du probléme considéré.
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1.2. Exemples de groupes et d’actions de groupes

Exemple 1.2.1. — Le groupe des bijections (on dit aussi permutations dans ce contexte) de
I'ensemble {1,...,n} est noté &,,.
Ezxemple 1.2.2. — Soit V' un espace vectoriel sur un corps k. L’ensemble des applications li-

néaires bijectives de V' dans lui-méme est souvent noté GL(V') plutét que Aut(V'). On appelle
ce groupe le groupe général linéaire.

Une action d’'un groupe G dans un espace vectoriel V qui préserve la structure d’espace
vectoriel (on parle aussi d’action linéaire) est donc équivalent a la donnée d’un morphisme de
groupes :

A:G— GL(V).

De telles actions apparaissent dans de nombreux contextes en mathématique (et en physique)
et 'importance de ce concept justifie une terminologie spécifique. On dit que l'espace vectoriel
V', muni d’une action linéaire d'un groupe G, est une représentation du groupe G. Lorsque
V = k™, on utilise la notation GLy,(k) pour GL(V).

Exzemple 1.2.3. — Soit G un groupe agissant sur un ensemble X, et soit F(X) 'espace vectoriel
des fonctions sur X & valeurs complexes. Alors F(X) est lui aussi muni d’une action linéaire de
G, donnée par

(9-f)2)=flg™"-2), (9€G), (fe€FX)), (z€X).

Cette nouvelle action, d’'une certaine maniére, contient autant d’information que I'ancienne,
mais présente 'avantage de pouvoir utiliser les techniques d’algébre linéaire. C’est pourquoi ’'on
s’attache plus particuliérement & I’étude des actions linéaires des groupes, c’est-a-dire, de leurs
représentations.

Exemple 1.2.4. — Soit V un espace vectoriel sur C, muni d’une structure hilbertienne, c’est-
a~dire d’'un produit produit hermitien défini positif. Le sous-groupe de GL(V) préservant ce
produit hermitien est noté U(V) et est appelé groupe unitaire. Lorsque V' = C", muni du
produit hermitien canonique, on le note U(n). Une action d'un groupe G dans V préservant la
structure hilbertienne est équivalente a la donnée d’un morphisme de groupes :

A:G—=UV).
On dit alors que la représentation de G dans V' est unitaire.

Exemple 1.2.5. — Soit V un espace vectoriel sur R muni d’un produit scalaire. Le sous-groupe
de GL(V) préservant ce produit scalaire est noté O(V') et est appelé groupe orthogonal. Lorsque
V = R", muni du produit scalaire canonique, on le note O(n).

Si p + ¢ = n, munissons R" de la forme bilinéaire symétrique :
(T,Y)pg = T1Y1 + Tay2 + - + TpYp — Tp1Ypt1l — ** T,

oz = (x1,...2n), ¥y = (y1,...,yn) sont des vecteurs de R". Cette forme est non dégénérée, de
signature (p, q). Le sous-groupe de GL,,(R) préservant la forme (.,.),, est noté O(p,q). Si l'on
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note Jp, la matrice diagonale formée de 1 puis de —1 avec pour multiplicités respectives p et g,
on a

O(p,q) = {A € GL,(R) | AJpg"A = Jpg}.
Le groupe O(3,1) joue un role important comme groupe de symétrie en electromagnétisme et en
théorie de la relativité. Il s’appelle le groupe de Lorentz.

De méme, si p+ ¢ = n, on définit les groupes U(p, ¢), sous-groupes de GL(n, C).

Exemple 1.2.6. — SiV est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps k, on note SL(V')
le sous-groupe de GL(V') des éléments de déterminant 1. Ce groupe s’appelle le groupe spécial
linéaire. Remarquons que

det : GL(V) — k*
est un morphisme de groupes, et donc SL(V') est son noyau. L’intersection d’un sous-groupe H
de GL(V') avec SL(V') sera notée SH. En reprenant les exemples ci-dessus, on obtient SU(V),
SO(V), SO(p,q)...

Exemple 1.2.7. — Considérons 'action naturelle de O(2) dans R?, et soit Y C R? un polygone
régulier & n cotés (n < 3), centré en 0. Le sous-groupe de O(2) laissant invariant Y est le groupe
dihédral D,,. Son ordre est 2n. Son intersection avec SO(2) est isomorphe a Z/nZ.

Ezxzemple 1.2.8. — Une forme symplectique sur un espace vectoriel V' (défini sur un corps k)
est une forme w : V x V — k bilinéaire, antisymétrique, et non dégénérée (c’est-a-dire que si
w(X,Y) =0 pour tout X € V, alors Y = 0). En dimension finie, ceci impose & la dimension de
I’espace d’étre paire.

Sur k2" la forme symplectique canonique est donnée par :

X =1, 2oyt ), X =4, 2l vl )

/

WX, X" =my) + .y, — i — = ynl,.

0 I,
J2n—<_In O>a

w(X, X) =X Jon X'

ou encore, en notant Jo, la matrice

Soit (V,w) un espace symplectique. Le groupe symplectique Sp(V,w) est alors le sous-groupe
de GL(V) des isomorphismes préservant la forme symplectique, c’est-a-dire que

Sp(V,w) = {A € GL(V) |w(AX, AX') = w(X, X"), (VX, X' € V)}

Dans le cas ot V = k?” muni de la forme symplectique canonique,
Sp(2n, k) = {A S GLQn(kZ) ’tAJQnA = JQn}.

Exemple 1.2.9. — Le groupe de Heisenberg Soit (V,w) un espace symplectique. Pour fixer
les idées, nous supposerons ici que le corps de base est R, mais les constructions qui vont suivre
peuvent se faire sur un corps quelconque. Notons H(V,w) = V @ R, que nous munissons du
produit suivant :

(X, 2)(X",2)=( X+ X' 2+ 2 +w(X, X))
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On vérifie facilement que H(V,w) est un groupe.

Dans le cas ot V = R?” muni de la forme symplectique canonique, on obtient une réalisation
matricielle du groupe de Heisenberg de la maniére suivante

(X:t(l’l,...ZEn,yl,...,yn),Z) =

1 =1 ... Tn Y1 ... Yn z

0O 1 ... ... ... ... Y

0 1

0 Yn
—1

O

O o ... ... ... ... 0 1

Ezxemple 1.2.10. — Si X est un espace métrique, ol plus généralement topologique, Aut(X)
est I’ensemble des homéomorphismes de X dans lui-méme. Si a est une action d’un groupe G
sur X, on demande que les applications a(g,.) : X — X soient continues. Dans le cas ot X est
une variété différentiable, Aut(X) est 'ensemble des difféomorphismes de X dans lui-méme. Les
actions sur X sont alors supposées différentiables.

Un groupe important apparaissant en physique est celui des difféomorphisme du cercle,
noté Diff (S1). Le sous-groupe des difféomorphismes du cercle préservant 'orientation est noté
Diff *(S1).

1.3. Le groupe symétrique
Nous rappelons rapidement dans cette section les notations et les principaux résultats concer-
nant le groupe symétrique S,,, le groupe des permutations de I'ensemble {1,...,n}.
Nous adoptons les notations usuelles pour les éléments de &,,. Ainsi, par exemple
1 2 3 45
o =
4 2 5 1 3
est la bijection de I'ensemble {1,2,3,4,5} envoyant 1 sur 4, 2 sur 2, 3 sur 5, 4 sur 1 et 5 sur 3.

Ceci permet d’effectuer facilement les calculs de produits, si 'on n’oublie pas que dans une
composition de fonctions f o g, c’est la fonction ¢ qui agit avant f :

1 2 3 4 5 12345\ (12345
3425 1 425 13) \5 4132
Soit 0 € &, et k € {1,...,n}. On appelle par abus de langage orbite de k sous o l'orbite de
k sous l'action du sous-groupe (o) de &,, ({(0) est le sous-groupe engendré par o).

Voyons maintenant certaines permutations particuliéres. Si i et j sont deux éléments différents
de {1,...,n}, on appelle transposition de i et de j la permutation de &,, (notée 7;;) qui échange
1 et j et laisse tous les autres éléments fixes.
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On appelle cycle une permutation dont toutes les orbites sauf au plus une sont des singletons.
On appelle longueur du cycle le cardinal de cette orbite particuliére, la longueur de l'identité
étant 1. Ainsi une transposition est un cycle de longueur 2.

On appelle permutation circulaire de &,, une permutation n’ayant qu’une seule orbite. Les
permutations circulaires sont donc les cycles de longueur n.

On peut aussi noter les permutations selon leur décomposition en cycles, par exemple,

o 1 23456 7289
\7 46 9 25813)

est aussi notée
o = (178)(249365).
De méme, on note aussi (i, j) la transposition 7;.
Remarquons qu’il n’y a pas d’unicité d’une telle écriture :

o = (178)(249365) = (817)(365249) € S,

mais, en dehors de ces ambiguités évidentes, la décomposition en cycles est essentiellement dé-
terminée.

On omet généralement les cycles de longueur 1 (les points fixes) d’une telle écriture :
o= (178)(2)(4536)(9) = (178)(4536).
Remarquons que dans cette derniére écriture, il n’est plus apparent que o soit un élément de Gg.

La décomposition de {1,...,n} en orbites sous o est apparente dans une écriture en cycles de
0.

Théoréme 1.3.1. — Les transpositions T; i+1, i = 1,...n — 1, engendrent &,,.

Démonstration. (Esquisse). Par récurrence sur n, on montre que &,, est engendré par les trans-
positions. On montre ensuite qu’une transposition quelconque est produit de transpositions de
la forme 7; ;41. O

Ecrivons une permutation o comme produit de transpositions. Bien stir, il n’y a pas unicité
de cette écriture, ni méme unicité du nombre de transpositions intervenant dans cette écriture.
En revanche, la parité de ce nombre de transpositions est déterminée par o, comme 'affirme le
théoréme suivant :

Théoréme 1.3.2. — Soit 0 € G,,. 1l y a égalité entre les nombres suivants :

(i) (=1)T ou T est le nombre de transpositions dans une écriture de o comme produit de
transpositions.

(i) (=1)P, D =n —m ot m est le nombre d’orbites de o dans {1,...,n}.
(i41) (—1)% ot S est le cardinal de ’ensemble des couples (i,7) € {1,...,n}? tels que i < j et
o(i) > o(j).

(iv) Hi<j %;(])
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On appelle ce nombre la signature de o et on le note sgn(o). Sisgn(o) = 1, on dit que o est
paire, et impaire si sgn(o) = —1

Démonstration. I’égalité entre (7i7) et (iv) est évidente car tous les facteurs (i — j), au signe prés,
apparaissent une et une seule fois au numérateur et au dénominateur. La valeur absolue de (iv)
est donc 1, et son signe est donné par le nombre de couples (¢, ) tels que i < j et o(i) > o (7).

Montrons I’égalité entre (i) et (i7), ce qui montre au passage que (i) est bien défini, c’est-a-dire
ne dépend pas de 'écriture de o en un produit de transpositions. Notons €(o) la quantité définie
en (74). On montre d’abord que si 7 = 7;; est une transposition €(oc7) = —e(0), en distinguant
deux cas :

- sl ¢ et j sont dans la méme orbite sous o, alors les orbites sous o7 sont les mémes que celles
sous o, sauf 'orbite contenant ¢ et j qui se scinde en deux.

- si ¢ et j ne sont pas sont dans la méme orbite sous o, alors les orbites sous o7 sont les mémes
que celles sous o, sauf celles contenant 7 et j qui n’en forment plus qu’une.

On raisonne alors par récurrence sur le nombre de transpositions dans une écriture de o comme

produit de celles-ci. Ceci montre au passage que la signature d’un cycle de longueur k est (—1)*~1.

Montrons maintenant que (i) = (iv). On a, quels que soient 0,7 € &,

11 or(i) —o7(j) _ I1 o7(i) = o7(j) 11 (1) = 7(J)

i i—j s @ =70 s i

11 o(i) — o(4) 11 (i) = ()

y 1—7 L i—y
1< J 1<) J

par un changement de variables dans le premier produit. Si 'on note € (o) la quantité définie
en (iv), on a donc €'(o7) = € (0)€'(1). On conclut alors encore par récurrence sur le nombre de
transpositions dans une écriture de o comme produit de celles-ci, en remarquant que € (7) = —1
si 7 est une transposition. O

Corollaire 1.3.3. — L’application
S, — {£1}, o+ sgn(o)
est un morphisme de groupes.

Le noyau du morphisme sgn, c’est-d-dire ’ensemble des permutations paires, est appelé le
groupe alterné et noté 2A,.

Ezxercice 1.3.4. — Montrer que le groupe alterné 2, est engendré par les 3-cycles. Montrer que
si n > 5, tous les 3-cycles sont conjugués dans 2,,.

Nous allons décrire les classes de conjugaison dans le groupe symétrique &,,. Rappelons qu'une
partition de l'entier n est une collection d’entiers > 1 (avec répétitions) {ni,...,nx} tel que

n=mni+--+ng.



12 CHAPITRE 1. GROUPES, ACTIONS DE GROUPES ET REPRESENTATIONS

On note souvent une partition en ordonnant les n; dans ’ordre décroissant :

A= (nl,...,nk)
avec ny > ng > -+ > ng, n = ny + -+ + ng. Une autre notation souvent utilisée pour une
partition est d’indiquer, pour chaque entier 1,2, ... la multiplicité avec lequel celui-ci intervient

dans la partition par un exposant (en omettant les entiers n’intervenant pas) . Par exemple, la
notation

A= (12,22 4h
désigne la partition

10=4+2+2+1+1.

A chaque élément o € &, on associe une partition de n donnée par les longueurs des cycles
dans la décomposition en cycles de o. Par exemple, o = (178)(2)(4536)(9) donne la partition
9=44+3+1+1.

Théoreme 1.3.5. — Deux permutations o et 7 de &, sont conjuguées si et seulement si les
partitions de n données par leur décomposition en cycles sont les mémes.

La démonstration est laissée en exercice.

FEzxercice 1.3.6. — Calculer le cardinal de la classe de conjugaison de &,, correspondant a la
partition A = (A{?,..., A7) de n.

I.4. Produit semi-direct

Cette section est donnée sous forme d’exercice.

— 1. Le point de vue interne. Soient G un groupe et H et N deux sous-groupes de G vérifiant :
(a) N est distingué dans G,

(b) H et N engendrent G, H N N = {e}.

Montrer que tout élément g € G se décompose de maniére unique sous la forme g = nh,
n € N, h € H. En déduire que 1'on a une bijection

N xH— G, (n,h)— nh.
Montrer que la loi de groupe sur N x H induite de celle de G par transport de structure est

(n,h)(n',h') = (n(hn'h™1), h1).

— 2. Le point de vue externe. Soient H et N deux groupes, et supposons que H agisse sur N
par automorphismes de groupe, c’est-a-dire que ’on dispose d’un morphisme de groupes

¢ H — Aut(N),
et 'on pose h-n = ¢(h)(n). On définit sur N x H le produit
(n,h)(n',h) = (n(h-n'),hR)).
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Montrer que N x H muni de ce produit est un groupe, que ’on appelle le produit semi-direct
de N et H, et que 'on note N x H. Vérifier que les parties N x {ey} et {ex} x H sont deux
sous-groupes de N x H, respectivement isomorphes & N et H. On identifie ainsi N et H & deux
sous-groupes de N x H. Montrer qu’ils vérifient les hypothéses du 1.

— 3. Extensions. Une suite exacte de groupes est une suite de groupes G;, et de morphismes
¢i 2 Gi = Gig,
--~Gi,1db>Gi ﬂGiH@GHQW_*%

telle que pour tout ¢, ker ¢;1+1 = Im ¢;. Une suite exacte courte est une suite exacte de la forme
¢ ¥
{e} = N — G — H — {e}.

Le morphisme ¢ est injectif, et ¥ est surjectif.

Supposons que soit donnée une suite exacte courte comme ci-dessus. Une section de cette suite
exacte est un morphisme de groupes s: H — G tel que ¥ o s = Idy.

Montrer que s est injective. Montrer que ¢(N) et s(H) sont deux sous-groupes vérifiant les
hypothéses du 1. Faire le lien avec le point de vue externe.

— 4. Exemples. Montrer que le groupe dihédral D,, est isomorphe au produit semi-direct
Z/nZ x Z)27. Déterminer les classes de conjugaison de D,,. Montrer que le groupe E(2) des
isométries affines du plan est le produit semi-direct R? x O(2). Chercher dans la littérature ou
sur internet la définition du groupe de Poincaré.

1.5. Représentations

Dans ce chapitre, les espaces vectoriels sont définis sur le corps des nombres complexes.

Rappelons que si V' est un espace vectoriel, GL(V) désigne le groupe des isomorphismes
linéaires de V' dans lui-méme. Si V' est de plus un espace de Hilbert pour le produit hermitien
(.])v, U(V) désigne le sous-groupe de GL(V') des applications linéaires u préservant le produit
hermitien, c’est-a-dire

(u(v)[u(w))v = (v[w)y, (v,weV).

1.5.1. Premiéres définitions. Représentations unitaires. — Soit G un groupe.

Définition 1.5.1. — Une représentation (p, V') du groupe G est la donnée d’un espace vectoriel
V', appelé espace de la représentation, et d’un morphisme de groupes

p: G — GL(V).

Si V est un espace de Hilbert pour le produit hermitien (.[.)y, la représentation (p, V') est dite
unitaire si p est a valeurs dans U(V), c’est-a dire si pour tout g € G, pour tous v,w € V,

(p(g) -vlp(g) - w)y = (vlw)y.
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La dimension de la représentation (p, V') est la dimension de V. On la note d,,.

La représentation triviale de GG est celle ot V = C et tout g € G agit comme 'identité de
C.

L’espace vectoriel {0} est aussi un espace de représentation pour tout groupe G (de maniére
unique, puisque GL({0}) est le groupe a un élément). Nous 'appellerons représentation nulle
de G.

Théoréme 1.5.2. — Soit (p,V') une représentation de dimension finie de G d’un groupe fini.
On peut munir V' d’un produit hermitien (.|.)yv qui rend la représentation (p, V') unitaire.

Démonstration. Munissons V' d’un produit hermitien (.|.)p quelconque. Définissons un nouveau
produit hermitien (. |.); par

( v, w 1 |G’ Z U|p )0) (va € V)

geqG

Ce nouveau produit vérifie les propriétés de sesquilinéarité requises et est positif, comme on peut
le voir immédiatement. Il est défini car si

1 G Z ’U|,0 U)O =0
1G] e
alors tous les termes de la somme étant positifs, ils sont nuls. Pour g = e, ceci donne (v|v)g = 0,

et donc v = 0.

Vérifions que ce nouveau produit hermitien est invariant par p. Pour tout h € H :

(p(h) - vlp(h) Z ) - vlp(g) - p(h) - w)o

geG

Z (gh) - vlp(gh) - w)o

geG

Z ) -vlp(g) - w)o

gGG
= (vlw)l
Le point crucial du calcul est donc juste un changement de variable dans la somme.

Remarquons que I’hypothése de la dimension finie ne sert qu’a s’assurer que V est bien un
espace de Hilbert. Si I'on suppose au départ que (V, (.|.)o) est un espace de Hilbert de dimension
infinie, le méme procédé de moyenne donne un nouveau produit hermitien (.|.); invariant par
G. Il est facile de voir que la topologie définie par ce nouveau produit hermitien est la méme que
I’ancienne (les normes induites sont équivalentes), et donc que V' est encore un espace de Hilbert
pour (.].)1. O

Remarque 1.5.3. — Pour des groupes plus généraux que les groupes finis, il nous faudra rem-
placer les arguments basés sur ce procédé de moyenne par quelque chose de plus général, a
savoir l'existence de mesure de Haar sur les groupes (topologiques localement compacts). Nous



1.5. REPRESENTATIONS 15

ne définissons pas la notion de mesure de Haar pour 'instant, mais nous remarquons simple-
ment que ’on peut munir I’ensemble fini G de sa mesure de comptage normalisée ug. Plus
explicitement, pour toute fonction f sur G

| 16 dnato) = 155 ¥ 1)

gEG
La propriété fondamentale de cette mesure est que quels que soient z,y dans G,

/ fa™ gy) dpa(g) = / f(9) duc(g)
G G

c’est-a-dire que pg est invariante par translation a gauche et a droite.

Dans la suite de ce chapitre, les groupes finis sont toujours munis de leurs mesures de comptage
normalisée.

I.5.2. Sous-représentations, représentations irréductibles. — Soit (p, V') une représen-
tation du groupe G. Un sous-espace W de V est dit invariant par p si pour tout g € G,
p(g) - W C W. On peut alors parler de la restriction de p & W, que 'on note (pjy, W). Une telle
représentation restreinte 4 un sous-espace invariant s’appelle une sous-représentation de G.

Définition 1.5.4. — Une représentation (p, V') du groupe G est dite irréductible si elle est
non nulle n’admet aucun sous-espace autre que {0} et V' invariant par p.

Proposition 1.5.5. — Une représentation irréductible d’un groupe fini est de dimension finie.

Démonstration. Soit (p, V') une représentation irréductible du groupe fini G. Soit v € V', non nul,
et soit W le sous-espace engendré par les vecteurs de la forme p(g) - v, g € G. Ce sous-espace est
donc de dimension finie, et il est immédiat de vérifier qu’il est invariant par p. On a donc V =W
et V est de dimension finie. O

Soit (p, V') une représentation du groupe G et supposons que ’espace V' soit somme directe
de sous-espaces W; (non nuls), i =1,...,r
v= P w
i=1,...,r
et que ces espaces W; soient invariants par p. On dit alors que la représentation (p, V') se décom-
pose en somme directe des représentations (p|Wi, W;) et l'on écrit

V)= P (o, Wa).
i=1,...,r
L’étude de la représentation (p,V’) se raméne alors a celle des (pjw,, W;). Il parait raisonnable
d’espérer pouvoir décomposer toute représentation en somme directe de représentations, jusqu’a
ce que toutes celles-ci soient irréductibles. Ceci n’est pourtant pas totalement évident, méme
pour des représentations de dimension finie, le probléme étant le suivant : si (p, V) est une
représentation qui n’est pas irréductible, alors il existe un sous-espace W invariant par p. Pour
pouvoir décomposer (p,V), il faudrait pouvoir exhiber un supplémentaire de W dans V' qui
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soit lui aussi invariant par p. Le théoréme ci-dessous affirme que pour les représentations d’un
groupe fini, ceci est toujours possible. Pour des représentations plus générales, ce n’est pas le
cas. Il est donc utile d’introduire la terminologie représentation indécomposable pour une
représentation qui ne peut pas s’écrire comme somme directe non triviale. Une représentation
irréductible est toujours indécomposable, l'inverse n’étant pas vrai en général (mais 1’est pour
les représentations des groupes finis).

Théoréme 1.5.6. — Soient G un groupe fini et (p, V') une représentation de dimension finie de
G. Soit W un sous-espace de V invariant par p. Alors W admet un supplémentaire invariant
W', de sorte que l’on peut décomposer (p, V') en somme directe de (o, W) et (pjwr, w’).

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.5.2, on peut munir V' d’un produit hermitien invariant
(-].)v. Il est alors immédiat de voir que I'orthogonal W+ de W dans V pour ce produit hermitien
est invariant par p. Ceci fournit une décomposition

V=WaeWwt

en somme directe de sous-espaces invariants. O

Corollaire 1.5.7. — Toute représentation de dimension finie (p, V') d’un groupe fini G se dé-
compose en somme directe de représentations irréductibles.

Démonstration. Ceci est facile & établir par récurrence sur la dimension de la représentation.
Remarquons que le fait que le groupe soit fini permet de montrer I'existence d’un supplémentaire
stable, et le fait que la représentation soit de dimension finie permet la récurrence. O

Une représentation est dite complétement réductible, ou semi-simple si elle peut s’écrire
comme somme directe de représentations irréductibles. Le corollaire affirme que toute représen-
tation de dimension finie d’un groupe fini est complétement réductible. Ceci permet de réduire
dans une certaine mesure I’étude des représentations de dimension finie du groupe G a celle des
représentations irréductibles.

Ezxemple 1.5.8. — La théorie des représentations des groupes est une généralisation de I’algeébre
linéaire. Soit g € GL(n,C), et considérons le sous-groupe G de GL(n,C) engendré par g,

G={¢", neZ}.

L’espace EF = C™ est naturellement une représentation de G. Supposons que g soit diagonalisable,
c’est-a-dire que E est somme directe de sous-espace de dimension 1, stabilisés par g, et donc par
tous les éléments de G. On obtient donc ainsi une décomposition de E en somme directe de
représentations irréductibles (de dimension 1) de G.

En revanche, si G n’est pas diagonalisable, chaque sous-espace caractéristique de g est stable
sous l'action de GG, mais si cet espace n’est pas un sous-espace propre, il n’est pas complétement
réductible.
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1.5.3. Opérateurs d’entrelacement. Lemme de Schur. —

Définition 1.5.9. — Soient (p, V') et (1, W) deux représentations du groupe G. Un opérateur
d’entrelacement T : V' — W est une application linéaire de V' dans W vérifiant

T(p(g) -v) =7(9) - T(v), (g€G),(veV)

Autrement dit, un opérateur d’entrelacement est un G-morphisme linéaire (cf. Définition 1.1.4).
On dit aussi que T est G-équivariant.

On note Homg (V, W) ou parfois Homg(p, 7) I'ensemble des opérateurs d’entrelacement entre
(p, V) et (r,W). Il est clair que c¢’est un sous-espace vectoriel de ’espace des applications linéaires
de V vers W.

Il devient maintenant possible de définir la notion de représentations équivalentes ou
isomorphes.

Définition 1.5.10. — Soient (p,V) et (7,W) deux représentations du groupe G. Elles sont
équivalentes (ou isomorphes) s’il existe un opérateur d’entrelacement inversible 7: V' — W.

Si T est un tel opérateur d’entrelacement inversible, 77! est bien stir aussi un opérateur
d’entrelacement et

T(g)=Toplg)oT™, (9€@)

L’équivalence dans le sens défini ci-dessus est une relation d’équivalence sur I’ensemble des
représentations du groupe G. Dans la pratique, comme souvent en mathématique, on a tendance
a confondre équivalence et égalité, c’est-a-dire & confondre une représentation et sa classe d’équi-
valence, ou dans le sens contraire, une classe d’équivalence et I’'un de ses représentants. Il s’agit
la d’abus de langage la plupart du temps inoffensifs.

Lemme 1.5.11. — (i) Soient (p, V) et (1,W) deux représentations d’un groupe G etT : V —
W un opérateur d’entrelacement. Alors kerT est un sous-espace de V invariant par p, et ImT
est un sous-espace de W invariant par T.

(i) Soit (p, V') une représentation du groupe G, et T un opérateur d’entrelacement de (p,V)
avec elle-méme. Alors tout sous-espace propre de T est invariant par p.
Démonstration. (i) Si v € ker T, alors, pour tout g € G,
T(p(g)-v) =7(g)-T(v) =0
donc p(g) v € kerT. Siw € Im T, il existe v € V tel que T'(v) = w, et pour tout g € G,
7(9) - w=7(g) - T(v) = T(p(g) - v)
donc 7(g) -w € ImT. O

(7i) Soit A une valeur propre de T', et V) le sous-espace propre correspondant. Alors pour tout
g € G, pour tout v € V),

et donc p(g) - v € Vj. O
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Théoréeme 1.5.12 (Lemme de Schur). — Soit T un opérateur d’entrelacement entre deux re-
présentations irréductibles (p1, V1) et (p2, Va) d’un groupe G. Alors

- 51 (p1, V1) et (p2,Va) ne sont pas équivalentes, T' = 0,

- si (p1, V1) et (p2, Vo) sont équivalentes et de dimension finie, Homg(Vi, Va) est de dimension
1. De maniére équivalente, Homg(Vy, V1) est l'ensemble des multiples scalaires de l'identité de
.

Démonstration. Ceci découle facilement du lemme précédent. En effet, si (p1, V1) et (p2, V2) ne
sont pas équivalentes, T' n’est pas inversible. S’il n’est pas injectif, son noyau est non trivial. Mais
(p1, V1) étant irréductible, ceci donne ker T' = V3, et donc T' = 0. De méme, s’il n’est pas surjectif,
son image Im 7T est un sous-espace invariant de Vo, et donc V5 étant irréductible, Im7T = {0},
donc T'= 0.

Pour le second point, soit T' € Homg(V3, V7)), considérons une valeur propre A de T', et soit V)
le sous-espace de V; correspondant (c’est ici qu’intervient I’hypothése de dimension finie, il faut
pouvoir assurer 1’existence d’un sous-espace propre non trivial). Il est non nul par hypothése, et
donc par irréductibilité de (p1, V1), c’est V; tout entier. Ceci montre que T' = Mdy; . L’équivalence
entre les deux formulations du second point vient du fait que si S : Vi — V5 est un opérateur
d’entrelacement inversible réalisant I’équivalence entre (p1, V1) et (p2, V2), il est clair que

HOH]G(Vl,‘/l) — HOH]G(Vl,‘/Q)
T— SoT

est un isomorphisme linéaire d’inverse donné par T +— S~ o T. O

1.6. Opérations sur les représentations : sommes directes et produits, produits ten-
soriels, représentation contragrédiente

Dans ce qui suit, on ne fait pas d’hypothéses sur G, qui est un groupe quelconque. Les repré-
sentations de ce groupe ne sont pas non plus supposées de dimension finie.

I1.6.1. Sommes directes et produits. — Nous avons vu dans la section 1.5.2 comment une
représentation (p, V') d’un groupe G pouvait parfois se décomposer en somme directe de sous-
représentations (point de vue interne). Voyons maintenant comment former la somme directe de
deux représentations de G n’ayant a priori rien a voir I'une avec 'autre (point de vue externe).
Soient donc (p1, Vi) et (p2, Vo) deux représentations de G. La somme directe de V; et V5 est un
espace vectoriel V, muni de deux G-morphismes

1n:Vi—=V, ig: Vo=V,

vérifiant la propriété universelle suivante : pour toute représentation (7, W) de G et toute paire
de G-morphismes f; : Vi — W, fo: Vo — W, il existe un unique G-morphisme f: V — W tel
que fi = foi1 et fo = fois. Onnote V=V, @ V5.
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(1.6.1) V=1aoh
i f Vs
\ /
w

Cette définition, un peu abstraite, appelle plusieurs remarques :

— Il y a unicité de la somme directe, a unique isomorphisme prés. En effet, soit (V,i1,1i2) et
(V',i},1%) deux sommes directes de V; et Va. La propriété universelle de V' appliquée a W = V'
et f1 =1, fo =i} donne un unique G-morphisme f : V — V' tel que i} = foiy et i) = foia.
En renversant les roles de V et V', on obtient de méme un unique G-morphisme f': V' — V tel
que iy = f'oi} et ig = f' o ib.

Considérons maintenant f'of : V. — V.1l vérifie f'ofoi; = f'oi}] =iy et flofoig = f'oily = is.
Or un autre G-morphisme de V dans V satisfait aux mémes propriétés, il s’agit de I'identité de
V. La condition d’unicité de la propriété universelle de V appliquée & W =V et fi = i1, fo =19
nous donne alors f’o f = Idy . En renversant les roles de V et V/, on obtient de méme fo f' = Idy-.
Ceci montre que V et V'’ sont isomorphes, et que I'isomorphisme entre eux est unique, et justifie
I’abus de langage courant consistant & parler de « la »somme directe de V7 et V5.

— La somme directe existe : on prend le produit ensembliste usuel V4 x V5 de V7 et Vo, muni
de la structure d’espace vectoriel produit et des injections
11 V1—>V1 XVQ, 1)1'—>(’Z)1,0)
19 : V2—>V1><V2, U1P—>(O,U2).

L’action p de G sur Vi x V4 étant donné par

p(g) - (v1,v2) = (p1(g) - v1, p2(g) - va).

On vérifie aisément que cette construction donne bien un objet vérifiant la propriété universelle
voulue.

Le produit ensembliste usuel V' = V; x V5 muni de la structure vectorielle produit, de la
structure de représentation de G donnée ci-dessus et des projections canoniques : p; : Vi x Vo —
Vi, pa : V1 x Vo — V4 vérifie aussi une propriété universelle, & savoir que pour toute représentation
(1,W) de G et toute paire de G-morphismes f; : W — Vi, fo : W — Vs, il existe un unique
G-morphisme f: W — V tel que fi =pr1o fet fo =psof.

(1.6.2) V = V1 X VQ
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Une représentation (7, V') de G vérifiant cette propriété universelle est appelé produit direct
des représentations (71, V1) et (w2, V2). De méme que pour la somme directe, deux espaces V et
V' vérifiant cette propriété universelle sont isomorphes, I'isomorphisme étant unique. Ceci justifie
I’abus de langage consistant & parler « du »produit de Vi et V5.

Résumons la discussion ci-dessus : nous disposons de deux notions bien distinctes, celle de
somme directe et celle de produit direct de deux représentations (71, V1) et(me, V2) de G. Ce sont
des représentations de G, vérifiant chacune une propriété universelle différente (bien que proche :
la seconde est obtenue de la premiére en inversant le sens des fléches dans le diagramme 1.6.1).
Le fait que 'on puisse construire la somme directe ou le produit de la méme fagon (a partir
du produit ensembliste usuel, comme expliqué ci-dessus) ne doit pas masquer cette différence,

et d’ailleurs, lorsqu’on généralise & une famille infinie de représentations, les représentations
obtenues comme somme directe et produit direct ne sont plus isomorphes.

Généralisons tout ceci & une famille quelconque de représentations (p;, V;) de G, i variant
dans un ensemble d’indices I. La somme directe des (p;, Vi)ier est une représentation notée
(p, V) = @,;cr(pi, Vi) munie de G-morphismes i; : V; — V vérifiant la propriété universelle
suivante :

pour toute représentation (7, W) de G et toute famille de G-morphismes f; : V; = W, i € I,
il existe un unique G-morphisme f: V — W tel que f; = f oi; pour tout ¢ € I.

Le produit direct des (p;, V;)icr est une représentation notée (p,V) = [[,c;(ps, Vi) munie de
G-morphismes p; : V — V; vérifiant la propriété universelle suivante :

pour toute représentation (7, W) de G et toute famille de G-morphismes f; : W — V;, i € I,
il existe un unique G-morphisme f: W — V tel que f; =i; o f pour tout ¢ € I.

Comme précédemment, somme directe et produit direct sont uniques & unique isomorphisme
pres, et on peut les construire ensemblistement de la maniére suivante : pour le produit direct, on
prend pour V le produit direct ensembliste des V;, ¢ € I, muni de sa structure d’espace vectoriel
canonique et des projections canoniques p;. L’action de G sur un élément de V est donné par
I’action de G sur chaque facteur :

p(9) - (vi)ier = (pi(g) - viier-

Pour la somme directe, on prend pour V' le sous-espace du produit ensembliste des V; constitués
des familles (v;);e; o seul un nombre fini de v; sont non nuls. C’est un sous-espace vectoriel du
produit ensembliste des V;, et méme une sous-représentation de GG, comme on le vérifie facilement.
Les morphismes #; sont les inclusions canoniques ; : V; — V.

Les propriétés universelles de la somme et du produit direct d’'une famille de représentations
peuvent se réécrire de la maniére suivante.

Théoréme 1.6.1. — Soit (p;,V;)ier une famille de représentations du groupe G. Pour toute
représentation (7,W) de G, on a

(1.6.3) Home (e Vi, W) ~ [ [ Home (V;, W),
el



1.6. OPERATIONS SUR LES REPRESENTATIONS 21

(1.6.4) Home(W, [ [ Vi) ~ [ [ Home (W, V3).
iel icl
1.6.2. Produits tensoriels. — Dans le paragraphe précédent, nous avons muni l’ensemble

des représentations d’un groupe G d’une somme :

((p17 ‘/1)7 (PZ; VQ)) = (Pl S¥ PQ,Vl S V2)7

La terminologie et la notation « additive » se justifient par le fait que (p1 @ p2, Vi @ Va) est
toujours isomorphe & (p2 @ p1, Vo @ V1) et que

dim(V; @ V3) = dim V4 + dim Va,

lorsque V; et V5 sont de dimension finie. La représentation de G dans 'espace nul {0} est un
« élément neutre » pour cette somme. Mais remarquons qu’une représentation (p, V') non nulle
n’admet pas d’inverse.

Nous voudrions maintenant construire une opération analogue & un produit :

((p1, V1), (p2, V2)) = (p1 ® p2, Vi @ V2)

ayant de bonnes propriétés de distributivité par rapport a la somme définie précédemment, et
vérifiant

(1.6.5) dim(V1 & VQ) =dim V; x dim V5,
lorsque V7 et V5 sont de dimension finie.

Définition 1.6.2. — Soient V; et Vo deux espaces vectoriels. Le produit tensoriel V; ® V5 est
un espace vectoriel muni d’une application
t: Vix Vo= ViaVe, (v1,v2) — v ®uy
vérifiant :
(7) ¢ est bilinéaire,
(7) si (ej)ier est une base de V; et si (fj);jes est une base de V5,
(€ ® fi)ierjes

est une base de Vi ® V5.

Remarques 1.6.3. — Un tel espace existe et est déterminé & isomorphisme prés. La propriété
(77) entraine la formule (I.6.5) lorsque les espaces sont de dimension finie. L’espace V; ® V5 vérifie
la propriété universelle suivante :

(#7') soit ¢ : Vi X Vo — W une application bilinéaire quelconque. Alors il existe une unique
application linéaire
$:VioVa— W
tel que ggOL:qS.

La propriété (ii") est équivalente a (i7). Comme dans le paragraphe précédent pour les sommes
et produits directs la propriété universelle garantit I'unicité du produit tensoriel a& unique iso-
morphisme prés, et justifie I’abus de langage consistant & parler « du » produit tensoriel. Nous
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ne donnons pas de détails concernant la construction du produit tensoriel, mais celle-ci est, nous
semble-t-il, claire si 'on considére la propriété (ii), et que I'on se débarrasse de ses scrupules a
utiliser I’axiome du choix.

Soient (p1, V1) une représentation d’un groupe G1, et (p2, V2) une représentation d’un groupe
GG2. On peut munir I'espace Vi ® Vo d’une représentation notée p; X ps de G X Go. Une définition
évidente est de poser
(1.6.6) (p1 X p2)(g1,92) - (v1 ®v2) = p1(g1) - v1 ® p2(g2) - v2

(v1 € V1), (v2 € V2), (g1 € G1), (92 € Ga).

Comme Vi ® Vo est engendré par les vy @ vg, v1 € Vi, vo € Vo, par linéarité, ces formules
suffisent a définir 'opérateur (p1 X p2)(g1, g2) sur V3 ® Vo, pour peu que l'on ait montré que si
un vecteur de V3 ® V5 se décompose de deux maniéres en tenseurs élémentaires

/ /
E Vi @ w; = E v; @ w;
i J

alors

Zp1(g1) v @ pa(g2) - wi = ZPI(QI) -v; ® p1(ga) - w.

( J
C’est en fait une conséquence de la propriété universelle du produit tensoriel. En effet, considérons
I’application bilinéaire :
Vi x Vo, (vi,v2) = pi(g1) - v1 @ p2(g2) - va.

D’apres la propriété universelle, il existe un endomorphisme (unique) de Vi3 ® V4 (c’est le (p; X
p2)(91,92) que l'on cherche et c’est donc ainsi qu’on le note) vérifiant (1.6.6).

On vérifie ensuite facilement que (p; X py) est une représentation de G x Gy dans Vi ® Va.

Lorsque G1 = G> on obtient une représentation de G, notée p; ® po définie par

(p1 ® p2)(g) - (11 ®v2) = p1(g) - v1 @ pa(g) - v2
(Ul S Vl)v (UZ S ‘/2)7 (g € G)

1.6.3. Représentation contragrédiente. — Si V est un espace vectoriel, notons V* son dual,
c’est-a-dire ’espace des formes linéaires sur V. Il est bien connu que

ev: V= (VN ev(w): AeV = A(v)
est une application linéaire, injective. Si V est de dimension finie, par égalité des dimensions,

cette application est un isomorphisme.

Si (7, V) est une représentation d’un groupe G, on définit une représentation 7 de G dans V*,
appelée représentation contragrédiente, par la formule suivante :

(7(9) - N(v) = Aw(g) ™" v), (AeV),(veV),(g€g).
Il est clair que (%, (V*)*) = (7, V) lorsque V est de dimension finie et que (V*)* est identifié
a V par la remarque ci-dessus.
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Proposition 1.6.4. — Soit (7, V) une représentation d’un groupe fini G. Alors (7, V') est irré-
ductible si et seulement si (w,V*) est irréductible.

Démonstration. D’aprés la remarque que (%, (V*)*) = (m, V) lorsque V est de dimension finie, il
suffit de montrer une seule implication pour obtenir ’équivalence. Supposons (7, V') irréductible,
et soit W un sous-espace invariant de V*. Alors 'orthogonal dans V' de W est aussi invariant,
et donc ne peut-étre que {0} ou V. Ceci montre que W = {0} ou V*. O

1.7. Décomposition canonique et régles de sélection.

Soit (p, V') une représentation de dimension finie du groupe fini G. Nous avons vu que (p, V)
est semi-simple (ou complétement réductible) ce qui signifie que 'on peut écrire (p, V') comme la
somme directe de représentations irréductibles (p;, W;). Cette décomposition en représentation
irréductible n’est en général pas unique. Nous allons expliquer comment regrouper les (p;, W;)
par « paquets », de maniére & obtenir une décomposition moins fine, mais canonique. L’idée est
de mettre dans le méme paquet toutes les représentations (p;, W;) isomorphes.

Pour tout élément § € é, soit V'(§) le sous-espace de V obtenu comme la somme de toutes
les sous-représentations irréductibles de G dans la classe §. Cet espace s’appelle la composante
isotypique de type d de V. D’autre part, fixons une décomposition

V:@Wi

de V en somme directe de sous-représentations irréductible. Soit V' (J) la somme (directe donc)
de tous les W; dans la classe d. Il est donc clair que V(§) C V’(6). Fixons un représentant (s, Vs)
de la classe d’équivalence § € GG. Notons

Hs = Homg(7s, p).

Lemme 1.7.1. — dim H; est la multiplicité ms de 6 dans la décomposition V- = @, W; (c’est-
a-dire le nombre de W; dans la classe §). En particulier, cette multiplicité ne dépend pas de la
décomposition choisie.

Démonstration. On a, d’aprés (1.6.4), en utilisant le fait qu'une somme directe finie de représen-
tations est isomorphe au produit direct de ces représentations :
Hs = Homg (75, p) = Homg (s, Dip;) = @Homa(m,pz‘)
i
et d’aprés le lemme de Schur, la dimension de chaque Homg (s, p;) est 1 si p; est dans la classe
4, 0 sinon. O
Lemme 1.7.2. — Le morphisme
Os: His@Vs =V, ¢oQv— ¢(v)
réalise un isomorphisme G-équivariant entre Hs @ Vs et V'(9).

De plus V(0) = V'(8) et V(§) ne dépend pas de la décomposition choisie.
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Démonstration. 'action de G sur Hs ® Vs est le produit tensoriel de ’action triviale de G sur Hy
et de l'action mg sur V.

On vérifie sans difficulté que @5 est un opérateur d’entrelacement. La surjectivité de @5 est une
conséquence des définitions : soit w € V'(§). Alors w est dans une certaine sous-représentation
irréductible (py, W) de (p, V') dans la classe 4. Soit ¢ un isomorphisme entre 75 et (pw, W) que
I’on voit comme un élément de Hg. Il est alors clair que w est dans I'image de ®s.

Puisque ®; est surjective, on a

dim(Hs ® V) = dim(Hg) x dim(Vs) > dim(V'(6)).

D’autre part
dim V() > dim V (§) = ms dim(Vs) = dim(Hy) x dim(Vj)

d’aprés le lemme précédent. Toute les inégalités sont donc des égalités, et l'inclusion de V()
dans V'(§) est en fait aussi une égalité. Comme V’(§) ne dépend pas de la décomposition choisie,
V(9) non plus.

On déduit de ceci le théoréme de décomposition suivant :

Théoréme 1.7.3. — Le morphisme
@:@Hg@Vg—)V, ‘I’:Z‘I’ﬁ
5@ J

est un isomorphisme G-équivariant, qui envoie chaque Hs ® Vs sur la composante isotypique

V() = V'(8) de type & de (p,V).

Théoréme 1.7.4 (Reégles de sélection). — Soit (p,V) et (1,W) deux représentations de di-
mension finie du groupe G, et soit T' un opérateur d’entrelacement entre ces deux représentations.
Alors T' envoie la composante isotypique V(8) de V' dans la composante isotypique W () de W.

Démonstration. C’est une conséquence directe de (1.6.3) et (1.6.4) et du lemme de Schur.

Remarque 1.7.5. — Lorsqu’on choisit des bases de V' et W adaptées aux décompositions ca-
noniques en composantes isotypiques, la matrice de T" dans ces bases est diagonale par blocs.

1.8. Représentations des groupes topologiques

La plupart des groupes de symétries apparaissant en physique ne sont pas des groupes finis.
Beaucoup de ces groupes sont des groupes de matrices, munis naturellement d’une structure
topologique (ce sont des variétés différentiables). Pour développer une théorie des représentations
convenable pour de tels groupes, il faut tenir compte des stuctures topologiques.
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1.8.1. Représentations des groupes topologiques. —

Définition 1.8.1. — Un groupe topologique est a la fois un groupe et un espace topologique
séparé, ou 'on exige que ces deux structures soient compatibles, c’est-a-dire que les applications
m: GxG—=G, (g,h)— gh

et

1:G—=G, g—g!

soient continues.

Il convient d’adapter le vocabulaire des représentations lorsque 'on a affaire & des groupes
topologiques :

Une représentation (7, V) d’un groupe topologique dans un espace vectoriel topologique V'
est la donnée d’un morphisme
m: G— GL(V)
tel que "application
GxV =V, (g,v)—m(g) v
soit continue.

Si V est un espace de Hilbert, muni d’un produit scalaire invariant, on dit que (m, V) est
unitaire.

Lorsque 'espace de représentation V' est de dimension finie, on le suppose toujours muni de
la topologie transcendante.

Une sous-représentation de (7, V') est un sous-espace fermé de V invariant sous l'action
de G.

Une représentation (7, V') est irréductible si elle n’admet aucune autre sous-représentation
qu’elle-méme et {0}.

Soient (71, V1) et (me, Va) deux représentations d’un groupe topologique G. Un opérateur
d’entrelacement T entre ces représentations est un G-morphisme linéaire continu 7' : Vi —
V5. Ceci permet de définir la notion de représentations isomorphes ou équivalentes.

Dans ce contexte, nous avons 1’analogue du théoréme 1.5.6 :

Théoréeme 1.8.2. — Soit (w, V') une représentation unitaire du groupe topologique G dans un
espace de Hilbert V. Soit W un sous-espace invariant fermé de V. Alors W= est stable sous
Uaction de G et la représentation V' se décompose en somme directe

V=wWaew

Démonstration. La démonstration est la méme que pour le théoréme 1.5.6, en remarquant de
plus que si W est fermé, alors W+ aussi et que 'ona V. =W @ W+, O

Il n’est pas possible d’en dire plus & ce niveau de généralité. En particulier, il n’est pas vrai :

- qu’une représentation irréductible soit toujours de dimension finie;
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- qu'une représentation (méme de dimension finie) soit toujours unitaire ;

- qu’une représentation de dimension finie soit toujours complétement réductible.

Un espace topologique est dit localement compact si tout point admet une base de voisinages
compacts. Un groupe topologique est dit localement compact (resp. compact) s'il est localement
compact en tant qu’espace topologique (resp. compact).

1.9. Mesure de Haar

Dans le chapitre sur les représentations des groupes finis, nous avons fait un usage immédiat
(théoréme 1.5.2) de la mesure de comptage normalisée sur un groupe fini, et de ses propriétés
d’invariance par translation a gauche ou a droite (voir la remarque 1.5.3). Définissons 1’analogue
pour un groupe topologique localement compact quelconque.

Rappelons qu'une mesure de Radon A sur un espace topologique localement compact X est
une forme linéaire continue sur C.(X,R), positive (c’est-a-dire que si f > 0, A(f) > 0). Un
théoréme d’analyse nous dit qu’une telle forme linéaire est donnée par intégration par rapport a
une mesure borélienne p

AP = [ fau
X
possédant certaine propriétés (elle est localement finie et réguliére intérieurement).

Définition 1.9.1. — Soit G un groupe topologique localement compact. Une mesure de Radon
pe sur G sera dite mesure de Haar a gauche (resp. a droite) sur G, si pour toute fonction
intégrable f de G a valeurs dans C, et pour tout ¢t € G,

/ﬂt@waw:/ﬂmwaw
G G

(resp.

/ﬂWWd@z/ﬂ@@dw )
G G

Nous admettrons le théoréme suivant.

Théoréme 1.9.2. — Soit G un groupe localement compact. Alors il existe une mesure de Haar
a gauche pg sur G. Une telle mesure est unique a un facteur scalaire réel positif pres.

Remarque 1.9.3. — Dans ’énoncé du théoréme précédent, on peut remplacer « mesure de Haar
a gauche » par « mesure de Haar a droite », mais les deux notions sont distinctes, une mesure
de Haar & gauche n’est pas nécessairement une mesure de Haar & droite.

Théoréme 1.9.4. — Soit G un groupe compact. Toute mesure de Haar & gauche est aussi une
mesure de Haar & droite. On peut normaliser la mesure de Haar pg de sorte que ug(G) = 1.



1.9. MESURE DE HAAR 27

Exemples 1.9.5. — si G est un groupe fini, il est compact pour la topologie discréte, et la
mesure de comptage normalisée est une mesure de Haar.

— Dans un groupe topologique localement compact abélien, toute mesure de Haar & gauche
est aussi une mesure de Haar & droite.

— Une mesure de Haar sur (R, +) est un multiple scalaire de la mesure de Lebesgue.

— 8i G =U(1) = {z € C| |2| = 1}, une mesure de Haar est un multiple scalaire de 72 . Si

I'on identifie U(1) et R/277Z par 0 +— €, cette mesure est donnée par %.

1.9.1. Représentations des groupes compacts : unitarité et compléte réductibilité.
— Nous pouvons ensuite généraliser le théoréme 1.5.2 aux groupes compact.

Théoréme 1.9.6. — Toute représentation d’un groupe compact G de dimension finie peut étre
munie d’un produit hermitien invariant, qui rend la représentation unitaire.

Démonstration. La démonstration est la méme que pour les groupes fini, grice a ’existence de
la mesure de Haar sur G. O

Corollaire 1.9.7. — Toute représentation d’un groupe compact G de dimension finie est com-
plétement réductible.

Démonstration. Ceci découle du théoréme précédent et du théoréme 1.8.2 de la méme fagon que
pour les groupes finis. O

Corollaire 1.9.8. — Si (m, V) est une représentation de dimension finie d’un groupe compact
G, pour tout g € G, l'opérateur 7(g) est diagonalisable.

Tout espace vectoriel complexe de dimension finie peut étre muni d’un produit hermitien qui
en fait un espace de Hilbert. Le théoréme 1.9.6 ci-dessus montre que I'on peut, par un argument
de moyenne, rendre ce produit hermitien invariant sous ’action d’un groupe compact G. Que se
passe-t-il si 'on part d’une représentation (non nécessairement unitaire) de G dans un espace de
Hilbert 7 Peut-on la rendre unitaire ? L’argument de moyenne marche encore, et I’on obtient un
produit hermitien invariant. Le probléme est de vérifier que la nouvelle topologie définie par ce
produit hermitien invariant coincide avec l'ancienne, en particulier, que ’espace reste complet.
La réponse a cette question est positive :

Proposition 1.9.9. — Toute représentation d’un groupe compact dans un espace de Hilbert H
peut étre munie d’un produit hermitien invariant, qui rend la représentation unitaire et définit la
méme structure topologique sur H.






CHAPITRE 1I

GROUPES LINEAIRES ET LEURS ALGEBRES DE LIE

La plupart des groupes apparaissant comme groupes de symétries en physique sont des groupes
de matrices. Ce sont des groupes topologiques, mais leur structure est en fait bien plus riche
puisque ce sont des variétés différentiables. La compatibilité de la structure différentiable et de
la structure de groupe donne des propriétés de rigidité trés fortes. De plus, les outils du calculs
différentiels seront fondamentaux dans I’étude des représentations de ces groupes.

La classe de groupes que nous allons étudier est celle des groupes de Lie linéaires. Nous allons
voir comment leur associer une algébre de Lie, et comment utiliser celle-ci pour ’étude de leurs
représentations.

II.1. Le groupe GL(n,K)

La notation K désigne un corps pouvant étre soit le corps des nombres réels R, soit le corps
des nombres complexes C.

Soit M,,(K) I'algébre sur K des matrices carrés n x n a coefficients dans K. C’est un espace de
dimension n2, et toutes les normes sur cet espace sont donc équivalentes. On suppose K™ muni
de la norme usuelle provenant du produit scalaire canonique sur R™ ou du produit hermitien
canonique sur C". Munissons M,,(K) de la norme d’opérateur

zekm\(o} ||zl

Cette norme vérifie

(IL1.1) XY <XV, (XY € Ma(K)).

L’algebre M,,(K) est donc munie d’une norme qui en fait un espace vectoriel normé complet
(un espace de Banach).

Rappelons maintenant quelques propriétés du groupe des matrices inversibles GL(n, K). On
note Id,, la matrice identité de M, (K).
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Proposition I1.1.1. — Le groupe des matrices inversibles GL(n,K) est un groupe topologique
pour la topologie induite de celle de My, (K). De plus, GL(n,K) est un ouvert dense de M,,(K).

11.2. L’application exponentielle

Définition I1.2.1. — Soit X un élément de M,,(K). I'exponentielle de X, notée exp X, désigne
la somme de la série (normalement convergente dans l’espace de Banach M,,(K))

Donnons quelques propriétés de ’exponentielle.

Proposition I11.2.2. — Quels que soient X et Y dans M, (K) :
(1) St X et Y commutent exp X expY = exp(X +Y).
(1i) L’exponentielle est a valeurs dans GL(n,K) et

(exp X) ™! = exp(—X).

(1i1) Quels que soient t, s dans K,
exp(sX)exp(tX) = exp((s +t)X)

(tv) L’application R — GL(n,K), t — exp(tX) est l'unique solution différentiable de ’équa-

tion différentielle du premier ordre
a'(t) = X a(t)

avec la condition initiale a(0) = Id,,.

(v) L’application R — GL(n,K), t — exp(tX) est l'unique solution différentiable de I’équation
fonctionelle

a(s)a(t) =a(s+1t), a(0)=1d,, d(0)=X.

(vi) Pour tout g € GL(n,K), gexp X ¢! = exp(9Xg1).

Remarque I1.2.3. — On peut reformuler (iii) en disant que
t— exptX

est un morphisme de groupes (continu) de R dans GL(n,K). On appelle un tel morphisme un
sous-groupe a un paramétre de GL(n,K).

Ezxercice II.2.4. — Montrer qu'un morphisme de groupe continu ¢ : R — GL(n,K) est
différentiable. En déduire que tout sous-groupe a un paramétre de GL(n,K) est de la forme
t — exptX pour un certain X dans M, (K).
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Proposition I1.2.5. — L’application exponentielle
exp : M, (K) — GL(n,K)
est de classe C* ; sa différentielle a lorigine est l'application identique de M, (K).

Corollaire I1.2.6. — 1l existe un voisinage U ouvert de 0 dans My (K) et un voisinage ouvert
V de lidentité dans GL(n,K) tels que Uapplication exponentielle réalise un difféomorphisme de
U sur V.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme d’inversion locale. ]

I1.3. Groupes linéaires

Définition I1.3.1. — On appelle groupe linéaire un sous-groupe d’un groupe général linéaire
GL(n,R).
Remarques I1.3.2. — Tout sous-groupe d’un groupe linéaire est linéaire. Le groupe GL(n,C)

est linéaire, puisqu’on peut le plonger naturellement dans GL(2n,R).

Exemples I1.3.3. — Les groupes SL(n,K), O(n), O(p,q), SO(n), SO(p,q), U(n), U(p,q),
SU(n), SU(p, q), Sp(2n, k) des exemples 1.2.4, 1.2.5 1.2.6 et 1.2.8.

— Le groupe B(n,K) des matrices triangulaires supérieures inversibles.

— Le groupe N(n,K) des matrices des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la
diagonale.

— Les groupes de Heisenberg de I’exemple 1.2.9.

Définition I1.3.4. — Soit G un groupe linéaire, disons G C GL(n,R). L’espace tangent g a
G en 1d,, est 'espace des matrices X € gl(n,R) telles qu’il existe une courbe a(t), définie sur un
intervalle ouvert autour de 0 dans R, de classe C!, & valeurs dans G, et vérifiant a(0) = Id,, et
a'(0) = X.

Ezxercice I1.3.5. — Montrer que cet espace tangent en l'identité pour un groupe linéaire fini
est {0}.
Proposition I1.3.6. — Soit G un groupe linéaire. L’espace tangent en l’identité g est un sous-

espace vectoriel de gl(n,R).
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Démonstration. Soient X,Y € g et a, 3 € R. Soient a(t) et b(t) des courbes de classe C! dans G
vérifiant a(0) = b(0) = Id,,, a’(0) = X, ¥'(0) = Y. Posons ¢(t) = a(at)b(St). On a bien ¢(0) = Id,,
et d(0) = aX + Y. Ceci montre que g est un sous-espace vectoriel de gl(n, R). O

Donnons la propriété fondamentale de cet espace tangent. Posons, pour s suffisamment proche
de 0,

cs(t) = a(s)b(t)a(s) .
C’est une courbe dans G vérifiant cs(0) = Id, et ,(0) = a(s)Ya(s)~!. Ceci montre que

a(s)Ya(s)~! € g pour tout s suffissamment proche de 0. Maintenant, s + a(s)Ya(s)™! est
une courbe dans g, et son vecteur tangent en 0 est dans g, donc

%(Q(S)Ya(s)_1)|s:0 = XY -YX=[X,Y]€eq.

L’espace g est donc stable sous 'opération (appelée crochet de Lie) (X,Y) — [X,Y] = XY —
Y X. Rappelons les propriétés de cette opération : le crochet de Lie est bilinéaire, antisymétrique
et vérifie I’identité de Jacobi :

(I13.1) [X,[Y, Z]] + [Z,[X, Y]] + [V, [Z, X]] = 0.

Ceci nous conduit & définir la notion suivante.

Définition I1.3.7. — Une algebre de Lie L sur K est un K-espace vectoriel muni d’une appli-
cation (appelée “crochet”) :

[.,] :LxL—L
bilinéaire antisymétrique vérifiant I'identité de Jacobi (II.3.1).
Une sous-algébre de Lie de L est un sous-espace vectoriel de L stable par crochets.

Un idéal de l'algébre de Lie L est un sous-espace vectoriel I de L tel que quels que soient
XeletYelL, [X,Y]el

I'algébre des matrices M,,(K) muni du crochet de Lie est une algébre de Lie. On la note
gl(n,K). Plus généralement, si V' est un espace vectoriel sur K, End(V') est une algébre de Lie,
notée gl(V).

Nous pouvons maintenant étre plus précis que la proposition précédente.

Proposition I1.3.8. — Soit G un groupe linéaire. L’espace tangent en 'identité g est une sous-
algebre de Lie de gl(n,R).

Exemples I1.3.9. — Nous avons vu que M, (K) est une algébre de Lie. On la note gl(n, K).
Plus généralement, si V' est un espace vectoriel sur K, End(V) est une algébre de Lie, notée

gl(V).
— sl(n,K) est la sous-algebre de Lie de gl(n, K) des matrices de trace nulle.

— b(n,K) est la sous-algeébre de Lie de gl(n,K) des matrices triangulaires supérieures.
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— n(n, K) est la sous-algébre de Lie de gl(n,K) des matrices triangulaires supérieures strictes.
C’est un idéal de la précédente.

— s0(n) est la sous-algébre de Lie de gl(n,R) des matrices antisymétriques.
— su(n) est la sous-algébre de Lie de gl(n,C) des matrices antihermitiennes.

— Soit M une variété différentiable et X'(M) l'espace des champs de vecteurs sur M. Alors
X (M), muni du crochet de Lie des champs de vecteurs, est une algébre de Lie sur R.

Ezxercice I1.3.10. — Déterminer les algébres de Lie des groupes 11.3.3

Définition I1.3.11. — Un morphisme d’algébres de Lie est une application linéaire entre al-
gebres de Lie respectant le crochet. Un morphisme d’algébres de Lie d’une algébre de Lie L dans
gl(V) est appelée représentation de L dans I'espace vectoriel V.

Soit G un groupe linéaire. On appelle 'espace tangent & G en 'identité g ’algébre de Lie du
groupe linéaire G. Un résultat crucial dans la théorie des groupes linéaires est que I’application
exponentielle renvoie 1'algébre de Lie g dans le groupe G.

Théoréme I1.3.12. — Soit G un groupe linéaire et soit g son algébre de Lie. Alors 'application
exp envoie g dans G.

La démonstration se trouve par exemple dans [8].

Corollaire I1.3.13. — L’algeébre de Lie g d’un groupe linéaire G dans GL(n,R) est ’ensemble
des éléments X dans Mp(R) tels que exptX € G pour tout t € R.

Démonstration. Une inclusion provient du théoréme, et I’autre de la définition de g en considérant
les courbes t +— exptX. O

Remarque I1.3.14. — Une terminologie ancienne, encore parfois utilisée en physique, est celle
de « générateurs infinitésimaux » du groupe G pour les éléments X € g. Chaque « générateur
infinitésimal » X engendre le sous-groupe a un paramétre ¢t — exptX de G.

11.4. Sous-groupes de Lie. Connexité

Certains groupes linéaires ont une topologie (induite de celle de GL(n,R) dans lequel ils
sont plongés) peu agréable. Par exemple Q* est un groupe linéaire, puisqu’il est inclu dans
R* ~ GL(1,R). Il est dense dans R* mais son algébre de Lie est {0}. Sa topologie ne peut donc
pas étre décrite de maniére simple.

Pour une bonne classe de groupes linéaires, comprenant tous les groupes qui nous intéressent,
la situation topologique est trés bonne.
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Théoréme II.4.1. — Soit G un sous-groupe fermé de GL(n,R). Alors une base de voisinage
d’un point g € G est donnée par les parties gexpU, ot U est un voisinage de 0 dans g. Si U est
un ouvert contenant 0 suffisamment petit dans g, X — gexp X est un difféomorphisme de U sur
louvert gexpU de G.

Les voisinages d’un élément de G ressemblent donc & ceux d’un espace vectoriel. En termes
techniques, G est muni d’une structure de variété différentielle. Ceci permet de définir sur
G la notion de fonction différentiable, par exemple, et plus généralement, d’étendre toute les
notions du calcul différentiel sur R™. Le produit et le passage a 'inverse sont C*>°. On dit que G
est un groupe de Lie.

Nous avons vu que les groupes finis sont linéaires. Or, il est clair d’aprés la définition que
I'algebre de Lie d’un groupe fini est I’espace vectoriel nul {0}. En fait, et on le comprend bien
en regardant la définition, ’algébre de Lie d’un groupe linéaire ne dépend que de la composante
connexe du groupe contenant l'identité (pour un groupe fini, cette composante connexe est {Id}).
Il existe plusieurs notions de connexité en topologie (connexité, connexité par arcs...). Pour les
groupes linéaires, elles coincident toutes, comme le montre le résultat suivant

Proposition I1.4.2. — Soit G un sous-groupe fermé de GL(n,R). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) Deux éléments quelconques de G peuvent étre reliés par un chemin continu.

(17) G n’est pas l'union de deuzr ouverts disjoints non vides.
(1i1) G est engendré par un voisinage quelconque de Id.
(

iv) G est engendré par exp U, pour tout voisinage U de 0 dans g.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que G est connexe.

Démonstration. (i) = (i) Supposons (i) et soient U et V' deux ouverts disjoints non vides dont la
réunion est GG. Alors un chemin continu reliant un élément de U & un élément de V' donnerait une
partition de l'intervalle de définition du chemin en deux ouverts non vides disjoints, contradiction.

(1) = (ii1) Supposons (ii) et soit Gy le sous-groupe de G engendré par un voisinage de Id
dans G. Alors Gy est ouvert dans G, car il contient un voisinage de chacun de ses points (c’est
clair pour Id, et pour tout autre point par translation). De méme, chaque partie de la forme
gGo, g € G, est ouverte dans G. Comme G peut étre décomposé en une union disjointe de telles
classes a gauche, I’hypothése entraine que G = Gy.

(191) = (iv) est clair car exp U est un voisinage de Id.
(17v) = (7) Si l'on suppose (iv), alors tout élément g de G' peut se mettre sous la forme
g =exp Xjexp Xs...exp Xy,
les X; étant dans U. En particulier, étant donnés deux éléments ag et a1 dans GG, on peut écrire

a1 = agexp X1 exp Xa...exp Xg.
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On prend alors a(t) = apexptXiexptXs...exptXg. C'est un chemin continu dans G vérifiant
a(0) = ap, a(1) = ay. O

Corollaire I1.4.3. — Soit G un sous-groupe fermé de GL(n,R) d’algébre de Lie g. Alors la
composante neutre Gy de G (c’est-a-dire la composante connexe de G contenant Id) est le sous-
groupe de G engendré par expg. C’est un sous-groupe ouvert, fermé, distingué de G et c’est le
seul sous-groupe ouvert connexe de G. La composante connezxe d’un élément g de G est la classe
a droite gGy.

Démonstration. La premiére assertion est claire d’aprés la démonstration de la proposition. Le
reste se vérifie facilement.

Définition II.4.4. — Le groupe quotient G/Gy est appelé groupe des composantes connexes
de G.
Ezxercice II.4.5. — Composantes connexes de O(2,1)

Le groupe O(2,1) est-il connexe ?

Rappelons que O(2,1) est le sous-groupe de GL(3,R) préservant la forme bilinéaire symétrique
non-dégénérée de R?

(z,y) = v1y1 + T2Y2 — 3Y3.
Soit C le cone {z € R3| (z,z) = 0}. Montrer que R? est 1'union disjointe de
-C
-A={z R} (x,2) > 0}
- Bt ={z e R3(x,2) <0, (z,e3) > 0}
- B {z € R3| (z,7) <0, (z,e3) <0}

Soit a € SO(2,1). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) a stabilise chacun des ensembles A, B, B™.
(i7) a stabilise BT.
(1i1) (aes,es) < 0.

Le groupe SO(2,1) est-il connexe ?

Soit SO (2, 1) le sous-groupe des éléments de SO(2, 1) vérifiant ces conditions équivalentes. On
veut maintenant montrer que SOg(2, 1) est la composante neutre de SO(2,1) et de O(2,1). Pour
cela, introduisons les transformations linéaires suivantes de R? :

- les rotations euclidiennes. On fixe deux vecteurs u et v de R3 vérifiant

(u,u) =1, (v,v)=1, (u,v)=0
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et a € R. On pose
a(u) = cosau — sinav
a(v) =sinau + cosav

a(x) =z si (z,u) =0, (z,v) =0

- les rotations hyperboliques. On fixe deux vecteurs u et v de R? vérifiant
(u,u) =1, (v,v)=-1, (u,v)=0
et a € R. On pose

a(u) = coshau + sinhaw
a(v) = sinhau + cosha v

a(x) =z si (z,u) =0, (z,v) =0

Montrer que les rotations euclidiennes et hyperboliques sont dans le groupe SO(2,1), puis
que tout élément de SO¢(2,1) s’écrit a = kh ou k est une rotation euclidienne d’axe e3 et h une
rotation hyperbolique dans un plan contenant es.

Exercice I1.4.6. — Etudier s’inspirant de l’exercice précédent les composantes connexes du
groupe de Lorentz O(3,1).

11.5. Homomorphismes de groupes linéaires. Revétements

On suppose que tous les groupes linéaires considérés sont fermés dans le groupe linéaire dans
lequel on les considére et qu’ils sont ainsi munis d’une structure de groupe de Lie. Les morphismes
entre groupes linéaires sont toujours supposés différentiables. Le résultat qui suit montre qu’un
morphisme de groupe linéaire connexe est entiérement déterminé par sa différentielle en 'identité.
C’est ce résultat remarquable qui nous permettra de ramener 1’étude des représentations de
dimension finie d’un tel groupe a celles de son algébre de Lie.

Théoréme 11.5.1. — Soit f : G — H un morphisme (différentiable) entre groupes linéaires.
Soit ¢ = dfrq la différentielle de f en Id. Alors
¢:g—b

est un morphisme d’algébres de Lie et

flexp X) = exp(¢(X)), (VX €g)

Démonstration. C’est encore et toujours la méme méthode. Montrons que f(exp X) = exp(¢(X)).
Posons a(s) = f(expsX). On a

La(s) = 0 Flexp((s + X))z = o (expsX exptX)y g

= flexpsX) o F(expiX)jp—o = a(s)o(X)
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Ceci montre que a(s) vérifie 'équation différentielle a/(s) = a(s)¢(X), avec condition initiale
a(0) = Id. Ceci montre que a(s) = exp(s¢p(X)), et en particulier f(exp X) = exp(¢(X)).

Montrons que ¢ est un morphisme d’algébres de Lie, c’est-a-dire que quels que soient X, Y
dans g,

O([X,Y]) = [¢(X), o(Y)].
On part de I’équation
f(exptX expsY exp —tX) = exptop(X) exp sp(Y) exp —tp(X)
que 'on dérive par rapport a s et que 'on évalue en s =0 :
P(exptXY exp—tX) =exptp(X) ¢(Y) exp —tp(X).
On dérive par rapport & t et I'on évalue en t =0 :

P([X,Y]) = [p(X), o(Y)].
O

Un morphisme différentiable f : G — H est localement bijectif si ¢ = dfiq est un isomorphisme
entre g et h. En effet, d’aprés le théoréme d’inversion locale, on a dans ce cas :

— pour tout g € G, il existe un voisinage ouvert U de 0 dans g tel que f réalise un difféomor-
phisme de gexpU vers f(gexpU).

Un morphisme localement bijectif p : G — G entre groupes linéaires connexes est appelé un
revétement (V) de G. Le noyau d’un tel morphisme est discret dans G et f est surjectif. Réci-
proquement, un morphisme différentiable surjectif a noyau discret entre deux groupes connexes
est localement bijectif. Le noyau de p est nécessairement contenu dans le centre de G. En effet
tout élément g de G peut étre relié & Id par un chemin continu a(t). Pour tout z € kerp, on a
a(t)za(t)™! € kerp et en t = 0, a(0)za(0)~! = 2. La fonction t + a(t)za(t)~! est continue, &
valeurs dans un sous-groupe discret de G, donc constante, ce qui prouve l’assertion. Réciproque-
ment, pour tout sous-groupe central discret Z de G, la suite exacte

1—7Z—G—G/Z—1.

fait apparaitre G' comme revétement de G/Z. (Il faut munir G/Z de la topologie quotient et
montrer que c’est bien un groupe linéaire).

Soient G et H deux groupes linéaires, G étant connexe, respectivement d’algébres de Lie g et
b, et supposons donné un morphisme d’algébres de Lie

¢:g—b
Pouvons nous relever ¢ en un morphisme de groupes linéaires
f:G—>H
de telle sorte que dfiq = ¢ ?
L’exemple de G = C*, H = C, g = h = C et ¢ = Idc montre que tel n’est pas le cas.
En effet, supposons que f existe. Alors f(e*) = exp(¢(z)) = expz pour tout z € C. Mais il

1. C’est alors un revétement au sens de la topologie.
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faut prendre garde au fait que dans le membre de droite de cette équation, I’exponentielle n’est
pas 'exponentielle usuelle des nombres complexes. Pour bien comprendre ceci, il faut revenir
aux définitions, qui demandent de réaliser (C*, x) et (C,+) comme des groupes linéaires. Or, si
(C*, x) = GL(1,C) est trivialement linéaire, il faut étre plus subtil pour (C,+). Ce groupe se
plonge dans GL(2,C) par
(1)
0 1)’

et donc son algeébre de Lie C s’identifie a une sous-algeébre de Lie de gl(2,R)

xr—><0 :c)

0 0 )’

ox 0 =« B 1 =z
Ploo) o 1)

Dong, il faut interpréter la formule ci-dessus comme

On a alors

f(e*) =expz =z
Or il est bien connu que la fonction z +— e* n’admet pas d’inverse global sur C*. Si G et H
sont donnés comme ci-dessus, un morphisme d’algébres de Lie ¢ : g — h ne se reléve donc pas
forcément en un morphisme de groupes linéaires. Mais il existe toujours un revétement de G qui
va permettre ce relévement :

Théoréme I1.5.2. — Soit G et H deux groupes linéaires connezes et ¢ : g — b un morphisme
d’algébres de Lie. Alors il existe un revétement p : G = G tel que ¢ se releve en un morphisme
de groupes

f:G— H.

Démonstration. Dans 'énoncé ci-dessus, il faut comprendre que les algebres de Lie de G et G
sont identifiée par I'isomorphisme dpq. Posons :

g={(X,Y) €gxblY =¢(X)}.
C’est le graphe de ¢, et c’est une algebre de Lie linéaire. Soit G le groupe lui correspondant par
la correspondance de Lie : ¢’est un sous-groupe de G x H. Soit p : G — G la restriction & G de

la projection de G x H sur G et f : G — H la restriction a G de la projection de G x H sur H.
On a

dpra: § =9, (X,0(X)) = X

qui est un isomorphisme, ce qui montre que p : G — G est un revétement. D’autre part

dfia: @ —=b, (X, 0(X)) = ¢(X),

ce qui montre que f est un relévement de ¢. O

Ezxemple I1.5.3. — Dans la discussion précédente avec G = C*, H = C le morphisme d’al-
gébres de Lie
p:C—-C, z+—z
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se reléve en un morphisme de G — C, ou
e 0 0
G={M(z)=| 0 1 z |,(z€0)}.
0 0 1
En effet p: G — C*, M(2) — e* est un isomorphisme local et f : G — C, M(z) — z reléve ¢.

On dit qu’un groupe linéaire connexe G est simplement connexe lorsqu’il vérifie la condition
suivante. Tout morphisme d’algébres de Lie entre son algébre de Lie g et une algébre de Lie
linéaire b se reléve en un morphisme de groupes linéaires entre G et le groupe linéaire H donné
par la correspondance de Lie. Un groupe est simplement connexe en ce sens s’il I'est au sens de
la topologie (admis).

Exemples I1.5.4. — Les groupes SL(n,C) sont simplement connexes, ainsi que les groupes
compacts SU(n). Les groupes SO(n, C) ne le sont pas, ni les groupes compacts SO(n). Il existe
un revétement d’ordre 2 de SO(n) simplement connexe que 'on note Spin(n). Lorsque n = 3,
Spin(3) ~ SU(2). Cet exemple sera détaillé dans le chapitre suivant.

Une question naturelle est de savoir si tout groupe linéaire connexe G admet un revétement
simplement connexe G. En topologie, tout espace connexe « raisonnable » (une variété différen-
tiable par exemple), admet un revétement simplement connexe (appelé revétement universel).
Un groupe de Lie est une variété différentiable, munie d’une structure de groupe telle que le
produit et le passage a l'inverse soient C*°. Le revétement universel d'un groupe de Lie connexe
peut étre muni d’une structure de groupe de Lie. Un groupe linéaire connexe est un groupe
de Lie, mais son revétement universel n’est pas nécessairement linéaire. Ainsi, par exemple, le
groupe SL(2,R) admet un revétement universel éi(2,]R) qui est un groupe de Lie non linéaire.
Le noyau de p : éi(Q,R) — SL(2,R) est isomorphe a Z.

I1.6. Représentations de dimension finie des groupes linéaires connexes
Soit G’ un groupe linéaire connexe. Une représentation de dimension finie (7, V) de G est
donnée par un morphisme de groupes linéaires :
m: G— GL(V).
La différentielle de ce morphisme est un morphisme d’algébre de Lie :
dmyg: g — gl(V).

Le résultat suivant est immédiat, et montre que I’étude des représentations de G se raméne
dans une large mesure a ’étude des représentations de son algeébre de Lie g.

Proposition I1.6.1. — Un sous-espace W de V est stable sous l'action de G si et seulement
s’il est stable sous l’action de g.
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Démonstration. Dans un sens, on différencie, de ’autre, on utilise le fait que G étant connexe, il
est engendré par 'image de I’exponentielle. O

Ainsi une représentation irréductible de G donne une représentation irréductible de g. Si I'on
cherche par exemple & déterminer toutes les représentations irréductibles de dimension finie de
G, on commencera par le probléme, en pratique plus simple, de déterminer toutes les représen-
tations irréductibles de dimension finie de g. Bien siir, si G n’est pas simplement connexe, une
représentation de g ne se remonte pas forcément en une représentation de G. La stratégie sera
alors la suivante. On essaie d’identifier le revétement universel G de G. Toute représentation de g
se remonte en une représentation de G. Une telle représentation définit aussi une représentation
de G si et seulement si elle est triviale sur le noyau de p: G — G.

Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser cette stratégie pour étudier les représentations
du groupe compact SO(3).

Ezercice 11.6.2. — Soient (m, V) et (7, W) deux représentations de dimension finie d’un groupe
linéaire G. Quelle est 'action de g dans V@ W 7

Une représentation de dimension finie de ’algébre de Lie g est un morphisme d’algébres de
Lie :
¢:g—gl(V)
ou V est un espace vectoriel complexe de dimension finie. Or g est un espace vectoriel réel et
¢ est R-linéaire. Il est avantageux, comme nous le verrons dans ’exemple du chapitre suivant,
de remplacer g par sa complexification.

Définition I1.6.3. — Soit E un espace vectoriel réel. La complexification de E, notée FE¢, est
I’espace vectoriel complexe

Ec = FE®gC.

La multiplication par un scalaire A € C d’ un élément v ® z est donnée par

A(v®z)=v® Az

En pratique, il suffit de comprendre que si (e;);ecs est un base de E (sur R), alors c’est aussi une
base de E¢ (sur C). Si dimg E = n, alors dim¢ Ec = n. Remarquons que tout espace vectoriel
sur C est naturellement un espace vectoriel sur R, mais que la complexification n’est pas I'inverse
de cette opération. Ainsi, la complexification de R est C, et C ~ R? en tant qu’espace vectoriel
réel.

Proposition I1.6.4. — Toute application R-linéaire
o:E—V

ot V' est un espace vectoriel complexe se prolonge naturellement en une application C-linéaire
(encore notée ¢ pour ne pas alourdir)

¢:Ec—V.
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Réciproquement, toute application C-linéaire ¢ : Ec — V est entierement déterminée par sa
restriction a FE~ E QR C E®r C = E¢ qui est R-linéaire.

Démonstration. C’est tautologique, les définitions sont faites pour. O

En résumé, il est équivalent d’étudier les représentations R-linéaires de g dans des espaces
vectoriels complexes ou les représentations C-linéaires de sa complexification gc.

11.7. Représentation adjointe

Soit G un groupe linéaire. Il agit sur son algébre de Lie g (ou sa complexification gc) par

g-X=gXg', (Xe€q), (geq).

En effet, comme pour tout t € R, gexptXg~' = exp(¢gXg~!), on voit que gXg~! € g. Cette
action est linéaire, comme on le vérifie facilement, et la représentation de G dans g (ou gc) ainsi

définie s’appelle la représentation adjointe de GG. On la note Ad.

Sa différentielle en 'identité définit une représentation de g dans elle-méme, appelée de méme
représentation adjointe, et notée ad. Quels que soient X,Y € g, on a

ad(X) Y = [X,Y].

I1.8. Représentations projectives

Nous introduisons une notion plus faible que celle de représentation : les représentations projec-
tives. Nous verrons que les représentations projectives d’un groupe G se relévent en de véritables
représentations d’une extention centrale G de G.

Définition I1.8.1. — Soit G un groupe. Une représentation projective de G est la donnée d’un
espace vectoriel (complexe) V', et d’une application

p: G— GL(V)
vérifiant :
(I1.8.1) (Vg,h € G), Fe(g,h) € C* tel que p(g)p(h) = c(g, h)p(gh).
Remarques I1.8.2. — Si ¢(g,h) est identiquement égal & 1, on retrouve la définition d’une

représentation. Une représentation projective est une représentation « & multiplication scalaire »
pres.

— Comme la loi de groupe est associative, on a d’une part

p(g1)p(g2)p(gs) = c(g1, 92)p(g192)p(g3) = c(g1, g2)c(9192, 93)p(919293);

et d’autre part

p(g1)p(92)p(93) = p(g1)c(g2, 93)p(9293) = c(g2, 93)c(g1, 9293) P(919293).

Il s’ensuit la relation suivante, appelée relation de cocycle

(I1.8.2) c(g1, 92)c(g192, 93) = c(g1, 9293)c(92, 93)-
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On appelle cocycle (plus précisement 2-cocycle, a valeurs dans C*, ou plus généralement dans un
sous-groupe A de C*, par exemple le groupe py, des racines n-iémes de 'unité) une application
de G x G — A vérifiant (11.8.2).

— On fabrique certains cocycles particulier de la maniére suivante : soit b : G — C* une
application quelconque. Alors b : (g,h) = b(g)b(h)b(gh)~! est un cocycle. Les cocycles obtenus
de cette maniére s’appellent les cobords.

— Soit (p, V') une représentation projective de G, et soit ¢ le cocycle associé. Soit b : G — C*
une application et b le cobord qui s’en déduit. Alors

p1: G — GL(V), g+ bg)p(g)

est encore une représentation projective de GG, dont le cocycle associé est
(gv h) = Cl(ga h) = b(ga h)C(g, h)

Etant donné un cocycle ¢ & valeurs dans un sous-groupe A de C*, on fabrique une extension
centrale G de G de la maniére suivante. En tant qu’ensemble, G est le produit cartésien G x A,
la multiplication étant donnée par

(9:2)(q's2") = (99',27c(9,9), (9.9 € G), (2,7 € A).
La relation de cocycle rend cette multiplication~ associative, comme il siéd a une loi de groupe.
Il est clair que (eg, 1) est Pélément neutre de G, l'inverse de (g, z) étant (g7, 27 e(g, g7 1) 7).
Les homomorphismes
A= G, 2 (eq, 2)
GG, (g,2) = g
donnent une suite exacte

{1} —A4—G—G—{1}.

Proposition I11.8.3. — Soit (p, V') une représentation projective de G, et soit ¢ le cocycle as-
socié, & valeurs dans un sous-groupe A de C*. Soit G l’extension centrale de G par A fabrigquée
ci-dessus. Alors

p:G— GL(V), p(g,2)=2p(g)

définit une représentation du groupe G.

Démonstration. On calcule :
p(g,2)p(g', ") = 22" p(g)p(g’) = z2'c(g, 9" )p(99)
0((9,2)(g',2") = p((9d', 27'c(g, 9")) = 22'c(g, 9")p(99")



CHAPITRE III

REPRESENTATIONS DE sl((2,C), SU(2), ET SO(3)

Notre but est d’étudier les représentations du groupe compact SO(3) selon les principes déga-
gés dans la derniére section du chapitre précédent. Nous commencons par identifier le revétement
universel de SO(3).

ITI.1. Le revétement SU(2) — SO(3)

Rappelons que SU(2) est le groupe de matrices :
SU(2) = {a € GL(2,C)|'aa = Id,det a = 1},
et que son algébre de Lie est :

su(2) = {X € gl(2,0)]'X + X =0,Tr X = 0}.

Plus explicitement, on a donc :

SU((2) = { (g j),aﬁeClalzﬂﬁ!?l}
(y+m: _y_—;m>’$’y’Z€R}'

On voit donc que, topologiquement, SU(2) est la sphére unité dans C? ~ R*. En particulier :

Proposition III.1.1. — SU(2) est un groupe conneze, simplement conneze.

Passons maintenant & SO(3). C’est le groupe de matrices :
SO(3) = {a € GL(3,R)|*aa = Id,det a = 1},
dont l'algébre de Lie est
s0(3) = {X € gI(3,R)|'X + X =0}

0 —z v
={|l 2 0 =z |,z,y,2€R}
—y —x 0
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Une base de su(2) est donnée par :

0 i 0 —1 i 0
=(0a) (V) el N,

et I'on a les relations de commutation suivantes :

[I,J] =2K, [J,K]=2I, [K,I]=2J

Munissons su(2) de la forme bilinéaire x symétrique définie par
K(X,Y) =Tr(ad(X)ad(Y)), (X,Y €su(2)).

Les relations de commutation ci-dessus donnent les matrices de ad(7), ad(J), ad(K) dans la base
I, J, K : On calcule alors facilement que

k(I,I)=kr(J,J)=r(K,K)=-8, k(l,J)=k(J,K)=r(K,I)=0.

La base {I,J, K} de su(2) est donc orthogonale, et I'on constate que la forme k est définie néga-

tive. Si 'on préfére travailler avec un produit scalaire (défini positif) et une base orthonormale,

on peut remplacer x par %ﬁ. L’espace euclidien (su(2), %n) est alors, par le choix de la base

{I,J, K}, isomorphe & R? muni de son produit scalaire canonique.

Montrons que la forme  est invariante par l’action adjointe de SU(2) sur su(2). Il nous faut
montrer que (VX,Y € su(2)), (Vg € SU(2)),

c’est-a-dire

(IT1.1.1) Tr (ad(9X g V)ad(gYg™1)) = Tr (ad(X)ad(Y)).

Or, pour tout Z € su(2),
ad(gXg "ad(gYg ') - Z=[gXg ', [gYVg ", Z]]
=(gXg ")gY9 )Z - (9Xg ") Z(gYg ")
—(9Y9 )Z(9Xg ")+ Z(gYg )(gXg™ )
XY (9 ' Zg)g " —9gX (97 Zg)Yg ' —gY (9 ' Z9)Xg ' +9((¢g ' Zg)YXg ™!

= gXY(
= Ad(g)- (XY (97 Zg) — (9 Zg)Y =Y (97 Zg)X + (¢~ ' Zg)Y X)
= Ad(g) - (X[Y;ad(g™") - Z] = [Y,ad(g™") - Z)X])
= Ad(g) o ad(X) o ad(Y) o Ad(g) ' (2)
D’ou
ad(gXg Hoad(gYg™!) = Ad(g) o ad(X) o ad(Y) o Ad(g)
et

Tr (ad(9X g 1)ad(gYg™1)) = Tr (ad(X) o ad(Y)).
On a donc bien obtenu (III.1.1).
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Ainsi Ad est un morphisme du groupe SU(2) dans le groupe orthogonal O(su(2), k) ~ O(3),
et de plus, comme SU(2) est connexe, le déterminant de Ad(g), g € G est toujours 1. Donc en
fait, I’on obtient un morphisme :

Ad: SU(2) — SO(su(2), k) ~ SO(3).
La différentielle de ce morphisme est le morphisme d’algébre de Lie
ad : su(2) — so(su(2), k) ~ s0(3).

Un calcul explicite dans la base {I, J, K'} montre que

12 —y +ix 0 =22 2%y
ad < ) ) ) = 2z 0 -2z
Y+ —1z 9y 2 0

et donc ad réalise un isomorphisme entre su(2) et so(3). Ainsi, Ad est un isomorphisme local
entre SU(2) et SO(3). Comme SO(3) est connexe, il est surjectif. Calculons maintenant son
noyau. On cherche les g € SU(2) tels que

Ad(g)-I=1, Ad(g)-J=J, Ad(g)-K =K.
Un calcul explicite montre g est une matrice scalaire. La condition det g = 1 impose alors g = £1d.
Résumons :
Proposition II1.1.2. — La suite courte suivante est exacte :
1 — {£Id} — SU(2) — SO(3) — 1.
Le groupe SU(2) est un revétement de SO(3) (d’ordre 2).

ITI.2. Représentations de sl(2,C)

Comme nous 'avons expliqué en I1.6, nous allons étudier les représentations de dimension
finie de SO(3) et SU(2) en étudiant celle de leur algébre de Lie s0(3) ~ su(2). Commengons par
identifier la complexification de su(2) :

su(2)c = su(2) ®g C.
Comme {I, J, K} est une base de su(2) sur R, on obtient
su(2)c=CleCJ @ CK

={( iz ‘W”“‘),x,y,ze@

Y+ iz —iz
(2 2 Yasneny
=sl(2,C)

I1 est donc équivalent d’étudier les représentations R-linéaires de su(2) dans des espaces vec-
toriels complexes ou les représentations C-linéaires de sl(2, C).
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Une base (sur C) de sl(2,C) est

1 0 0 1 00
= b)) ()

et I'on a les relations de commutation suivantes :

[h,e]:2e, [hvf]:_2f7 [€7f]:h'

Soit ¢ : sl(2,C) — gl(V) une représentation C-linéaire de dimension finie. Pour tout A € C,
soit V) le sous-espace propre (éventuellement nul) de ¢(h) pour la valeur propre A. Comme C
est algébriquement clos, si V' n’est pas nul, il existe un V) non nul.

Lemme II1.2.1. —
p(e)(Va) C Vaga,  o(f)(Va) C Via.

Démonstration. Soit v € V. On a :
p(h)(¢(e)(v)) = d(e)(p(Rh)(v)) + [p(h), d(e)](v)
= Ag(e)(v) + o([h, €])(v)
= Ag(e)(v) + 20(e)(v) = (A +2)¢(e)(v)

ce qui montre la premiére inclusion. Le deuxiéme s’obtient de la méme maniére. O

Comme V est de dimension finie, il n’y a qu’un nombre fini de V) non nuls. Si V' est non nul,
il existe donc \g € C tel que V), # {0} et Vi, 42 = {0}. Soit 0 # vy € V),. Posons, pour tout
keN,

vk = ¢(f)" (vo)-

Alors vy, est dans Vy,_o.

On a par exemple v; = ¢(f)(vp) et
p(e)(v1) = d(e)(¢(f)(vo

De méme :

= Aov1 + ()\0 — 2)111 = (2)\0 — 2)111

Tentons d’avancer une hypothése de récurrence :
(H)  o(e)(ve) = k(Ao — k + 1)vp—1.

Nous avons vu qu’elle est satisfaite pour k = 1,2 et
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En utilisant I’hypothése de récurrence, on obtient, pour k > 2 :

¢(e)(vr41) = ¢(e)(o(f)(vk))
= o(f)(¢(e)(vk)) + [d(e), ¢()(vr)
= kAo =k + 1)o(f)(vr-1) + &(h)(vr)
=k(Ao—k+ 1)vk + (Mo — 2k)vg
=(k+1)(No — k)vg
Ceci prouve 'hypothése (H).
Tant que les vecteurs vg, v1,...,v; sont tous non nuls, ils sont linéairement indépendants, et

donc, comme la dimension de V' est finie, il existe un plus petit entier n non nul tel que v,41 est
nul. En particulier v, # 0. On a alors

0 = o(e)(vn+1) = (n+ 1)(Ao — n)vn,
d’ou A\g = n.
D’autre part, vg, v1, ..., v, engendrent un sous-espace de V' stable sous l'action de sl(2,C). Si

l’on suppose (¢, V) irréductible, on voit alors que (vg, v1, . . ., v,) est une base de V. En particulier
dimcV =n+ 1.

Réciproquement, si n € N, et si 'on fixe une base (vg, v1, ..., v,) de C"*1 alors on définit une
représentation ¢ de sl(2,C) par
¢(h)(ve) = (n = 2k)v,  ¢(e)(v) = k(n —k+ Dve—1,  o(f)(vk) = vk,

pour tout k = 0,...n, avec les conventions v_1; = v,4+1 = 0. On voit facilement qu’elle est
irréductible : tout sous-espace stable W contient un vecteur propre non nul pour ¢(h), et est
donc, a un scalaire non nul prés, I'un des v;.

Ceci donne la classification des représentations irréductibles C-linéaires de sl(2,C) : notons
(¢, C™1) la représentation irréductible de dimension n + 1 de s[(2,C) définie ci-dessus. Toute
représentation irréductible C-linéaire de sl(2,C) de dimension n + 1 est isomorphe & (¢,, C"*1).

Ezxercice II1.2.2. — Exprimer I, J, K dans la base (h,e, f). En déduire l'action de de I, J, K
dans (¢, C"H1).

Nous allons maintenant montrer que les représentations (¢,, C"*!) se remontent en des repré-
sentations du groupe SU(2). Pour cela, nous allons commencer par trouver une autre réalisation
de ces représentations.

Soit Clz1, z2] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients complexes & deux variables. Posons
O =22, i=12 et

(11121) De == *2281, Df == *2182, Dh == 2282 - 2181.

Alors D., Dy et Dy, sont des opérateurs différentiels (linéaires a coefficients constants) qui agissent
sur Cl[z1, z2]. On vérifie par le calcul qu’ils satisfont les relations de commutation :

[Dy, De]l = 2D., [Dp,Df] = —=2D¢, [De,D¢] = D,
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Ainsi
e De,  fr Dy, h Dy,
définit une représentation D de sl(2, C) dans C|z1, 22].

Une base de C|z1, 22| est donnée par les monoémes z]fzgfk avec k,n entiers, k < n. On calcule
Dh(z1 zy k) (n— Qk)zl zy g Df(zl zy k) —(n— k)zf*lz;‘—k—17
De(z{“z2 ) = —kzk ! 25~ ktl

avec la convention z; L—o.

Ceci montre que l'espace C[z1, 23], des polynomes homogénes de degré n fixé (qui est de di-
mension n+ 1), est stable sous ’action de s[(2, C). La représentation (D, C[z1, 22]5,) est isomorphe

A (¢, C"1) comme on le voit en normalisant convenablement la base des zi“zg k. (n fixé), en
posant
k. n—k
k *172
v = (1) —=——.
Exercice II1.2.3. — En utilisant I'exercice précédent, écrire les formules donnant Dy,Dj, Dg

et 'action de de I, J, K sur les mondémes z{“zg k.

Nous allons maintenant montrer que I’action de s((2, C) sur C[zy, 22],, est la différentielle d’une
représentation de SL(2,C) dans ce méme espace. En effet, SL(2,C) agit naturellement sur C?,
et donc sur C[zy, 22| par

(p(g) - P)(21,22) = P(g™" - (21, 22))-

a b

e d ), ad — be = 1 est un élément de SL(2,C), son inverse

De maniére explicite, si g = (

est g7 = ( d b >, et donc

—c a
d —b z
-1 1
“(21,22) = = (dz1 — bzg, —cz1 + az9).
g - (21,22) (_Ca)<22> (dz 2 1 2)
Ainsi
(p(g) - P)(z1,22) = P(dz1 — bzg, —cz1 + az).
Nous espérons que le lecteur n’est pas géné par le passage de I’écriture en colonnes des vecteurs
de C? a I’écriture en ligne des variables. Il est clair que cette action préserve les polynémes homo-

génes de degré n. On en déduit donc une représentation (p, C[z1, 22]5,). Nous allons maintenant
calculer sa différentielle.

Soit X = ( 3 ? ) dans sl((2,C) (donc § = —a) et posons

c(t) = exptX = < ‘C”(t) o(t) ) € SL(2,C), (t€R)
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On a ¢(0) = Id et ¢(0) = X, soit a’(0) = a, b'(0) = 5... On peut alors calculer la différentielle
de p :

(dp(X) - P)(21,22) = %n:o(ﬂ(c(t)) - P) (21, 22)
d

= $|t:0P((d(t)z1 — b(t)ze, —c(t)z1 + a(t)z2)

= (521 - ﬁZQ)(@lp)(Zl, 2’2) + (—’}/Zl + OZZQ)(aQP)(Zl, 2’2)
En particulier, on trouve :
dp(h) = —2101 + 2904, dp(e) = —2901, dp(f) = —210s.
Nous retrouvons (I11.2.1).

On peut maintenant restreindre les représentations (p, C[z1, 22]), & SU(2) € SL(2,C). No-
tons (7, Vy,) ces représentations. Nous avons montré que toute représentation irréductible de
dimension n + 1 de SU(2) est isomorphe a (my,, V,).

Les représentations irréductibles de dimension de SO(3) sont celles obtenues a partir de celles
de SU(2) triviales en —Id € SU(2). Or —Id agit sur un polynéme P par

(p(=1d) - P)(z1, 22) = P(—21, —22).

Ainsi les représentations de SU(2) triviales en —Id sont les (m,, V), n pair.

Ezercice II1.2.4. — (Formule de Clebsch-Gordan). Soient (7, V;,) et (7, Vi) les représenta-
tions irréductibles de SU(2) de dimension n + 1 et m + 1 respectivement, avec n > m. Montrer
que

Ty Q@ T, = @ Tn4+m—21-

I=0,m

IT1.3. Les harmoniques sphériques

Le groupe SO(3) agit sur R? en préservant la sphére unité
$? = {z = (21,72, 23) €R% ||z|* =} + 23 + 23 =1}

On en déduit des réprésentations linéaires de SO(3) dans I’espace des fonctions sur R? et dans
I'espace des fonctions sur S? (a valeurs complexes) donnée par la formule usuelle

g-fl@)=flg" ).

111.3.1. Fonctions harmoniques. — Le Laplacien A est U'opérateur différentiel a coefficients
constants sur R? donné par
0? 0? 0?
A= —S+-5++5
ox?  Oz%  0a3
Définition ITI.3.1. — Une fonction harmonique sur R? (a valeurs complexes) est une fonction

f de classe C? telle que A(f) = 0.
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Lemme II1.3.2. — Soit f € C*(R3,C) et soit g € SO(3). Alors
g-Alg™ - f) = A(f).

Démonstration. Posons g = (g:j)1<ij<3 et y = (y1,%2,y3) = g(z). On a alors, par la formule de
changement de variables :

f Z Z
9ji 7 —
(91‘ = ay
D’ou

Z 95i9ki 7~ 8%83} (f)(g)

i,5,k=1

Or g € SO(3), donc ‘gg = Idps, et ainsi

3 1sij=k
Z 9ji9ki = .
=1

0 sinon
Ceci donne
: Pf s
=253l AN) = Af)g - )
k=1 Yk

O

Pour dire les choses de maniére équivalentes, les espaces C* (R3,C), k € N, sont des espaces de
représentations du groupe SO(3) et

A : CFE(R3,C) — CHR3,C)

est un opérateur d’entrelacement.

I11.3.2. Action de s0(3) dans C*°(R?,C). — Rappelons que

s0(3) = {X € gl(3,R)| "X + X =0}

0 -2z 2y
={M(z,y,z) = 2z 0 -2z |,z,y,z€R}
-2y 2z 0
dont une base est donnée par les matrices
00 O 0 0 2 0 -2 0
I=1 00 -2, Jg=|1 0 0o0o0], K=2 0 0],
02 0 -2 0 0 0 0 O

vérifiant les relations de commutation

Z,J =K, [J,K]=1I, [K,I]=J.
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Soit M = M (x,vy, z) dans s0(3) et soit c(t) une courbe C* dans SO(3) telle que c(0) = Idgs et
(0) = M. On pose c(t) = (c;j(t))1<i j<3. On a alors pour toute fonction f € C*(R3,C) et tout
x = (x1, 29, 23) € R?,

(c(t)- F)@) = fle®)™ - z) = f(e(t) - 2)

= f((c1121 + c2172 + 3123, c121 + C22%2 + €3273, C1371 + C2372 + €33T3)).
On dérive par rapport a t, et on évalue en ¢ = 0 pour calculer (M - f)(x), ce qui nous donne

(M- f)(z) = ((22x2 - 2yx3)aix1 + (2zx3 — 22;av1)8i362 + (2yz1 — me)@ia:g) - f(z).
L’algébre de Lie s0(3) agit donc dans C*°(R?,C) par des opérateurs différentiels de degré 1 a
coefficients constants. Notons ¢ cette représentation de s0(3) dans C!(R?, C). On a en particulier :

0 0 0 1o} 0 0
¢(Z)—2$387x2*2$2871:3, ¢(L7)—2$187x372x36—xl, ¢>(IC)_2;E2873:172$187£2.

IT1.3.3. Opérateur de Casimir. — Pour toute représentation (p, V') de l'algébre de Lie s0(3),
notons Q, = 1(p(Z)*+p(J)*+p(K)?). C’est un élément de End(V'), appelé opérateur de Casimir.
On a dans End(V),

(D), 2] = 1 (), o)+ D) ()] + [p(D), 9]
=L (PDP(T)? ~ LTV 0(T) + p(D)p(K)? ~ pK)(T))
1

=—((p(@)p(T) = p(T)p(T))p(T) = p(T)(p(T)p(T) — p(T)p(T))

+ (p(Z)p(K) = p(K)p(Z))p(K) — p(K)(p(T)p(K) — p(Z)p(K)))
% (p([Z, TN)p(T) — p(T)p([T, T]) + p(IZ, K])p(K) — p(K)p([K, T]))
:i (p(K)p(T) + p(T)p(K) — p(T)p(K) — p(K)p(T))
=0.

De méme, on trouve [p(J),Q,] = [p(K),Q,] = 0. Ceci montre que 2, est un opérateur
d’entrelacement de la représentation (p, V).

Corollaire II1.3.3. — Si (p, V) est une représentation irréductible de dimension finie de [’al-
gebre de Lie so(3), Uopérateur Q, est un multiple scalaire de l'identité.

Démonstration. C’est le lemme de Schur. O]

Particularisons maintenant ceci & la représentation ¢ de so(3) dans C*°(R?,C). On a Q4 =
1((I)* + ¢(T)? + ¢(K)?). Cest un opérateur différentiel de degré 2 a coefficients constants sur
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R3. Plus explicitement, en notant r? = 2% + x3 + 22,

o (o0 0N (0 9N (o Y
o= "3 0xo 2 O3 o O3 e ox1 2 O0xy o 0z

Y R N I
N 383:% 28x§ 3 0as 2 Do 2 D003
e 02 e 02 0 0 5 02
Ti=—s + To—= — T1=— — T3—— — 271
18$§ 3(91:% 18:63 383:3 ! 383:18:1:3
a2 0?2 L2 0? 0 0 5 0?
To—s +Ti=—5 —To9—— — T1=—— — 271
263@ 10x% 283:2 18:61 ! 28$18$2
0? 0?
2 2 2 2 2 2
=(r"— 952)676% + (" - 333)87;% + (" - 331)87;%
2 82 82
—2FE —2 —_— =2 _— =2 e —
123 6:328373 x1x38$18$3 mleaxlal‘Q’

ou F est 'opérateur d’Euler

Remarquons que

et continuons le calcul

Qp =7r*A - 2E — (E? - E).
Cette formule n’est rien d’autre que celle du Laplacien en coordonnées sphériques (x; =
rsinf cos ¢, xo = rsinfsing, xg = rcosh), r >0, ¢ € [0,2x], 6 € [0,7]) :

et Q, est le « Laplacien sphérique » Ags,

A e + cot 0 0 + L&
=—+4cotfl—+——.
527 962 90 " sin 0 02
I11.3.4. Polynémes homogénes. — Pour tout [ € N, notons P; l'espace des polyndémes

homogénes de degré [ sur R3. Un tel polynéme P s’écrit

!
P(X,Y,Z) =) Pu(X,Y)Z"*
k=0
ol P, est un polynome homogéne de degré k sur R%. Or la dimension de I’espace des polynomes
homogénes de degré k sur R? est k + 1, on a donc

l
dimPy =3 (k + 1) = LHDEF2)

2
k=0

Notons H; le sous-espace de P; des polyndémes homogénes de degré [ et harmoniques sur R3.
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Lemme II1.3.4. — Pour tout | € N, Uapplication linéaire
A PH.Q — P

est surjective.

Démonstration. Il est clair que A abaisse le degré d’un polynéme homogéne de deux. Montrons
que pour tout (a,b,c) € N? tel que a 4+ b+ c = I, X?Y?Z¢ est dans l'image de A. Raisonnons
par récurrence sur ¢ = a + b. Si ¢ = 0, la propriété est vraie car

AZ"H = (1+2)(1+1)Z"
De méme si ¢ = 1 puisque
AXZHY =+ x27, AyzZHEY=0+1ivzL
En général, la formule
AXY Z) = ala — 1) X2V Z¢ £ b(b— 1) XY 2Z° 4 ¢(c — 1) XY 07272
montre que la propriété au rang g — 2 implique la propriété au rang q. ]

Corollaire I11.3.5. — dimH; =1+ 1.

Démonstration. Ce qui précéde montre que I'on a une suite exacte
(I11.3.1) 0> H — P25 Py — 0.

On en déduit que dimP; = dimH; + dim P;_s. On obtient facilement la formule voulue par
récurrence. ]

Il est clair que I'action de SO(3) sur les fonctions sur R3 préserve les espaces P;. Elle préserve
aussi ‘H; d’apres le lemme I11.3.2.

Théoréme III1.3.6. — L’espace H; est une représentation irréductible de SO(3).

Démonstration. D’aprés la classification des représentations irréductibles de SO(3), il n’existe a
isomorphisme prés qu’'une seule représentation irréductible de dimension 2/ + 1. Considérons la
représentation ¢ de s0(3) dans H; obtenue par différentiation en l'identité de la représentation
de SO(3). On sait qu’elle est totalement réductible. Elle ne peut avoir comme composantes
irréductibles que des représentations de dimension au plus 21 4+ 1, et parmi celles-ci, seule celle
de dimension 2] + 1 admet un vecteur propre non nul pour 'opérateur ¢(iK) de valeur propre
2[. Or on a vu que
. . 0 0
o(ik) =i (23028371 — 21 8%2) .

Appliquons ceci au polynoéme P(x1, 2, 23) = (x1 + ix2)! qui est de maniére évidente dans H,.
(¢(ZK) ’ P)(1:1’$27x3) = 2Zl(l’2 - iiEl)(fE]_ + ixZ)l_l = 2lp($17$2,333).

On en déduit le théoréme. O

Proposition II1.3.7. — On a, pour toul | > 2, en tant que représentation de SO(3),
Pr =M @ r°Pis.
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Démonstration. 11 est clair que H; et r>P;_o sont des sous-espaces de P; stables sous I’action
de G. Par comparaison des dimensions, on voit qu’il suffit de montrer que H; N 72P;_y = 0. De
maniére équivalente, il s’agit de montrer que la suite exacte (II1.3.1) admet une section

5: Proa — P

dont I'image est 72P;_5. Une telle section s est une application linéaire vérifiant A(s(P)) = P
pour tout P € P;_5. La premiére idée est de prendre s(P) = r2P. Or, pour tout P € P;_»

A(r’P) = 6P + 4E(P) + r*A(P).

L’opérateur d’Euler E agit sur les polyndémes homogénes de degré | — 2 par le scalaire [ — 2 et
donc

A(r*P) =2(2l +1)P + r*A(P).
Plus généralement,
A(r?*P) = 2k(21 + 2k — 1)r** 2P + 2 A(P).

On se rapproche la section voulue en posant, pour une constante ¢ & choisir :

r2

‘)= 5@

P —cr'A(P),
ce qui nous donne

7’2
A(s(P)) =P + mA(P) — c4(20 + 3)r*A(P) — cr' A%(P).
1

(20 + 1)4(20 + 3)
et 'on voit que 'on doit prendre, pour avoir A(s(P)) = P,

pour annuler les termes médians. On réitére ce procédé,

On prend donc ¢ = 5

r? A
s(P) = 2(21 + 1)P T 2020+ D420 + 3)A(P)
7,6
@I a2 £ 3)6(2 + 5)T6A3(P) T
(-1 >t AK(P) +

15, 26(20 + 20 — 1)

Cette somme est finie, puisque pour k assez grand AF(P) est nul. D’autre part il est clair que
I'image de s est dans 72P;_s. De plus, s est injective, puisque c’est une section, et en comparant
les dimensions, on voit que 'image de s est exactement r2P;_.

O

Corollaire I11.3.8. — On a pour tout | > 2, en tant que représentation de SO(3),

l . .
" Ho sil est pair
Pi=H Or*H_,&...® 0 ) p‘ ‘
Y1y siloest impair.

Remarquons que H est I’espace des polynémes constants et H; celui des polynémes homogénes
de degré 1.
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D’aprés le corollaire I11.3.3, 'opérateur €2 = ) agit par un scalaire sur chaque #;. Ce scalaire
est facile & calculer, puisque nous avons établi plus haut que

QO=r’A—-FE?—E.

En effet, A est nul sur H; et 'opérateur d’Euler agit par multiplication par le degré d’homogénéité
[. On voit donc que 2 agit sur H; par le scalaire —1% +1 = —I(l + 1).

I11.3.5. Harmoniques sphériques. — La sphére S? est munie d’une action naturelle de
SO(3). Cette action est transitive, et le stabilisateur du point (0,0,1) de S? dans SO(3) est le
sous-groupe des rotations d’axe Ox3, que l'on identifie & SO(2). Ainsi, on obtient un difféomo-
phisme

SO(3)/S0(2) ~ S%, G~ g-(0,0,1).

Toute fonction f sur S2 peut-étre vue comme une fonction f sur SO(3) vérifiant

f(gk) = f(gk), (Vg €SO(3), Vk € SO(2)).

Soit 41 la mesure de Haar normalisée sur SO(3). Pour toute fonction continue f sur S2, posons

(g2, f) = {p, f)-
On a alors, pour tout g € SO(3),

(w29 f) = (g )= (g ) = (. ) = (pse, f)-
On a ainsi définit une mesure pg» sur S2, invariante par action de SO(3). On peut vérifier qu’en
coordonnées sphériques, cette mesure est donnée par

1 T 27
— 0 in8 do do.
47r/9:0/¢:0f( 8)sin 6 do do

L'espace H = L?(S?, jug2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(o) = [ @ la) dnse(a)

L’invariance de la mesure pg2 entraine que la représentation de SO(3) dans H est unitaire.

Un polynéme homogéne de degré I sur R? est déterminé par sa restriction a S2. Appelons
respectivement 731 et ’;ql les espaces des restrictions a S? des polynémes dans P; et H; respecti-
vement. Ce sont des espaces de représentations pour SO(3), et le corollaire I11.3.8 nous donne
(113.2) B FloH ... {%0 si st pair

‘H1 sil est impair.
Ceci est une décomposition de ﬁl en représentations irréductibles de SO(3). D’aprés ce qui
précede, ce sont des représentations unitaires. Les éléments de 1’algébre de Lie so(3) agissent dans
ces espaces par des opérateurs anti-hermitiens. On en déduit que 'opérateur de Casimir €2 est
lui un opérateur hermitien. Ses sous-espaces propres sont donc orthogonaux, et la décomposition
de P, établie ci-dessus est une décomposition orthogonale.

Voici une autre maniére de présenter ces résultats. L’opérateur de Casimir € est le « Laplacien
sphérique » Ag2. C’est un opérateur différentiel de degré 2 sur la sphére S?, qui agit sur P, cette
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action commutant a celle de SO(3). Les sous-espaces propres de € dans 75; sont donc des sous-
représentations de SO(3). Ce qui a été fait ci-dessus montre qu’elles sont irréductibles.

Théoréme II1.3.9. — L’espace H = L*(S?, us2) est somme directe hilbertienne des 7-[1 pour
leN.

Démonstration. On a vu que les ’ﬁl sont orthogonaux puisque ce sont des sous-espaces propres
pour l'opérateur hermitien . (On remarque que € étant un opérateur différentiel, il n’est pas
bien défini sur H = L?(S?, 152), mais il est certainement sur le sous-espace des fonctions C* par
exemple, qui contient tout les 7—~ll) Il reste & démontrer la densité de la somme directe algébrique
des 7—71 dans H. Ceci est une conséquence du théoréme d’approximation de Stone-Weierstrass.
On peut approcher toute fonction continue sur S? par des restrictions de fonctions polynomiales

sur R3. On peut ensuite décomposer chaque polynéme en somme de polynémes homogénes et

utiliser la décomposition (II1.3.2) pour conclure. O
Remarque II1.3.10. — Dans la décomposition Hilbertienne
L2(S2,u52) = @ 7?[1
leN

chaque représentation irréductible de SO(3) apparait avec multiplicité 1.



CHAPITRE IV

REPRESENTATIONS DU GROUPE DE HEISENBERG

Ce chapitre est constitué de ’énoncé d’un probléme d’examen et de son corrigé.

Premiére Partie : Représentations de dimension finie du groupe de Heisenberg.

0 =z =z
Soith={[ 0 0 v |; x,y,z€R}
0 0 O
010 0 0O 0 01
Posons X = 0 0 0 |, Y=| 0 0 1 JetZ=[ 0 0 0
0 0O 0 0O 0 0O

— 1. Montrer que [X,Y] = Z, [X, Z] = [Y, Z] = 0. En déduire que h est une sous-algébre de
Lie de gl(3,R).

— 2. Calculer exptX, exptY et exptZ pour tout t € R.

— 3. Calculer g, p . = exp cZ exp bY exp aX. Exprimer exp aX exp bY comme un élément g, 4, ..
Montrer que g, . est dans I'image de I’exponentielle.

— 4. Quel est le sous-groupe connexe de GL(3,R) d’algebre de Lie h? On le note H. Montrer
que exp : h — H est bijective.

— 5. Quelles sont les sous-algébres de Lie de 7

— 6. Soit (¢, V) une représentation de dimension finie de h. Soit A une valeur propre de
Vopérateur ¢(Z). Montrer que le sous-espace propre V) associé a cette valeur propre est stable
par ¢.

— 7. On suppose maintenant que (¢, V') est irréductible. Que vaut ¢(Z)? En déduire que la
valeur propre A est nulle.

— 8. Montrer qu’alors dim V' = 1. On pose ¢(X) = a, ¢(Y) = 6.

— 9. Montrer que les classes d’équivalence de représentations irréductibles de dimension fi-
nie de h forment une famille a deux parametres ¢, g, o, 8 € C. Ces représentations sont-elles
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les différentielles en Id de représentations de H. Les expliciter le cas échéant. Quelles sont les
représentations unitaires de dimension finie de H 7

Deuxiéme partie : Représentations unitaires irréductibles de H

Soit S(R) l'espace de Schwartz sur R. Rappelons que S(R) est Iespace des fonctions C*° sur
R, & valeurs complexes, qui sont, ainsi que toutes leurs dérivées, a “décroissance rapide” lorsque
t — +oo. Ceci assure que les intégrales qui apparaissent ci-dessous convergent, et nous ne nous
préoccuperons plus de ce probléme. On munit S(R) du produit hermitien (défini positif) :

(1. f2) = /R onor

La norme associée sera notée || - 2.

Considérons sur S(R) l'opérateur
1 d
= (t+ —
a \/5( + dt)?
Clest-a-dire que a(f)(t) = %(tf(t) + f(t)). En général, si ¢ € C*°(R), on confond dans les

notations la fonction g et I'opérateur f +— gf sur S(R).

— 1. Montrer que son adjoint pour le produit hermitien est

— 2. Vérifier que [a,a*] = Idg(g). En déduire que
¢: X—ra, Y—a, 7 ldgw)
définit une représentation de h dans S(R).

— 3. On pose E = aa* + a*a et N = a*a. Montrer que [E,a] = —2a, [E,a*] = 2a* et que
[N,a] = —a, [N,a*] = a*.

— 4. Résoudre Nf = 0 dans S(R) (on pourra chercher une solution de la forme ¢ —s e°).
Montrer qu’il existe une unique solution vy de N f =0 dans S(R) vérifiant (vo, v9) = 1.

— 5. Montrer que si v est vecteur propre de N dans S(R) pour la valeur propre A, alors a - v
est dans le sous-espace propre de N pour la valeur propre A — 1 et a* - v est dans le sous-espace
propre pour la valeur propre A + 1.

o
k+1
orthonormale de S(R). Montrer que les vy sont des fonctions de la forme

vg(t) = (0 et

vVk+1

ou les Hy sont des polynomes (polynémes d’Hermite)

— 6. On définit par récurrence vgi1 = . Montrer que les (vg)ren forment une famille

2

a\;gi* = —i% et ¢ = “&%* = t. Justifiez que si I'on pose u(s) = €7 et

— 7. On pose p =
v(s) = €*P pour tout s € R, alors pour tout f € S(R)

(u(s) - ) =™ f(1),  (v(s)- f)(t) = f(t+3s).
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(On demande simplement une justification et non une démonstration, car la démonstration
compléte est hors de portée du fait que S(R) est de dimension infinie : on pourra admettre que les
propriétés de I'exponentielle d’'un opérateur sont les mémes qu’en dimension finie, par exemple
le développement en série ou ’équation différentielle vérifiée par I’exponentielle).

— 8. Pour tout A € R, on pose
TA(Gape) = €T UNb)o(a).
Montrer que 7y définit une représentation de H et qu’elle est continue et unitaire.
L’espace S(R) n’est pas complet pour la norme || - [|2. Son complété est I'espace L2(R). On

prolonge 7y & L?(R) par continuité. On obtient ainsi une représentation unitaire de H dans
I'espace de Hilbert L%(R).

— 9. Soit A un opérateur sur L?(R) qui commute avec les translations et la multiplication par
t. On admet qu’alors A est un multiple scalaire de I'identité. Déduire des questions précédentes
que (my, L2(R)) est irréductible.
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Corrigé

Premiére partie.

— 1. On fait le calcul. Tout élément de h est une combinaison linéaire de X, Y et Z. Le
commutateur de deux éléments de b est encore une telle combinaison linéaire, donc h est une

sous-algebre de Lie de gl(3,R).
— 2. On constate que X2 =Y? = Z2 =0, donc

1t 0
exptX=Id+tX =1 0 1 0
0 01
De méme,
100 1 0 ¢
exptY =| 0 1 ¢ et exptZ=| 0 1 1
0 01 0 01
1 a c
— 3. Gabc = 0 1 b
0 0 1
1 a O 1 00 1 a ab
expaXexpbY =1 0 1 0 01 b6 |=1011 ,
0 0 1 0 0 1 0 0 1
d’ott exp aX expbY = g4 p ab-
On a exp(aX +bY +c¢Z) =g, ., o, doi
" 2
ab
Gape = exp(aX +bY + (c — E)Z)

— 4. D’aprés ce qui précéde, le sous-groupe de GL(3,R) engendré par exp b est

1 a c
H={| 01 b |, abcelR}
0 0 1

Il est clair que 'application exponentielle est injective et surjective.

— 5. Toutes les droites vectorielles dans b sont bien stir des sous-algébres de Lie. Cherchons
maintenant les sous-algébres de dimension 2. Soient A et B deux éléments engendrant une telle
sous-algeébre a. Le crochet de deux éléments de h est toujours dans la droite engendrée par Z.
Supposons [A, B] # 0. Alors A, B et Z sont liés. On peut alors remplacer soit A, soit B par Z
pour obtenir une base de a. Mais on voit alors que le crochet est toujours nul : contradiction. Donc
[A, B] = 0. Si Z n’est pas dans a, on voit qu’alors b est engendré par A, B et Z : contradiction car
b serait abélienne. Donc a contient Z. Réciproquement, tout espace de dimension 2 qui contient
Z est une sous-algébre abélienne de h.
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— 6. Soit v un vecteur propre non nul pour la valeur propre A de ¢(Z). On a, pour tout A € b,
[Z,A] =0, donc

0=¢(Z,4]) - v=9¢(2)p(A) - v = ¢(X)B(A) - v = $(Z)p(A) - v = Ap(A) - v.

Ceci montre que ¢(A) -v € V).

— 7. Comme ¢ est irréductible, V' = V) et donc ¢(Z) est U'opérateur A\Idy. Or Tr A\Idy =
AdimV et

Tro(Z) = Tr (o([X, Y])) = Tr ([p(X), o(Y)])

=Tr (¢(X)¢(Y)) — Tr (¢(Y) (X)) = 0.
Ceci montre que A = 0.

— 8. On a donc ¢(Z) =0 et

¢(Z) = o([X,Y]) = [¢(X), 6(Y)] = o(X)p(Y) — (Y)$(X) = 0

donc les opérateurs ¢(X) et ¢(Y) commutent. Soit v un vecteur propre non nul simultané de
d(X) et ¢(Y). Il est clair que le sous-espace engendré par ce vecteur est stable par ¢, et comme
¢ est irréductible, c’est 'espace V' tout entier. Donc V' est de dimension 1.

— 9. Réciproquement, si «, 8 sont dans C, on pose ¢(X) = a, ¢(Y) = 3, ¢(Z) = 0. 1l est
clair que ceci définit une représentation de dimension 1 de h. On la note ¢, g. Des représentation
de dimension 1 sont équivalentes si et seulement si elles sont égales. On cherche maintenant des
représentations 7, g de H telles que (dma,)j1q = Pa,s- On doit avoir

Ta,p(exptZ) = exp(tpa,p(Z)) = exp0 =1d

Ta,p(exptX) = exp(tpa 5(X)) = expta

Ta,8(exptY) = exp(tpa 5(X)) = exptf
D’ott 74, 8(gap,c) = exp(ac) exp(b3).
Comme g4 pc9a’ b,/ = Yata’ b+ ,c+c'+ab' ON VOit que, réciproquement,
Ta,8(Jab,c) = exp(ac) exp(bp)

définit une représentation de H, dont la différentielle est ¢, g.

Toute représentation m de H définit par différentiation une représentation ¢ de §. Si 7 est
irréductible, alors ¢ aussi (cours). Les seules représentations irréductibles de H sont donc les
Ta,3- Elles sont unitaires si et seulement si o € iR, 8 € iR.

Deuxiéme partie.
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— 1. On calcule a l'aide d’une intégration par partie :

mnhwa/j(wwwﬁw»h@w

/\f Otfa(t) dt+/ £2(t) dt

f )t fa(t) dt — / o) dt

%L\
85~

L) (120 - 1) EO) = (f1,a"f2)

— 2.
1 d d
= (IO 12 f(0) + d— tf(t) - t2f( )
Sl et - Lero - o)
2 dt dt dt?

= SH7) — 0 F(0) = £+ £7(0) — t7'(0) = £(0)
On a ¢([X,Y]) = ¢(Z) = ldsw) et [¢(X),é(Y)] = [a,a*] = Idgrw). De méme, pour tout
Aeb, ¢([A,Z]) = ¢(0) = 0 et [¢p(A), p(Z)] = [¢(A),Ids®w)] = 0 car Idgr) commute avec tout
les opérateurs sur S(R). Par linéarité, on en déduit que

¢([A, B]) = [¢(A), ¢(B)]
pour tous A, B € b, ce qui signifie que ¢ est une représentation de h dans S(R).
— 3. Comme aa* = a*a + 1
[E,a] = (aa™ 4+ a*a)a — a(aa™ + a*a) = (2a*a + 1)a — a(2a*a + 1)

= 2a*a® — 2aa*a = 2a*a® — 2(a*a + 1)a = —2a

De méme [E,a*] = 2a*. Comme N = 3(E — [a,a*]) = 4(E — Ids(r)), on en déduit
[N,a] = —a, [N,a*]=

— 4. I’équation N - f = 0 est I’équation différentielle linéaire du second ordre, homogéne

1
5(@2 —1ft) - f(t) =0
dont ’espace des solutions est de dimension 2.

Cherchons les solutions sous la forme ¢ — e*". On trouve a = —=. On cherche une autre
solution par la méthode de variation de la constante : K(t)eﬁ . On trouve K"(t) = 2tK'(t),
soit K'(t) = Cet” et I'on obtient une solution linéairement indépendante de la premiére qui n’est
pas & décroissance rapide, donc pas dans S(R).

Les seules solutions dans S(R) sont de la forme

42
t— Kle_f.
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Si I'on impose de plus la condition (vg,vg) = 1, ceci fixe la constante Kj.
— 5. On a, pour v € S(R) telle que N - v = \v
—a-v=[N,a]-v=Na-v—aN-v=Na-v—XAa-v
d’ott Na-v = (A —1)a-v. Ceci montre que a - v dans le sous-espace propre de N pour la valeur
propre A — 1. Le calcul pour Na* - v est similaire.

— 6. D’aprés ce qui précéde, v est vecteur propre de N pour la valeur propre k. Comme
s Uk
N = a*a est autoadjoint, ses sous-espaces propres sont donc orthogonaux. Pour montrer que
(vg,vx) = 1, on raisonne par récurrence. On a

1 1

_ * * _ *
(Vkt1, Vkt1) = T 1(6L Vg, @ VL) T 1(aa Uk, Uk)
Or aa* =N +1 dou
1
(Vkt1, Vk41) = m((N + Do, vg) = (Vg Vi)

On montre vy est de la forme voulue par récurrence sur k, sans difficulté. Les Hj sont les
polynoémes d’Hermitte.

— 8. 0On a:
i5q)? isq)3
(e f)(t) = (Ids) - f +isq- [+ ( ;) f ( ?3) (@)
ist)? ist)? :
= f(t) +istf(t) + ( 2? f(t) + ( 3? f@)+ ... ="t (1)

Pour calculer (%P - f)(t), on peut envisager deux méthodes. La premiére est que s > e**P est
I'unique solution de a'(s) = ipa(s), telle que a(0) = Idgr). Or si I'on pose

(a(s) - £)(t) = f(t +5)

alors
(@(3) P)(O) = (als) - (1) = S (1 +5) = F(t+5) = (ipals) - 1)1

et bien sir a(0) = Idg).

Une autre méthode est de calculer formellement

A Co)2 )3
(e”P- f)(t) = (Idsmw) - f +isp- f+ (1822'9) f+ (Z?’)> fA L))

2 ¢t 3 £(3)
:(f+sf’+82‘}; +8:’; o)

On reconnait le développement de Taylor de f(t + s).

— 8. On veut montrer que
A(Jape) = €™ u(Ab)v(a)

définit bien un morphisme de groupes de H dans GL(S(R)). Pour cela, il s’agit de vérifier que

UPDN (ga,b,cga’7b’,c’) =TX (ga,b7c)77>\ (ga’,b’7c’)-



64 CHAPITRE IV. REPRESENTATIONS DU GROUPE DE HEISENBERG

Or Jab,cda’ b ¢/ = Ga+a’ b+ c+c'+ab’ donc

UP) (ga,b,cga’,b’,c’) = TX (ga+a’,b+b’,c+c’+ab’) = 62i7r)\(c+c'+ab’)u()\(b + b/))’U(CL + a/)'
D’autre part
Wk(ga,b,c)ﬂ'k(ga’,b’,c’) = BZiWACU()‘b)U(a)e%ﬂ)\du()‘b/)U(a/)
= 2Dy (Ab)v(a)u(A )v(d').
Il s’agit de faire commuter v(a) et u(Ab'). Or
(v(@)u(\) - f)(t) = XD f(t 4 a)
et
(uN)o(a) - f)(t) = ™ f(t + a)
D’ou
™ (ga,b,c)ﬂ'/\ (ga’,b’,c’) _ €2iﬂ/\(c+d+abl)u(Ab)u()\b/)U(a)U(a,)
= ANty (X (b + V))v(a + o).

Montrons maintenant que 7y est unitaire. Il s’agit de montrer que pour tout g, . € H et pour
toutes fonctions f1, fo € S(R), on a

(Wk(ga,b,c) : flvﬂ')\(ga,b,c) : f2) = (fla f2)

(77)\ (ga,b,c) : flv ﬂk(ga,b,c) . f2)

— / ei)\btfl (t 4 a) ei)\bth (t + a)dt
R

- / fi(t + a) FalE + a)dt = / (O Tl dt — (1. 2))
R R

On a utilisé 'invariance de la mesure de Lebesgue par translation.

Pour la continuité : il s’agit de montrer que

H xS(R) = S[R), (gape f) = mx(Gabe) - f

est continue. Soient gq p.c, gor pr.o € H et fi1, fo € S(R). On a
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||7T)\(ga,b,c) : fl - 77/\(ga’,b’,c’) : f2||2

o NP 1/2
/ ‘6217r/\cez/\btfl(t + a) _ 6217r)\c ez/\b tfg(t + a/),Q dt)
R

; / . / ’ 1/2
/ |€217r)\(c—c)ez)\(b—b )(t_a)fl(t—f—a - a/)) o f2(t)’2 dt)
R
|| A=) £ (¢ 40— ) — fo(t)a
[T (4 40— ') ult+ (0 a))
At + (a—d) = @)z + [[/1(8) = fa()]]2

NG fy ¢+ (0 — o)) = fult + (o — )

_ |’(eQiﬂA(c—c’)ei)\(b—b’)(t—a) _ 1)f1 (t) | ‘2

Fixons € > 0. Comme f; est de carré intégrable, il existe un réel R > 0 tel que
2
€

[ nepasS
R\[—R,R)]

|(62i7r)\(cfc’)ei)\(bfb’)(tfa) . 1)| <2

et comme

On obtient

/ |(€2i7r)\(c—c’)ei(a—a’)(t—)\(b—b’) _ 1)](‘1(1;)’2 dt < 2
R\[-R,R]

D’autre part, on si ¢ — /| et |b — V| sont suffisamment petits, on a par continuité uniforme
sur le compact [—R, R] :

/[ R.R] [(PmAem PO 1) ()7 dt < €1 fa]3,

d’ou :

[[(2mNE DA 1) £ (8|2 < e(1+[1/1113)1/%

La majoration de ||f1(t + (a — a’)) — fi1(t)|]2 est similaire. On coupe l'intégrale en deux : sur
R\ [-R, R] et sur [R, R], ot l'on utilise la continuité uniforme de f; et |a — a’| petit. On obtient
ainsi

1f1(t+ (a—d)) = fi(®)l]2 < e

Au final, on voit que 'on peut rendre

||7r>\((ga,b,c) “fi— ﬂ-)\((ga’,b’,c’) : f2H2
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aussi petit que 'on veut en prenant |c — |, |a — d|, [b — V| et ||f1 — f2||]2 suffisamment petits.
Ceci montre la continuité.

— 9. Soit A un opérateur d’entrelacement de 7y avec elle-méme. Alors A commute avec les
translations et les multiplications par e?*!. On a donc pour toute fonction f € S(R), pour tout
réel s :

A () = A )

et en dérivant par rapport a s, puis en évaluant en s = 0

(A F)(t) = Aitf).
Donc A commute avec la multiplication par t : on en déduit que A est un opérateur scalaire.

Supposons que 7y ne soit pas irréductible. Alors il existe un sous-espace W fermé de L?(R)
stable par H, qui n’est ni trivial ni L?(R) tout entier. Comme 7y est unitaire, on a L?(R) =
W @ W, Mais alors, les projections sur W et W+ sont des opérateurs d’entrelacement de 7y
qui ne sont pas des opérateurs scalaires : contradiction.

Remarque : Il est connu que les (vg)reny forment une base hilbertienne de L?(R). On peut
utiliser ceci pour montrer qu'un opérateur qui commute avec les translations et les multiplications
par t est scalaire.



CHAPITRE V

SYMETRIES EN MECANIQUE QUANTIQUE

Le but est ici de faire le lien entre les symétries en mécanique quantique et la théorie des
groupes. On commencera par des exemples simples liés au groupe des rotations, puis on expliquera
comment les symétries sont implémentées dans la description quantique d’un systéme physique.
On analysera les conséquences de I'existence de symétries.

V.1. Actions sur les états quantiques

On rappelle que la mécanique quantique est fondée sur les principes suivants :
— L’état d’un systéme est décrit par un "rayon" d’un espace de Hilbert H. Un "rayon" est
une classe d’équivalence de vecteurs définis & une phase prés. On notera les vecteurs de H par
Y ou, en suivant P.M. Dirac, par le "ket" [¢). Avec cette notation, les vecteurs [1) et e'®|v))
représentent le méme état physique. Le produit hilbertien entre deux vecteurs sera noté par le
"bracket" (11]1)2) ot le "bra" (1] est le dual de |¢1).
— Les grandeurs expérimentalement observables sont représentées par des opérateurs A auto-
adjoints sur  : A = A", Le résultat d’une mesure de la grandeur représentée par A ne peut étre
qu’un élément du spectre de A. Soit I = [a1,a2] C Spec(A) un intervalle inclus dans le spectre
de A et Pr le projecteur spectral associé. Si le systéme est préparé dans 'état |1), la probabilité
d’observer un élément de I lors d’une mesure de A est (Y| Pr|y)/{(W|).
— L’évolution de I’état du systéme est gouvernée par I'équation de Schroedinger (M) :

i0:(t)) = H|y(t))
ol H, opérateur auto-ajoint sur H, est I’hamiltonien du systéme. Son spectre donne ’ensemble
des énergies accessibles au systéme.

V.1.1. Translations et rotations. — Commengons par des exemples.

Considérons le systéme simple constitué d’une particule (massive, non relativiste) se déplagant
dans l’espace tri-dimensionnel, dont la position est notée x = (z,y, z). En mécanique quantique,
létat du systéme est décrit par une fonction d’onde 1 (x), vue comme un élément de l’espace
L*(R3) dont la structure hilbertienne est définie par ||1||> = [ dx|¢(x)|*. Le module carré de la

1. Nous posons i = 1.
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fonction d’onde, |¢(x)|?, fournit la densité de probabilité de trouver la particule en la position
X.

Pour tout vecteur a, la translation T, décrit le déplacement linéaire T, : x — x+a. L’ensemble
des translations forment un groupe abélien, T T}, = To4p. L’action de ce groupe sur les fonctions
d’onde consiste a déplacer le systeme physique, donc la fonction d’onde, linéairement le long du
vecteur a. Elle est donnée par (T, - ¥)(x) = ¥(x —a). Les opérateurs T satisfont Tp T, =
Ta+b. Ils forment ainsi une representation du groupe des translations sur l'espace de Hilbert
L?(R3). Cette représentation est unitaire. Les générateurs infinitésimaux des translations sont
les impulsions P = —i0 qui agissent par dérivation sur les fonctions d’onde, puisque (Ta~¢)(x) =
Y(x) —a-OY(x) +--- de sorte que Ty = 1 —ia-P +--- pour |a] < 1. Ils commutent entre

eux ()

[P;, Py] = 0.

Les translations finies sont données par exponentiation Tn = exp(—ia - P), comme on peut le
vérifier par un développement de Taylor de 1 (x — a).

De fagon similaire, le groupe des rotations agit sur les fonctions d’onde. Une transformation
orthogonale est une application linéaire g : x — g-x preservant la norme du vecteur, ||g-z||> =
||z||? soit g7 g = 1. L’ensemble de ces transformations forment un groupe noté O(d) avec d = 3
car nous considérons un espace tri-dimensionnel. Comme (det g)?> = 1 pour tout g € O(3), le
groupe O(3) contient deux composantes connexes. On note SO(3) la composante connexe a
Iidentité formée des matrices orthogonales de déterminant 1, c’est ’ensemble des rotations. Une
rotation dans ’espace tri-dimensionnel est spécifiée par la donnée de I'axe de rotation, repéré par
le vecteur unitaire n, n? = 1, et de I’angle de rotation, noté «. Les rotations de paramétres (n; «)
et (—n; —a) sont identifiées. La rotation gn.., d’axe n et d’angle «, agit dans le plan orthogonal

s sina). Soit gne - X = (x-n)n+ (x — (x-n)n) cosa + n A x sino.
L’action du groupe des rotations sur les fonctions d’onde est donnée par

(Rg-)(x) =(g~" - x).

On vérifie simplement que cette action définit une représentation de SO(3) sur L?(R3) car
Ry Ry, = Rg g, (Il est important d’agir avec g~ ' dans la définition de Ry - 1 pour avoir

A n selon la matrice (

cette propriété). La représentation est unitaire sur L?(R3) : RZ, R, = 1. Une rotation d’angle
d’axe n et d’angle « infinitésimal agit comme gr_l;}l X =Xx—anAXx+--- pour a < 1, donc
Rgn;a
Jk = —iekm ,0,,. Tls satisfont les relations :

[Jk7Jl] — iﬁklm Jm.

=1—-—dan-J+--- ou J sont les opérateurs de moments cinétiques de composantes

Les rotations d’angle fini s’obtiennent par exponentiation R = exp(—ian-J), comme on peut

le vérifier par un développement de Taylor de w(g;;la - X).

In;a
L’espace de Hilbert L?(R3) sur lequel agit SO(3) se décompose en une somme directe de repré-

sentations irréductibles de ce groupe. Comme les rotations préservent la norme des vecteurs, il est
utile d’introduire les coordonnées sphériques (r, 60, ) et d’extraire la dépendance des fonctions

2. Le commutateur de deux opérateurs A et B est défini par [A, B] = AB — BA.
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d’onde dans la coordonnée radiale laissée invariante par les rotations. Ceci conduit & I’isomor-
phisme L2(R3) & L?(Ry) ® L?(S?) ott L?(S?) est 'ensemble des fonctions de carré sommable
sur la sphére. Toute fonction de L?(S?) se décompose sur les harmoniques sphériques Y., (6, ¢),
l €Netl>m > —I, qui forment ainsi une base de L?(S?). Comme nous le rappelons ci-aprés, le
groupe des rotations agit sur les harmoniques sphériques et, pour [ fixé, I’espace vectoriel engen-
dré par les Y., supporte une représentation irréductible RiO(S) de SO(3) de dimension 2! + 1.
Ainsi L2(S?) = ®:2, R°®) soit
R3 _ é LA(R S0(3)

1=0
Cette égalité signifie que toute fonction f(x) définie sur R? se décompose sur les harmoniques
sphériques en : f(x) =3, cim (1) Yim (0, ¢).

L’ensemble des translations et des rotations engendrent le groupe Euclidien, noté E(d) avec
ici d = 3. Les rotations et les translations ne commutent pas mais satisfont g - T, - g7 = Ty.q,
qui se traduit par les relations de commutation entre les générateurs d’impulsions et de moments
cinétiques :

[Jk ] klm pm

g ?) qui correspondent

Le groupe Euclidien s’identifie avec le groupe des matrices Mg.a = <

aux produits T g. La loi de groupe est
Mg;a - Mpp = Mgh;g-bta-

e Harmoniques sphériques et fonctions homogénes.
Arrétons nous un instant pour revoir la construction des harmoniques sphériques Y., (0, ¢), 1 € N
et | > m > —l. Pour [ fixé, elles forment une base de la représentation irréductible Rfo(g) de
SO(3) de dimension 2 + 1. Elles sont fonctions propres du moment cinétique J* = i(yd, — x0,)
et de 'opérateur Casimir J? = (J)2 + (JY)? + (J*)?

J?y m—l(l+ )}/l;ma JZ'YVl;m:mi/l;m

Ces relations caractérisent les fonctions Y., et servent (souvent) de point de départ a leur
construction. Mais il est instructif d’identifier les harmoniques sphériques via I’étude des fonctions
homogeénes dans les coordonnées x, y, z. Considérons donc 'espace vectoriel engendré par les
monomes de degré [ en les coordonnées x, y, z. Pour [ = 0, le seul monome est la fonction
constant 1, sur laquelle le groupe des rotations agit trivialement. On a Yp.0(0, ) = /1/47 et
Rlsi((?) = C. Il y a trois monomes indépendants de degré un, a savoir les trois coordonnées z, y, z
L’espace vectoriel engendré par ces trois fonctions est clairement irréductible sous les rotations
(car les trois coordonnées sont échangées par les rotations), et il est isomorphe a la représentation

vectorielle R;” ( ) de SO(3). On a :
rYi.0(0.0) = 2v/3/41 et rYi.41(0.¢) = (x £iy)\/3/8m.

Il y a six monomes indépendants de degré deux : z2, 32, 2% et xy, xz, yz. L’espace vectoriel

engendré par ces six fonctions est stable sous I'action des rotations (car les rotations agissent
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linéairement sur les coordonnées) mais il n’est pas irréductible car la fonction r? = 22472+ 22 est
invariante sous les rotations. On peut donc décomposer cet espace en la somme de deux espaces

qui forment des représentations irréductibles de SO(3) : I'espace engendré par la fonction 72,

qui est isomorphe & Rfi(o3)7 et 'espace de dimension 5 engendré par les fonctions xy, zz. yz,

2202 — y? — 22 et 2y% — 22 — 22, qui est isomorphe A Rlsigg). Les fonctions 72 Yo.m (6, ) sont des

combinaisons linéaires de ces cinq derniéres fonctions.

Plus généralement, ’espace vectoriel F; des fonctions homogénes de degré [ est stable sous
les rotations. Un élément de cet espace est une fonction de la forme Gj, j, ... j, /12?2 -- - 27, ou

G, jo, 5, €st un tenseur symétrique d’ordre [, et F; est donc de dimension w Quitte a

!, nous pouvons voir ces fonctions homogénes comme des fonctions définies sur

les diviser par 7~
la sphére de rayon un. L’espace JF; n’est pas irréductible sous le groupe des rotations car F;_o
se plonge dans F; : les fonctions de la forme 72 éj17j2,-~~ i @22 ... pJi=2 constituent une sous-
représentation de Fj. Le complémentaire (orthogonal par rapport au produit scalaire L? sur la
sphére) de cette sous-représentation est un espace de dimension (l+1)2(l+2) — (l_zl)l = 2]+ 1 formé
des fonctions G, j,.... j; 2IgI2 ...zt on le tenseur G est de trace nulle : §57 Grn j; = 0. On

(3) . Ainsi les fonctions

I3y
peut vérifier qu’il est irréductible sous les rotations et donc isomorphe a R;O
7 Y. (6, ¢) sont des fonctions homogénes

o o J1pJ2 L el
G]l:]%'“,]lw T Z

avec G, j, ... j, symétrique et de trace nulle.

l

V.1.2. Représentations, représentations projectives. — Comment décrire les transfor-
mations des états d'un systéme quantique? E. Wigner a donné une réponse précise a cette
question importante. Les transformations des états d’un systéme quantique sont décrites par le
théoréeme de Wigner :

Si S :|Y) — |S- 1) est une transformation bijective entre les rayons d’un espace de Hilbert H
préservant les modules des produits scalaires, i.e. telle que [(S - |S - )2 = |(¢|1)|?, alors S est
une transformation unitaire linéaire, ou anti-linéaire, sur H :

S 4) = Uslp), ULUs=1

a une phase prés (que 'on peut choisir égale a zéro).

On rappelle qu'une transformation anti-linéaire U est telle que U(z|y)) 4 y|o)) = z*Up) +
y*ﬁ |p) on z*, y* sont les complexes conjugués de z, y. Son hermitique conjugué est défini par
(Utp|y) = (¢|Urp)*. Les transformations anti-linéaires interviennent lorsque le renversement du
temps est mis en jeu. Nous ne traiterons pas ces cas dans ce qui suit.

Ainsi, un groupe de symétrie G agit linéairement sur les états d’un systéme quantique, appar-
tenant & un espace de Hilbert H, via des opérateurs unitaires :

V) = lg-v)=U(g)ly), geG, [¥)eH,

avec U(g) € EndH unitaire, U(g)'U(g) = 1. La condition d’unitarité assure la préservation de
la norme (g - 9lg - 1) = ([).
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Un groupe est muni d’une loi produit de sorte que le produit de deux éléments du groupe
est un élément du groupe. Si un groupe agit sur un systéme physique, la loi produit doit étre
implémentée de sorte que les actions successives par deux éléments du groupe sur le systéme
soient équivalentes & ’action de I’élément produit. Le fait que ’état d’un systéme quantique soit
spécifié par un rayon, (i.e. par un vecteur défini & une phase prés), laisse un certaine liberté dans
le résultat possible des actions successives de deux éléments du groupe sur I’espace de Hilbert.

(i) Soit le produit de deux actions sur un vecteur de H reproduit identiquement ’action produit
sur cet état : |g1-(g2-v)) = |(g192) - ). 1l s’ensuit alors que I'application g € G — U(g) € EndH
définie une représentation de G sur H :

Ulg1) U(g2) = U(g192)-

Cette représentation est unitaire puisque nous avons imposé que U(g)TU (g) = 1. Les exemples
précédents concernant les translations et les rotations tombent dans cette classe.

Pour un groupe de Lie GG, on peut considérer les éléments g au voisinage de l'identité qui
correspondent & des transformations infinitésimales. De tels éléments s’écrivent sous la forme
g~1—i)  x4t*+--- oi 'ensemble des t* forme une base de ’algébre de Lie g de G. Alors

U(g)=1—1i) xaT*+---

ot les T% = U (t*) définissent une représentation unitaire de I’algébre de Lie g sur H. La condition
d’unitarité se traduit par : 7% = T%. La représentation des élements du groupe appartenant a la
composante connexe de I'identité s'obtient alors par exponentiation ) : U(g) = exp(—i y", #,T%)
pour g =e % avec t = Y x,t% € g.

(ii) Soit le produit de deux actions sur un vecteur de H reproduit 1’action produit sur cet état
a une phase prés : |g1 - (g2 - ¥)) = €(91:92) |(g1go) - 1) pour tout vecteur |1b) de sorte que :

Ug1) Ug2) = Ug1,92) Ulgrg2),  1Qg1,92))* =1

ot 'on a posé Q(g1, g2) = €91:92) On dit alors que I’application g € G — U(g) € End# est une
représentation projective de G sur H. Les phases w(g1, g2) ne sont pas arbitraires car demander
que le produit des opérateurs U(g) soit associatif impose une condition sur (g1, g2), appelée
relation de cocyle :

(g1, 92) Qg192, 93) = Qg1, 9293) 292, 93)
Une solution simple & cette condition est Q(g, go) = e*(7(91)+1(92)=1(9192)) Une telle solution est
appelée un cocyle trivial. Dans ce cas, on peut redéfinir les opérateurs U(g) en U(g) = e M9 U(g)
de sorte que les nouveaux opérateurs U (g) forment une représentation de G. On identifie ainsi
deux représentations projectives dont les phases différent par un cocycle trivial.

Une représentation projective d’'un groupe G est une représentation d’un groupe G, plus
grand que G, appelé une extension (centrale) de G. Les phases Q(g1, g2) prennent valeurs dans
I’ensemble U(1) des nombres complexes de module un, mais il se peut qu’elles n’atteignent qu’un
nombre restreint de valeurs possibles (par exemple +1). Nous supposerons donc que ces phases
prennent valeurs dans un sous groupe (abelien) de U(1) que nous notons 3 (par exemple Zs).

3. On fera attention & la différence de convention utilisée par les mathématiciens et les physiciens : les physiciens

9 9
2

rajoutent un facteur de sorte que les générateurs infinitésimaux sont hermitiens.
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L’extension de G de G est alors G x 3, les éléments de G sont les paires (g, \) avec g € G et
A € 3. La loi produit sur G est :

(9, A) - (hy ) = (gh, (g, h) M)

Cette loi est associative grace a la relation de cocycle satisfaite par (g, h). Clairement G est
un sous-groupe de G. L’application (g,\) € G — AU(g) € EndH est (par construction) une

~

représentation (unitaire) de I'extension G.

e Exemple : Représentations projectives de SO(2).
Le groupe SO(2), le groupe des rotations en dimension deux, est isomorphe au groupe U(1), le

groupe des nombres complexes de module un. Une rotation dont la matrice est (
2T

cos2mx  sin2mwx )
—sin 27x cos2mx

correspond au nombre e avec x réel défini modulo 1. Ces groupes étant abéliens, toutes leurs
représentations sont de dimension 1. Posons D;(e?™) = exp(i2r jz). Cette relation définie une
application Dj sur U(1) si (et seulement si) le ’spin’ j est entier. En effet, translater le parametre
x d’un entier ne modifie pas I’élément ¢"® de U(1) mais modifie son image si j n’est pas un
entier (et ne la modifie pas si j est entier). On a évidemment D;(e?27).D;(e2™) = D, (e (@ V),
de sorte que D; définit par multiplication une représentation de U(1) sur C si j est entier. Que
se passe-t-il si j n’est pas entier ? D; n’est alors pas une application sur U(1). Choisissons un
i27r3:) =

représentant de e?>™ et posons ﬁj(e exp(i27 j ) ou T est la partie entiére de x, soit
T =x — E(x). Alors Dj est une application de U(1) sur EndC ~ C, bien que discontinue en 1.

On a:
[)j (ei27r :r:) . Dj <6i271' y) _ eiwj (z,y) f)j <6i27T (:J:er))

avec wj(z,y) = 2jn[E(x+y) — E(x) — E(y)]. La phase w;(x,y) est bien définie sur U(1) x U(1),
i.e. elle est indépendante du choix du représentant de x ou de y, et elle satisfait la relation de
cocycle. Ce n’est pas un cocycle trivial (sauf pour j entier) car E(x) n’est pas définie comme
application sur U(1). Donc pour un ‘spin’ j non-entier, ﬁj définit une représentation projective
sur C.

Pour j = p/q € Q avec p, g € N premiers entre eux, le cocycle Q;(z,y) = e (#.9) est un élément
de Z, car c’est une racine ¢'°™® de I'unité. L’extension centrale est alors U(1) x Z,. L’extension
universelle contenant toutes ces extensions (avec g quelconque) est U(1) x Z = R. Le groupe
U(1) est topologiquement un cercle (ou la coordonnée 2wz mesure l'angle le long du cercle). Le
groupe R 22 U (1) X Z est le revétement universel de U(1) (o la coordonnée entiére dans U(1) xZ
mesure le nombre de tours effectués avant d’atteindre un point du cercle). On vérifie bien sar
que les applications D; définissent des représentations de R pour j réel quelconque.

e Ezemple : Représentation projective de SO(3) de spin 1/2.

Comme nous ’avons décrit ci-dessus, en dimension trois les rotations sont paramétrisées par un
vecteur unitaire n, ’axe de rotation, et un nombre a modulo 27, ’angle de rotation. Les rotations
de parameétres (n,«) et (—n, —«) sont identiques. Les éléments de SO(3) sont donc déterminés
par la donnée de (n,a) avec n? = 1 et a € [0, 7], les points (n,7) et (—n, ) étant identiques.
Ainsi, le groupe SO(3) est topologiquement similaire & une boule de rayon m dont les points
diamétralement opposés sont identifiés. Ce groupe est non-simplement connexe, car on peut y
construire un chemin fermé non-contractible.
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Le groupe SU(2) est formé de I’ensemble des matrices 2 x 2 unitaires et de déterminant un :
UUT = 1, detU = 1. Ce groupe est simplement connexe. Nous allons montrer qu’il forme un
revétement de SO(3). A tout vecteur x = (x,y, z), nous associons une matrice hermitienne 2 x 2

XZX-5:< Z‘ x—zy>’
T+ 1y —Zz

ol 0., oy, 0, sont les matrices de Pauli. Notez que det X = —x2. Le groupe SU(2) agit sur
I’ensemble de ces matrices par conjugaison :

X s UXUN, UeSU?2).

de trace nulle via :

Cette action preserve la condition d’hermicité, la trace et le déterminant : det U X UT = det X.
Elle induit donc une rotation sur le vecteur x :

UXU'=(Ry-x)-d.

L’application U € SU(2) — Ry € SO(3) est un morphisme. Son noyau est {—1,+1} car Ry est
invariant par changement de signe de U. Donc

SU(2)/SO(3) = Z,.

La représentation de définition de SU(2), formée des matrices 2 x 2 unitaires de déterminant
un, est sa représentation dite de spin 1/2. Nous laissons au lecteur le plaisir de vérifier que cette
représentation définie une représentation projective de SO(3).

V.2. Symétries, dégénérescences et régles de sélection

V.2.1. Symétries et leurs conséquences. — Un groupe G est un groupe de symétrie de
la dynamique s’il commute avec celle-ci. En mécanique quantique, la dynamique est régie par
'opérateur hamiltonien H, (qui est un opérateur hermitien HY = H sur ), de sorte que I'évolu-
tion de 'état d’un systéme est décrite par I’équation de Schroedinger 0|9 (t)) = H|¢(t)) (nous
avons posé h = 1). On peut formellement intégrer cette évolution en |t)(t)) = e~ |4)(0)) ou
Us = e H est 'opérateur d’évolution (par souci de simplicité, nous supposons ici que ’hamilto-
nien est indépendant du temps). Si le groupe agit sur 'espace des états via les opérateurs U(g),
ce groupe sera une symétrie de la dynamique si ces opérateurs commutent avec ’hamiltonien :

[H,U(9)] =0, VgeG

Cette relation implique que 'action du groupe G sur H commute avec ’évolution temporelle. En
effet, si U(g) commute avec H, il commute aussi avec e~ et donc, |g-¥(t)) = |(g - )(t)). On
représente cette relation sous la forme d’un diagramme commutatif :

o) (1))
U@ © |



74 CHAPITRE V. SYMETRIES EN MECANIQUE QUANTIQUE

Ainsi, que G soit un groupe de symétrie signifie qu’il est équivalent d’implémenter I’action de ce
groupe sur le systéme puis de le faire évoluer ou de laisser d’abord le systéme évoluer puis de lui
appliquer 'action du groupe G.

Une conséquence directe d’une symétrie (e.g. via le théoréme d’Ehrenfest) est I'existence de lois
de conservation. En effet, les valeurs moyennes (¢(¢)|U(g)|(t)) des opérateurs représentant le
—itH

groupe G sont indépendantes du temps (car e commutent avec U(g)). Comme en mécanique

classique, nous avons donc la correspondance,
”symetrie” «— "loi de conservation”,

qui peut se lire dans les deux sens : 'existence de symétries implique l'existence de lois de
conservation (ou de dégénerescences, comme nous allons le voir bientot) et réciproquement,
I’existence de lois de conservation, ou la présence de dégénérescences, est le signe de ’existence
de symétries.

Si le groupe de symétrie est un groupe de Lie, la relation de commutation avec ’hamiltonien
H est vrai pour tout élément du groupe, en particulier pour des éléments proches de 'identité.
Elle est donc aussi vraie pour les générateurs infinitésimaux, éléments de ’algébre de Lie g du
groupe G. Ainsi

[H,T]=0, avecT =U(t), Vteg

Les générateurs infinitésimaux 7', qui sont hermitiens car la représentation est supposée étre
unitaire, sont donc des bons mombres quantiques car ils commutent avec 'hamiltonien. On
peut en particulier diagonaliser simultanément un sous-ensemble commutant de générateurs et
I’hamiltonien H. Un état propre de ce sous-ensemble de générateurs restera état propre lors de
son évolution temporelle et les valeurs propres correspondantes, appelées nombres quantiques,
seront conservées. La symétrie par rotation et la conservation du moment cinétique qui y est
associée constitue un des exemples les plus simples de cette correspondance.

V.2.2. Secteurs et régles de sélection. — L’existence d’un groupe de symétrie a des consé-
quences plus fines que les simples lois de conservation décrites ci-dessus et conduit & une struc-
turation particuliére de I’espace de Hilbert. Un outil important de leur analyse est le lemme de
Schur :

Soient D1 et Do deux représentations irréductibles d’un groupe G, fini ou compact, sur les espaces
de Hilbert H; et Ho respectivement. Soit S un entrelaceur de H; vers Ha, i.e. SD1(g) = D2(g)S,
Vg € G, alors :

(i) soit S =0,

(ii) soit S est une bijection (et les représentations sont équivalentes).

Une conséquence important de ce lemme est :

Si D est une représentation irréductible et unitaire sur un espace de Hilbert H, et si un endo-
morphisme S de H commute avec D(g) pour tout g € G, alors S est un multiple de l'identité :
S = const.1.

Supposons qu’un groupe G, fini ou compact, agit sur ’espace de Hilbert H d’un systéme quan-
tique via la représentation unitaire U(g). Cette représentation se décompose en somme directe
de représentations irréductibles. Comme plusieurs copies équivalentes de la méme représentation
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du groupe peuvent apparaitre dans cette somme, on écrit :

my
n- @ (Br)
A rep. r=l1
Dans cette somme, 'indice \ fait reférence aux représentations inéquivalentes de G et m) est la
multiplicité a laquelle la représentation d’indice A apparait dans la décomposition de H. Pour A
fixé, les espaces ’RE\T) sont isomorphes entre eux et a une représentation irréductible de G, notée
R. Dans la base associée a cette décomposition, les matrices représentant les opérateurs U(g)

sont bloc-diagonales et s’écrivent par exemple comme :

1 2 1
RY RO RY

o o 0 -
U(g) - M i ) Vg € G
0 Uux(g 0 -

0 0 Uxl(g)

Ici la multiplicité de la représentation indexée par A; a été choisie égale a 2, les matrices Uy, (g)
et Uy, (g) sont équivalentes et peuvent étre choisie égale par un choix de base appropriées sur

(1) (2
Ry, et Ry,

On peut écrire cette décomposition différemment en introduisant pour chaque A un espace
de Hilbert auxilaire W) de dimension égale a la multiplicité my tel que si les vecteurs ey, r =
1,---,my forment une base de W) alors e} ® Ry = Rf\r). Ainsi Wy @ Ry = @, Rg\r) et

"= Wrae R
A rep.
Chaque terme W) ® R, de cette décomposition constitue par définition un secteur de H. Suivant
cette présentation, les opérateurs U(g) agissent trivialement sur les facteurs W) et leur action
sur le secteur Wy ® Ry est donnée 1 ® Ux(g) ou les Uy(g) sont les endomorphismes définissant
la représentation irréductible de G sur R).

Il est intéressant de comparer cette décomposition avec celle de 1’espace L?(R?) en représenta-
tions irréductibles de SO(3) : L%(R?) = @2, L? (R+)®Rfo(3). Dans les coordonnées sphériques,
le groupe des rotations laisse invariant la coordonnée radiale et n’agit que sur les coordonnées
angulaires, autrement dit, le groupe des rotations n’agit pas sur la composante radiale des fonc-
tions d’onde qui est décrite par le facteur L?(R, ) mais agit sur leurs composantes angulaires qui
correspondent aux facteurs Rf0(3) de cette décompostion.

L’hamiltonien H est un entrelaceur pour 'action du groupe G puisque U(g)H = HU(g).
D’aprés le lemme de Schur, il n’a d’éléments de matrice qu’entre vecteurs appartenant a des repré-
sentations équivalentes. L’hamiltonien est donc bloc-diagonal sur les secteurs, soit par exemple :

N 5@
RY RY R

g_ |Ha Hyg 0
Hiy Hig 0
0 0 Hap

Comme nous allons le montrer, la description de 'hamiltonien est plus explicite dans la présen-
tation de 'espace de Hilbert sous la forme H = @, rep. W @ Ry, puisque H ne mélange pas les
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différents secteurs Wy ® Ry et qu’il agit trivialement sur les composantes Ry. Autrement dit,
Wy ® Ry est stable par H et la restriction de H & un secteur est :

Hlw,or, = hy®1,

ol h) est (souvent) appelé '’hamiltonien réduit, ou effectif, du secteur Wy ® R . En particulier,
la diagonalisation de ’hamiltonien est réduite & celle des hamiltoniens effectifs h), un probléme
généralement (beaucoup) plus simple car ces derniers opérateurs agissent sur des espaces de
dimensions (beaucoup) plus petites que celle de H. Si €y est une valeur propre de I’hamiltonien
réduit hy, c’est aussi une valeur propre de I’hamiltonien H et elle apparait dans le spectre de
H avec une multiplicité (au moins) égale a la dimension de la représentation R du groupe de
symétrie.

En effet, soit e}, r = 1,--- ,my, une base de W), et 1/){\, j=1,---,dimR), une base de R,.
Comme le secteur W) ® R est stable sous 'action de H et de celle de U(g), on peut écrire

H-(hoyl) = Y ex® (HY-¥),

Ulg)-(x@vy) = ei@ (Urg) - ¥3),
ot H{" sont des opérateurs agissant sur Ry. Le fait que H commute avec U(g) se traduit alors
en H{"Ux(g9) = Ux(g) HY". Comme R est une représentation irréductible de G, il s’en suit
d’apres le lemme de Schur que les opérateurs H3" sont des multiples de l'identité sur R, soit :
H" = hy" 1, avec hy" certaines constantes. Donc
H-(5®9)) =) (ShY) @3 = (hy-e}) @}
S

avec hy" les éléments de matrice de hy dans la base des €. On a donc montré que H agit comme
hy®1sur Wy, ® Ry.

Le cas d’une particule (non relativiste) de masse m soumise & un potentiel V(r) & symé-
trie sphérique est un exemple simple d’application de cette remarque. L’hamiltonien est H =

—ﬁv2 + U(r). Il commute avec les opérateurs de moments cinétiques J qui sont les généra-
teurs du groupe des rotations. Il agit diagonalement sur chacun des secteurs L?(R;) ® Rf0(3)
de moment cinétique défini. En coordonnées sphériques le laplacien s’écrit V2 = %887227“ — T%J 2
et ’hamiltonien réduit est donc h; = —ﬁ%g—;r + 12(5;;12) + V(r). Par la grace des symétries, le
probléme tri-dimensionnel a donc été réduit & un probléme unidimensionnel. Le potentiel effec-
tif dans un secteur de moment cinétique [ est Ve(flf)(r) = ) V(r) ou le premier terme en

2mr?
(1 + 1)/r? refléte leffet de la barriére centrifuge.

Avant de conclure par un exemple issu de la physique de la matiére condensée, résumons
quelques unes des conséquences de 'existence de symétries :
(i) L’espace de Hilbert des états du systéme se décompose en secteurs qui sont indexés par les
représentations du groupe de symétrie. Une représentation irréductible de ce groupe peut appa-
raitre dans cette décomposition avec une multiplicité.
(ii) L’hamiltonien H, et donc I'opérateur d’évolution e~#H
secteurs. Il ne peut donc y avoir de transition entre états de secteurs différents. Ce sont les régles

de sélection.

, est bloc-diagonal dans la base des
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Spin—1/2 chain: H=X} (S¥ S¥  +Sy Sy, )+(1-\)),, Sz S?

i+1 i+1
— Szzo
— SE=+-1
— ST=+-4
— S2=+-5

FIGURE 1. Spectre en énergie d’une chaine d’'Heisenberg (N=10).

(iii) La diagonalisation de I’hamiltonien se réduit a la diagonalisation des hamiltoniens effectifs
sur chacun des secteurs. Une valeur propre de I’hamiltonien a une dégénérescence (au moins)
égale & la dimension de la représentation du groupe de symétrie du secteur correspondant.

(iv) Réciproquement, une forte dégénérescence dans le spectre des valeurs propres de I'hamilto-
nien est (souvent) le signe de l'existence d’un groupe de symétrie.

e Fxemple : Analyse du spectre d’une chaine d’Heisenberg.
L’hamiltonien d’Heisenberg est celui d’un systéme modéle adapté & la description des propriétés
magnétiques des solides cristallins. Il décrit les interactions entre les moments magnétiques portés
par les ions du solide. Ces moments magnétiques sont représentés par des opérateurs S*, SY, S=.
En se limitant au cas ou seules les interactions entre plus proches voisins sont pertinentes,
I’hamiltonien s’écrit

H=XY (S757+SUSY, )+ (1-X))) 8557,
J J

dans le cas d'un systéme uni-dimensionnel. Les opérateurs de moment magnétique forment une
représentation de so(3) : [S*,SY] = iS? et permutation circulaire. Nous considérons ici le cas
le plus simple ou cette représentation est la représentation de spin 1/2, donc : S = &/2 ou &
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Spin—1/2 chain: H=A})  (S¥ S¥ +8Y SV, )+(1-A)), Sz S7

i+1

i+1

1.2 — 5°=0

— S=+-1

FIGURE 2. Spectre en énergie d’une chaine d’'Heisenberg (N=10) : détails.

sont les matrices de Pauli. Les opérateurs g; agissent sur 'espace de Hilbert attaché au moment
magnétique fixé & la position j sur le solide. Les opérateurs S; et Si en des positions différentes
j # k commutent.

L’hamiltonien d’Heisenberg dépend d’un paramétre noté A. Il est intéressant de comprendre
la nature du spectre de cet hamiltonien, sa dépendance en A, la présence de croissements de
niveaux et d’interpréter, en relation avec la théorie des groupes, ses particularités en A = 0, 1/2
ou 1. Le spectre d’énergie pour une chaine de N = 10 sites (avec des conditions aux limites
périodiques) est représenté dans les Figures (1,2). Les énergies sont classées suivant la valeur du
moment magnétique total S* = ¢ S7 qui est un bon nombre quantique.

V.3. Observables

Une observable A est un opérateur linéaire hermitique sur H. Si un groupe de symétrie G agit
sur H par les endomorphismes unitaires U(g), alors il agit sur EndH par :

AcEndH —g-A=U(g) AU(g9)f, Vgea@
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car EndH ~ H®H*. Cette relation définit une représentation de G sur End#H telle que (g-A)|¢) =
lg - (A¢)).

On dit qu'une famille d’observables A, indexée par un ensemble dénombrable, se transforme
de facon covariante sous cette action de groupe si

U(g) AU (9) =D Ay D(g)oy, Vg€G

ou les matrices D(g),, forment une représentation D de G. En d’autres termes, la donnée d’une
famille d’observables covariantes est équivalente & la donnée d’une application linéaire A : v €
D — Ay € EndH qui entrelace les actions du groupe G sur D et sur EndH, i.e.

g-Ay=U(9) AvU(9)' = Agy.

En effet, si les vecteurs v, forment une base de la représentation D de G telle que g - v, =
> Vv D(g)uy, alors les observables A, = Ay, se transforment de fagon covariante : g - A4,
Ap(g)v, = 2_, AvD(g)uy par linéarité.

Si GG est un groupe de Lie, g son algébre de Lie, la loi de transformation covariante pour une
famille d’observables se traduit par les relations de commutation

[T, Ay] = Apy,  soit [T,A] =) A,T,,,

pour tout ¢t € g et ot T, = D(t),, sont les éléments de matrice des générateurs représentant
l’algeébre de Lie dans la base v, de D.

Un opérateur appartenant & une famille d’observables covariantes satisfait certaines régles
de sélection. Si I'espace de Hilbert se décompose en secteurs H = @, rep. Wy ® Ry, alors les
opérateurs covariants Ay avec v € D n’ont d’éléments de matrices qu’entre les états de secteurs
WiA®RAx = Wy @Ry» tel que Ry» apparaisse dans la décomposition du produit tensoriel D® Ry
en représentations irréductibles de G.

En effet, soit ey un vecteur quelconque de Wy et @ZJ{\, j =1,--- ,dimR), une base de Rj.
Calculons I'action de G sur I'état A, (ex @ ¥3) :

U(g)[Au(er® 1/&)] = Z Ay(en® UA(Q)lﬁi) D(g9)vu

= Z Au(e)\ b2y 7f1§) D(g)VuU(g)kj

vy

Les états A, (ey ® @Z)g\) se transforment donc comme des éléments du produit tensoriel D ® R,
ce qui implique la précédente affirmation.

Par exemple, les opérateurs positions x, les opérateurs impulsions p ou les opérateurs moments
cinétiques J = p A x sont des opérateurs vectoriels sous le groupe des rotations. Ainsi, une
interaction dipolaire de la forme ), ¢;x; (comme l'interaction de particules chargées avec un
champ électrique externe) ne couple que les états d’un systéme de particules dont les moments
cinétiques totaux sont égaux ou ne différent que de +1.
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V.4. Permutations et tresses

Le groupe des permutations joue un réle particulier en physique, en particulier & cause de son
implication dans le principe de Pauli.

V.4.1. Le groupe des permutations. — Soit 5, le groupe formé des permutations de n
objets. Ce groupe peut étre vu comme le groupe des permutations des nombres 1,2,--- ;n. C’est
donc le groupe des bijections o : j — o(j) de I'ensemble {1,2,--- ,n}. On représente souvent
une permutation graphiquement sous la forme :

1 2 ... n
o(1) o(2) -+ o(n)
La loi de groupe est la loi de composition. La dimension de S, est n!.

Les transpositions Pj, sont les permutations qui échangent j et k& tout en laissant invariant
les autres éléments, i.e. Pji(j) =k et szk =1.

Les cycles sont les permutations circulaires. Un cycle d’ordre k est par exemple formé de la
chaine 1 — (1) — 02(1)---0F71(1) — 1. Chaque cycle portant sur k¥ nombres engendre un
groupe isomorphe a Zj.

Toute permutation se décompose en produit de cycles. Pour montrer cette propriété il suffit de
présenter la permutation en ordonnant les nombres suivant les cycles auquels ils appartiennent :

<1 o(l) - oM7Y1) p )
o(l) o%(1) --- 1 o(p) -

ou p est le plus petit entier qui n’appartient pas au cycle du nombre 1, et ainsi de suite... Le
produit des cycles intervenant dans cette décompostion est commutatif.

Les classes d’équivalence de S, sont constituées des permutations dont la décomposition en
cycles fait intervenir des cycles de mémes longeurs ki, ko, -+ avec n = Zj k;. En effet, si une
permutation o se décompose en cycles de longueurs données, alors clairement toute permutation

! se décompose en cycles de mémes longueurs. Réciproquement, si deux permu-

conjuguée 70T
tations o, 0/ se décomposent en cycles de longueurs ki, ks, - -, alors il existe une permutation
7 telle que o/ = 707!, Les classes de conjugaison de S, sont donc indexées par les partitions
de n en somme d’entier, n = Zj k;. Si g1 est le nombre de cycle de longueur 1, gz celui de
cycle de longueur 2, etc., on a Zj jqj = n et on note ¢ = [1912%2-..] la classe de conjugaison

correspondante. On montre que sa dimension est n!/ Hj q;l79.

o Générateurs et relations.
Toute permutation s’écrit comme le produit de transpositions (pour le prouver il suffit de le
vérifier pour les cycles). Cette décomposition n’est pas unique (comme nous allons le voir sur
des exemples) mais la parité du nombre de transpositions est bien définie, ce qui permet de
définir la signature d’une permutation €, comme étant égale & +1 si ce nombre est pair et —1
si il est impair. L’application 0 — ¢, définie une représentation de dimension un de S, i.e.

€o109 = €o1€09-
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Plus finement, toute permutation s’écrit comme le produit de transpositions de nombres ad-
jacents, mais cette décomposition n’est pas unique. Vérifions le sur des exemples simples mais
génériques. Soit s; = P;.;41 la transposition de i et 7+ 1. Les seules transpositions de S3 sont P2,
P»3 et Pi3. Les deux premiéres sont clairement des permutations de nombres adjacents, quant a
la derniére on a :

P13 = P1aPy3Pig = Po3P1oPa3

Par récurrence, cette décompostion s’é¢tend a toute transposition puisque par exemple P, =
Pn;nflpl;nflpn;nfl-

Ainsi, on déduit de cet exemple que les s; = P;;;41 satisfont les relations :
2 _
s;i = 1
5;8j = 8j5;, |i—jl>2
S$iSi+18i — Si+1SiSi+1

On montre que ces derniéres sont les seules relations satisfaites par les s; dans le groupe des per-
mutations. Le groupe S, est donc le groupe engendré par les s; modulo ces relations. Celles-ci ont
une représentation graphique simple que nous donnons ci-aprés en paralléle avec la présentation
du groupe des tresses.

V.4.2. Représentations du groupe des permutations. — Le groupe des permutations
agit naturellement sur le produit tensoriel de n copies d'un espace vectoriel V. Notons V®" ce
produit tensoriel. Par linéarité, il suffit de définir cette action sur les produits tensoriels de n
vecteurs :

o - (1}1 RUa -+ & ’Un) = Vo-1(1) @ Up—1(2) @ *++ @ Vp—1()
pour o € S,. On vérifie que cette relation définit une représentation de S, sur V®". (Il est

nécessaire de mettre le facteur o~! pour définir une représentation). Par exemple pour n = 3,
P (a®b®c)=b®a®cet Pi3Pi2- (a®b®c) =c®a®b qui est une permutation circulaire.

De facon similaire, le groupe des permutations agit aussi naturellement sur ’espace des fonc-
tions de n variables. Soit f une fonction de n variables x1, - - - , x,. L’action de S, sur f est définie
par :

(U : f)(xla to 73311) = f(ngl(l) s ,ngl(n))
Ces représentations ne sont évidemment pas irréductibles.

Deux représentations (de dimension un) jouent un réle particulier en mécanique quantique :
celles associées aux fonctions, ou aux vecteurs de V", totalement symétriques ou totalement
anti-symétriques car, d’aprés le principe de Pauli, la fonction d’onde d’un systéme constitué de
bosons (respectivement, de fermions) identiques est symétrique (respectivement, anti-symétrique)
dans I’échange des particules. Par définition, si fs (respectivement, f,) est une fonction, ou un
état, symétrique (respectivement, anti-symétrique), alors :

o-fs=Ffs , o0-fa=¢€sfa, VoES5,

Les fonctions d’onde symétriques sont dans 'image du symétriseur s = % Y ooe s, 0 les fonctions

d’onde anti-symétriques sont dans l'image de l'anti-symétriseur a = % > €, 0 Ol €, est la

oES,
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signature de la permutation o :

Ve=SymV®" =5.V®" V., = A"V =a. V"

Pour n = 2, les représentations symétrique et anti-symétrique sont les seules représentations
irréductibles de Ss. Les projecteurs (anti)-symétriseurs

1 1
5:*(1—|—P12), a:*(l—Plz),
2 2
sont complémentaires : as = 0 et s + a = 1. Ils satisfont Pioa = a et Pjgs = —s. Leurs espaces
images sont donc stables sous le groupe des permutations et ona VeV =V, ® V.

Le groupe S35 posséde deux représentations de dimension un inéquivalentes, les représentations
symétrique et anti-symétrique, et une représentation irréductible de dimension 2 (souvent) ap-
pelée représentation 'mixte’. La facon la plus simple de la construire consiste a définir 'action
de S3 par permutations sur les triplets de nombres complexes (z1, 22, 23) € C3 de somme nulle
21+ z9 + 23 = 0. Il s’agit bien d’un espace de dimension 2 et I'on vérifie que cette représentation
est irréductible. Comme dans le cas de Sy, définissons les (anti)-symétriseurs,

1
s = 6(1 + Pio + P13 + Pog + P12 P13 + P13 Py2)
1
a = 6(1 — Py — P13 — Po3 + P12 P13 + Pi3Py2),
On vérifie que ce sont des projecteurs. Ils satisfont bien stir Pjss = Pa3s = s et Pisa = Poga = —a.

Ils définissent donc les représentations de dimension 1 par multiplication & gauche dans Ss.
Définissons aussi des projecteurs mixtes,

1 1

m = g(l + Py — P13 — PaPi3) = 5(1 + P1o)(1 — Pi3)
1 1

no= (1= Pt Py = Pbiz) = g(14 Pis)(1 = Pra).

e

On vérifie que m et n sont des projecteurs et, que met m Pj3m sont stables par multiplication a
gauche dans S3, de sorte qu’ils définissent une représentation de dimension 2. En effet, Piom = m,
Pism = m” et Plom” = —m — m”, Pism” = m. Une construction identique s’applique & n et

n” = Pion puisque n = PosmPos.

Un calcul simple montre que ces projecteurs sont complémentaires, a + s+ m+n = 1, et
orthogonaux, as = am = mn = --- = 0. Ainsi, en considérant la représentation de Sg sur V®3
décrite ci-dessus, on décompose ce produit tensoriel en la somme directe des espaces images de
chacun de ces projecteurs, soit :

VB =V, @ (Vo ® Vo) @ V.

Ceci signifie qu’'un tenseur d’ordre trois se décompose en la somme de quatre tenseurs, chacun
appartenant & I'un des espaces images. Les espaces V; et V; sont stables sous les permutations, et
correspondent respectivement aux tenseurs symétriques et anti-symétriques. Les espaces Vi, et V;
s’échangent sous ’action des permutations car les relations Piam = m et Pogm = nFss impliquent
que P1oViy = Viy et PosVy = V. Les espaces Vi, et V,, sont donc isomorphes et s’échangent sous
la représentation mixte de S3 et, Vi & Vi, = Wi ® Vi ot Wy, est un espace vectoriel de dimension
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o o’ r o
FIGURE 3. Représentation graphique des générateurs o; sur trois brins.

2 sur lequel la représentation mixte de S3 est réalisée. On peut donc écrire la décomposition,
VE =V, @ (Win ® Vin) ® Va,

qui est un cas particulier d’une relation vraie pour V" pour tout n connue sous le nom dualité
de Weyl. Il peut étre instructif de comparer cette décompostion & celle de I'espace de Hilbert
d’un systéme quantique en secteurs.

La construction précédente se généralise pour toute valeur de n. Elle permet la construction
de toutes les représentations irréductibles de S,. Elle met en oeuvre une généralisation des
projecteurs introduits ci-dessus, appelée symétriseurs d’Young. (Leur étude ainsi que celle des
représentations du groupe symétrique peut faire 'objet d’un travail personnel!).

V.4.3. Le groupe des tresses et ses applications. — Le groupe des tresses B,, (’braid

group’ en anglais) est le groupe engendré par les éléments o;, i = 1,--- ,n — 1, et leur inverse
-1

o, *, satisfaisant les relations :

1 1

oo, = o, 0;=1
oioj = 0o, |i—j]>2
0i0i+103; = Oj+10;0i+1

Celles-ci coincident avec celles définissant le groupe des permutations & I'exception de la propriété
d’involution, i.e. dans le groupe B,, on n’impose pas que les o; soient des involutions. Il y a donc
un endomorphisme de groupe surjectif de B,, vers S, : 'image de o; € B, est s; € S),.

Comme le groupe des permutations, le groupe des tresses peut se représenter graphiquement.
Les générateurs sont représentés comme sur la Figure (3) par leur action sur des ’brins’ de
cordes. L’opération o; consiste a échanger les brins en positions ¢ et ¢ + 1, en passant un brin au
dessus de l'autre. Le produit se fait en ‘raboutant’ les brins. Alors que la définition précédente
donne une caractérisation purement algébrique du groupe des tresses, la description graphique
en donne une caractérisation géométrique. Ainsi une tresse peut étre vue comme une collection
de n chemins, ou brins, joignant n points X1, - - - , X, fixés du plan & une permutation quelconque
de ces points. En choisissant de paramétriser ces chemins par ¢ € [0, 1], une tresse correspond
a la donnée, a déformation continue prés, des courbes non-intersectantes v;(t), i = 1,--- ,n,
telles que 7;(0) = x; et (1) = X4-1(;5 pour s € S,. Un théoréme due & E. Artin montre que
les définitions algébrique et géométrique sont équivalentes. Dans le groupe des permutations,
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00,0, =0,,00,,

FIGURE 4. Représentation graphique de la relation cubique du groupe des tresses.

contrairement a celui des tresses, on ne distingue pas suivant qu’un brin passe au-dessus ou au-
dessous d’un autre. Les relations entre générateurs définissant le groupe des tresses admettent
une représentation graphique simple. Voir Figure (4).

e Le groupe des tresses et les statistiques exotiques.

Le groupe des tresses apparait naturellement dans l’analyse des statistiques possibles de par-
ticules confinées sur un espace bidimensionnel, c¢’est-a-dire dans ’analyse du comportement de
ces particules lors de ’échange de leurs positions. En effet, les lignes d’univers de ces particules,
qui sont des courbes en dimension 2 4 1, dessinent des tresses. Il existe donc une obstruction
topologique & déplacer ces lignes d’univers car elles ne peuvent pas se traverser. Cette contrainte
offre la possibilité d’avoir en dimension 2+ 1 des statistiques plus exotiques que celles des bosons
ou des fermions. En dimension supérieure, trois ou plus, cette obstruction n’existe pas et les
seules statistiques possibles sont celles des bosons ou fermions.

Comment définir les statistiques exotiques en dimension 2 + 17 Les fonctions d’onde
U(x1,- -+ ,x,) dépendent des positions (planaires) des n particules, que 'on suppose distinctes
deux & deux. On suppose qu’elles sont & valeurs dans un espace de Hilbert qui supporte une
représentation S8 du groupe des tresses (i.e. le groupe des tresses agit sur les vecteurs de cet
espace). Par définition le groupe des tresses agit sur les n positions car il suffit de suivre le
parcours de ces positions le long des n brins définissant une tresse (cf. le définition géométrique
des tresses). Notons ¥(o - [x1, - ,Xp]) la valeur de la fonction d’onde aprés avoir déplacé
continument les n positions le long des n brins définissant la tresse o. Notons qu’'une tresse o est
un chemin fermé sur (R?)"/S,,, I'espace des multiplets (x1, - - - ,X,) définis modulo permutations.
(Les zj sont supposés distincts deux & deux). On dit que les particules satisfont & la statistique
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exotique associée a la représentation R du groupe des tresses si :
\II(O- : [X17 o axn]) = (U_l : \P)(X]_, T 7XTL)

Cette relation impose en particulier que les fonctions d’onde ¥(xy,---,X;,) ne sont pas mono-
valuées sur (R?)"/S,,. Les statistiques possibles en dimension 2 + 1 sont donc classées par les
représentations du groupe des tresses.

L’existence de systémes physiques possédant des excitations ayant une statistique exotique est
fort probable : les excitations de basse énergie dans les systémes soumis a l'effet Hall quantique
fractionnaire sont des candidats sérieux bien que la nature fractionnaire de leur statistique n’a pas
encore été mise en évidence expérimentalement a ce jour (juin 2010). Néanmoins, ces systémes
ont été proposés comme des candidats possibles sur lesquels les notions de calcul quantique
pouvaient étre testées.

e Le groupe des tresses et les systémes quantiques intégrables.
Il existe un lien profond entre le groupe des permutations et/ou le groupe des tresses et les
systémes quantiques exactement solubles, c’est-a-dire les systémes quantiques pour lesquels on
peut évaluer exactement les énergies propres de I’hamiltonien ainsi que les vecteurs propres.

Commengons par supposer que des particules quantiques, se déplacant sur une ligne, inter-
agissent entre elles (par une force & courte portée). Ces particules sont caractérisées par leur
impulsion p ainsi que par d’autres nombres quantiques tels que la charge, le spin, la couleur,
etc. On note |p,a) 'état d'une particule d’impulsion p et de nombre quantique a. Ces états
forment une base de I'espace de Hilbert #,, des états a une particule d’impulsion p. Si elles sont
loin les unes des autres, ces particules n’interagissent pas car l'interaction est & courte portée,
et elles évoluent librement le long de la ligne. Par contre, lorsque deux particules sont proches,
elles interagissent et échangent leurs positions. L’effet de 'interaction se refléte aussi dans une
modification des nombres quantiques des particules (autre que les impulsions). La conservation
de V'impulsion, p; + p2 = p| + p), et celle de 'énergie, £y + Ey = E| + E), imposent que les
impulsions initiales et finales soient identiques & permutation prés. Si |p1,a1) ® |p2, as) est 'état
des deux particules avant la collision, on transcrit le résultat de l'interaction en écrivant 1’état
des particules aprés la collision sous la forme

Z |p2, b2) @ |p1,b1) R(p17p2)2117,?122'
b1,b2

Les facteurs R(p1, pz)Zl;,Zg sont les amplitudes de transition lors de la collision d’un état a deux

particules & un autre état & deux particules. A impulsions fixées, ces amplitudes forment une
matrice, appelée matrice de diffusion ("scattering matrix" en anglais),

Ria(p1,p2) + Hp, @ Hpy = Hp, @ Hp,
ou Hp, et Hp, sont les espaces de Hilbert respectifs des deux particules.

Considérons maintenant la situation ou trois particules, numérotées 1, 2, 3, interagissent suc-
cessivement deux & deux. Cette succession d’interactions peut se faire de deux fagons différentes :
soit (i) la particule 1 interagit avec 2, puis 1 avec 3 et enfin 2 avec 3, soit (ii) la particule 2 interagit
d’abord avec 3, puis 1 avec 3 et enfin 1 avec 2. Que le résultat de ces collisions successives soit in-
dépendant du chemin d’interaction impose aux amplitudes de transitions de satisfaire I’équation
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FIGURE 5. Représentation graphique des interactions successives de trois particules.

suivante, dite équation de Yang-Baxter :

Ro3(p2, p3) Ri3(p1,p3) Ri2(p1,p2) = Ri2(p1,p2) Riz(p1,p3) Ras(p2,p3)

Il y a une hypothése implicite sous-jacente a cette description : on suppose que l'interaction
entre les trois particules se décompose en une succession d’interactions a deux particules. Cette
hypothése est liée au caractére exactement soluble du systéme quantique sous-jacent.

Afin de comprendre la signification géométrique de cette équation, tragons, comme sur la
Figure (5), les trajectoires des trois particules lors de cet enchainement de collisions (’axe tem-
porel est horizontal, 1’axe spatial est vertical). Ce diagramme coincide avec celui définissant les
relations dans le groupe des tresses. Il existe donc une relation entre les matrices de diffusion
satisfaisant les équations de Yang-Baxter et les représentations du groupe des tresses. En effet,
la matrice S12 = PiaRi2(p1,p2), ot Pi2 est Popérateur transposition, satisfait 1’équation

S12 823 S12 = S23 S12 S23

qui est 'equation de définition du groupe des tresses a trois brins. Comme les relations de
définition du groupe des tresses & un nombre de brins quelconque ne fait intervenir que trois
brins au plus, la correspondance entre matrices de diffusion satisfaisant ’équation de Yang-
Baxter et représentations du groupe de tresses s’étend & un nombre quelconque de particules.
Cette correspondance est a l'origine de la théorie des systémes quantiques exactement solubles
et des méthodes de résolution de ces systémes, ainsi qu’a 'origine de la théorie des groupes
quantiques qui sont des déformations des groupes issues de leur quantification.

V.5. Les classes de Wigner

E. Wigner a proposé une classification des hamiltoniens quantiques suivant leurs propriétés
par renversement du temps. Nous allons briévement discuter cette classification, qui trouve de
nombreux échos en physique mathématique, notamment dans le cadre de I’étude des grandes
matrices aléatoires et de leurs applications.

Un hamiltonien H est un opérateur hermitique sur un espace de Hilbert : H = HT. Si aucune
autre spécificité du systéme modélisé par I’hamiltonien H n’est précisée, cette relation est la
seule imposée.
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Nous dirons que H est invariant par renversement du temps si il satisfait la propriété suivante :
pour toute solution ¢ (t) de I’équation de Schroedinger, i0y) = H - 1), sa transformée temporelle
Y7 (t) = C - *(—t) est aussi solution. Ici C' est un opérateur linéaire (une matrice) agissant sur
I’espace de Hilbert et ¥* le complexe conjugué de 1. Cette propriété est assurée si I’hamiltonien
satisfait la relation H = CH*C™!, soit H = CHTC~"' car H = H'. Un hamiltonien satisfaisant
cette relation sera dit invariant par renversement du temps. L’hamiltonien d’une particule libre
fournit évidemment un exemple d’hamiltonien invariant par renversement du temps, par contre
la présence d’un champ magnétique externe brise cette symétrie.

La matrice C est unitaire, CCT = 1, afin que la transformation temporelle préserve la norme
de la fonction d’onde. Une double itération de la transformation temporelle sur un état doit
reproduire celui-ci. Comme un état physique est spécifié par un rayon de l’espace de Hilbert,
c’est-a-dire par une fonction d’onde définie a une phase prés, cette derniére condition impose que
CC* = ¢ 1 on 6 est une phase. La relation d’unitarité CCt = 1 transforme cette condition en
C = eCT. La phase 6 est donc égale soit a 0, soit a 7, et CT = +C.

En résumé, il existe trois classes selon E. Wigner :
(i) H=H;
() H=H'=CcHTCc™!, cT=c, cct=1;
(1) H=H'=CcHTCc™!, ¢T=-cC, cct=1.

L’étape finale consiste & classer les matrices C' & la transformation C — UCUT prés, avec U
unitaire (transformation qui refléte un changement de base sur I’espace de Hilbert). Commengons
par le cas CT = C, CC' = 1. Ces deux conditions imposent que les parties réelle et imaginaire de
C sont symétriques par transposition et commutent entre elles. Elles sont donc diagonalisables
simultanément par conjugaison par une matrice orthogonale réelle. Ainsi C' = OAOT ot 00T =
1 et oil A est diagonale et unitaire. En posant U = OAY2, on vérifie que C = UUT et que
U est unitaire. Donc, les matrices satisfaisant les deux conditions CCt = 1 et ¢ = C7T sont
équivalentes a la matrice identité C' = 1. Un argument similaire (laissé a la lectrice, au lecteur
motivé(e)) conduit & montrer que les matrices qui satisfont aux conditions CCT =1 et CT = —C

sont équivalentes a C' = (f)l [1)) ® 1. En résumé, a transformations unitaires prés, on a :

cas (ii) : C' =1; cas (iti): C = (_01 é) .

En particulier, le cas (ii7) n’existe que pour un espace de Hilbert de dimension paire.

Chacune de ces classes possédent un groupe de symétrie. Dans le cas (i), la transformation
H — UHU" préserve la condition d’hermicité H = HT si U est unitaire, UUT = 1; le groupe
de symétrie est donc le groupe unitaire U(n) avec n la dimension de l’espace de Hilbert. Dans
le cas (ii), cette transformation préserve la condition H = H' = HT si U est une matrice
réelle orthogonale; le groupe de symétrie est donc le groupe orthogonal O(n). Dans le cas (iii),
cette transformation préserve les relations H = HT = CHTC™! avec C = (% {) si U satisfait
C = UCUT, relation qui caractérise le groupe symplectique Sp(2n). En résumé, les groupes de

symétries sont :

cas (i) : U(n); cas (i1): O(n); cas (i7) : Sp(2n).
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Cette classification joue par exemple un réle important dans ’analyse de l'effet du désordre sur
les systémes électroniques macroscopiques.

V.6. Espaces de Fock

Rappelons d’abord quelques propriétés de 'oscillateur harmonique quantique. Soit g la coor-
donnée et p 'impulsion, [¢,p] = i. On a posé i = 1. Par définition, I’hamiltonien d’un oscillateur
harmonique (de pulsation w) est h = %(102 + w?q?). On définit deux opérateurs a' et a, appelés
opérateurs création et annihilation, par :

_ a+al = —iy/=(a—ad
0= ——lata), p=—i[Za—d)

Il satisfont les relations de commutation

€

[a, aT] =1

L’hamiltonien s’écrit h = w(aa’ + 1/2). Son spectre est formé des énergies e, = (n + 1/2)w
avec n entier positif. L’état fondamental est 'unique état |0) spécifié par a|0) = 0. L’état propre
d’énergie e, est proportionnel a (a)?|0). Donc 'opérateur af "crée" les états excités par actions
successives sur 1’état fondamental.

V.6.1. Bosons. — Soit V' un espace vectoriel, de dimension D, muni d’une forme sesquilinéaire
g(u,v), u,v € V. Les opérateurs créations af(v) et annihilations a(v) bosoniques dépendent
(anti)-linéairement de v € V' et, par définition, satisfont les relations de commutation :

[a(u), ' (v)] = g(u,v),  [a(u),a(v)] = 0= [a¥(u),a(v)], Vu,veV

Plus explicitement, si e;, ¢ = 1,---, D, est une base de V, on pose a; = a(e;) et a; = al(e;).
Alors

(i, al] = gij,  [ai, a5 = 0 = [al, a]],

ou g;; = g(e;, ej) est égale a d;; si la base e; est choisie orthonormée.

L’espace de Fock, noté ]:‘b/, sur lesquels les opérateurs agissent, admet plusieurs descriptions.
La plus intuitive consiste a définir un état |0), appelé état du vide qui, par définition, est dans le
noyau de tous les opérateurs annihilation, a(u)|0) = 0 pour tout u € V. Tous les autres états de
I’espace de Fock s’obtiennent par actions successives des opérateurs créations, af(uy) - - - af (u,)|0)
avec u; € V. L’espace de Fock est donc un espace gradué :

Fo=@F™, F™ =Span{al(uw) - al(un)|0), u; € V}
n=0

L’espace .7-"‘}’,(1) est isomorphe & V et constitue par définition I'espace des états & une particule.
L’espace ]:‘b/ (") est 'espace des états & n bosons. Les opérateurs création-annihilations agissent
par multiplication & gauche en utilisant les relations de commutation et la propriété que le vide
|0) est annihilé par les opérateurs a(u). En pratique, on déplace les opérateurs annihilations
vers la droite en utilisant les relations de commutation jusqu’a ce qu’il agissent sur le vide. La
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.i.

structure hilbertienne sur ]-"‘b/ est définie en déclarant que (0|0) = 1 et que les opérateurs a, sont

les conjugués hermitiques des a;. Par exemple,
[la ()]0} = (Ola(u*)a' (u)|0) = [[ul|*.

Dans un langage plus algébrique, mais plus abstrait, F% = Poly|a;, a;] /Z[a;] ou Poly[ai,a;] est
I’algébre des polynomes en les variables a;, a;-, i,j=1,---,D et, ot Z[a;] est I'idéal (a gauche)
engendré par les a;.

Comme les opérateurs créations commutent entre eux, les états af(ug) - - - af(u,)|0) sont sy-
métriques en uq, - - , U, et s’identifient avec la symétrisation du vecteur u; ® - - - ® u,,. Ainsi, on
a I'isomorphisme

F=@rm, r0=symyer
n=0

La correspondance entre cette description et la précédente est
Vs -u @ - @up < al(ug) - al (u,)]0),

ous = % Yoo perm, O €st I'opérateur de symétrisation. De cette correspondance, il est facile de
déduire laction des opérateurs créations et annihilations sur SymV®”.
T

Une autre description consiste a réaliser les opérateurs a; et a; comme des opérateurs diffé-

T

rentiels. On introduit les variables z;, 7 = 1,--- , D, et on pose a; = 0, et a; =

z;. On vérifie que
[a;, a}] = ;5. L’espace de Fock est alors isomorphe & I’espace des polynomes dans les z; :

]:b %POIy[zla"' ’Zn]

qui est bien un espace gradué (suivant le degré du polynome). Le vide s’identifie avec le polynome

constant 1.
Les opérateurs N; = alai commutent entre eux, [N;, N;] = 0. Leurs valeurs propres sont
entiéres et leurs états propres sont les états a n particules car [N, a;[] = 0ij a} et [N;, a;] = =65 a;.

On dit que 'opérateur N; compte le nombre de bosons dans ’état & une particule e; et on appelle
ces opérateurs les opérateurs 'nombres d’occupation’. La fonction partition Z‘b/ =Tr 7, (qzz‘ “iNi)
est la fonction génératrice des multiplicités de leurs valeurs propres. Comme l'espace de Fock ]-"‘b/
est isomorphe au produit tensoriel des espaces de Fock construits a ’aide des couples d’opérateurs
création-annihilations a;f, a; associés a chacun des états a une particule e;, on a :

Do

74 = Tr]:‘l}(quuiNi) = 1_[1(1 — qw)'
i

En particulier, la dimension de ’espace des états & n particules est

. b(n)_(D—l-n—l)!
dim A7\ = 771!(1) Ty

Pour le vérifier, il suffit de développer (1 — ¢*)~P en puissance de ¢*.

Plus généralement, considérons ’ensemble des opérateurs biliénaires dans les opérateurs créa-

tions ou annihilations :
Tt T s
a;a;, a;a;, a;a;.
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On vérifie que le commutateur de deux de ces opérateurs est encore un opérateur bilinéaire. Ils
forment donc une représentation d’une algébre de Lie, I’algébre des transformations symplectiques
notée sp(2D). Cette algébre est de dimension D(2D+1). Tous ces opérateurs préservent la parité
du nombre d’occupation total N = ) . N;. L’espace de Fock .7-"‘1’/ se décompose donc en deux
représentations (chacune de dimension infinie), respectivement constituée des états & un nombre
pair, ou impair, de particules.

Les opérateurs bilinéaires qui commutent avec le nombre d’occupation total, c’est-a-dire les
opérateurs de la forme aj.aj, i,j =1,---, D, engendrent une sous-algébre de sp(2D) isomorphe
a lalgeébre u(D) des transformations unitaires sur V. Chaque sous-espace ]:‘b/(”) a nombre de
particules fixé constitue une représentation (irréductible) de u(D) car ces opérateurs commutent
avec N = . N;.

V.6.2. Fermions. — La construction des espaces de Fock fermioniques est similaire & celle
des espaces de Fock bosoniques (nous allons donc nous répéter un peu). Seuls quelques détails
changent, notamment les conditions de symétrisation sont transformées en conditions d’anti-
symétrisation.

Soit V un espace vectoriel, de dimension D, muni d’une forme sesquilinéaire g(u,v), u,v € V.
Les opérateurs créations bf(v) et annihilations b(v) fermioniques dépendent (anti)-linéairement
de v € V et, par définition, satisfont les relations d’anti-commutation (4 :

[b(w), b (0)} = g(u,v),  {b(u),b(v)} = 0 = {bF(u),b}(0)}, Vu,veV

Plus explicitement, si e; est une base orthonormée de V', g(e;, e;) = d;;, on pose b; = b(e;) et
bl = bT(e;). Alors

{bi, b1} =i, {bi,bj} = 0= {b],b]}
En particulier, b? =0= bZTQ, une égalité qui refléte le principe d’exclusion de Pauli.

L’espace de Fock fermionique, noté JF. S , admet aussi plusieurs descriptions. La plus intuitive
consiste & définir un état de vide |0) qui, par définition, est dans le noyau de tous les opérateurs
annihilation, b;|0) = 0 pour tout i. Tous les autres états de 1'espace de Fock s’obtiennent par
actions successives des opérateurs créations, bf(u1)---b'(u,)|0) avec u; € V. Pour que cette
expression soit non nulle, tous les vecteurs u; doivent étre distincts, car b(u)? = 0. L’espace de
Fock est un espace gradué :

D
Fl=@F™, F™ =span{d’(u1) - (un)|0), u; € V}

n=0
Notez que la graduation s’arréte & n = D, en accord avec le principe de Pauli. L’espace ]-"‘J;(l) est
isomorphe & V et constitue par définition I'espace des états & une particule. L’espace .7-"‘];(”) est
I’espace des états & n fermions. Les opérateurs création-annihilations agissent par multiplication
a gauche. En pratique, on déplace les opérateurs annihilations vers la droite en utilisant les
relations d’anti-commutation jusqu’a ce qu’il agissent sur le vide. La structure hilbertienne sur

4. L’anti-commutateur de deux opérateurs A et B est défini par {A, B} = AB + BA.



V.6. ESPACES DE FOCK 91

.7-'{; est définie en déclarant que (0|0) = 1 et que les opérateurs blT- sont les conjugués hermitiques
des b(u). Par exemple,

16" (u)[0}]|* = (0lb(w*)b' (u)|0) = [[ul|*.

Alternativement, ]:‘J; = Poly|b;, b;r-]/I [bi] ou Poly|b;, b;] est I'algébre des polynomes en les b;, b;r-,
i,j=1,---,D et, ou Z[b;] est I'idéal (a gauche) engendré par les b;.

Comme les opérateurs créations anti-commutent, les états bf(uy)---bf(u,)[0) sont anti-
symétriques en uy,--- , U, et ils s’identifient avec uy A - - - A u,. Ainsi, on a l'isomorphisme

D
]:‘J; — EB]:‘J;(?%)7 ]:‘J;(n) =AMy,
n=0

ott AV est 'espace vectoriel engendré des produits exterieur de n vecteurs de V. La corres-
pondance entre cette description et la précédente est

\/ma-ul X Qup bf(u1)"'bT(Un)|0>>

oua = % Yoo perm, €00 est Uopérateur d’anti-symétrisation. La dimension de I'espace de Fock

fermionique ]-"{; est 2P celle de ses sous-espaces a n particules est :

D!
dim FL W = —
v nl(D —n)!
Une autre description consiste a introduire des variables z;, ¢ = 1,--- , D. L’espace de Fock est

isomorphe & ’espace des formes de degré quelconque dans les dz;. Les opérateurs créations sont
représentés par les produits exterieurs bj = dz; et les opérateurs annihilations par les contractions

bl] = 6y;.

b; = B;,. On vérifie que [b;, ;

Les opérateurs N; = bzbi commutent entre eux, [N;, N;] = 0. Leurs valeurs propres sont 0
ou 1 car ce sont des projecteurs, Nf = N,. Leurs états propres sont les états a n particules
car [Ni,b;] = 0 b} et [N;,bj] = —d;5b;. On appelle ces opérateurs les opérateurs 'nombres
d’occupation’. Un état a une particule e; peut étre soit inoccupé (IN; = 0), soit occupé par
un fermion et un seul (N; = 1) en accord avec le principe de Pauli.. La fonction partition

Z{j =Tr,s (qzi uilNi) est la fonction génératrice des nombres d’occupation. Comme 'espace de
\4

Fock .7-"{; est isomorphe au produit tensoriel des espaces de Fock construits & 1’aide des couples
d’opérateurs création-annihilations bj, b; associés & chacun des états a une particule e;, on a :

D

Z‘J; = Tr}_é(qzi“"Ni) = H(l +q").
=1

Plus généralement, considérons ’ensemble des opérateurs bilinéaires dans les opérateurs créa-
tions ou annihilations :

bibt, ik, biby.

A E
On vérifie que le commutateur de deux de ces opérateurs est encore un opérateur bilinéaire. Ils
forment donc une représentation d’une algébre de Lie, ’algébre des transformations orthogonales
so(2D). Cette algebre est de dimension D(2D — 1). Tous ces opérateurs préservent la parité
du nombre d’occupation total N = ). N;. L’espace de Fock ]-"J; se décompose donc en deux
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représentations (chacune de dimension 2D_1), isomorphes aux représentations spinorielles de
so(2D).

Les opérateurs bilinéaires qui commutent avec le nombre d’occupation total, c’est-a-dire les
opérateurs de la forme b;-rbj, i,j = 1,---, D, engendrent une sous-algébre de so(2D) isomorphe
a lalgebre u(D) des transformations unitaires sur V. Chaque sous espace ]:‘J;(”) a nombre de
particules fixé constitue une représentation (irréductible) de u(D) car ces opérateurs commutent
avec N = . N;.

Enfin, définissons 2D matrices, appelées " matrices gamma" par :

1 1
V= \ﬁ(bj + b}), Vnti = ﬁ(bj - b})

Elles sont hermitiennes et satisfont les relations d’anti-commutations,
i3} = by {vis i} =0, {vntis Vi } = disgs

relations qui sont constitutives de 1’algébre de Clifford sur R2P. On laisse 'étude de la théorie
des algébres de Clifford & la lectrice motivée, au lecteur motivé.



CHAPITRE VI

DU MODELE DES QUARKS AU MODELE STANDARD

Ce chapitre pourrait aussi s’appeler "De la saveur & la couleur". Il a pour but d’introduire le
modele des quarks, fondé sur la symétrie de saveur, ainsi que de décrire 'algébre de Lie su(3) et
ses représentations.

Le modéle des quarks, dit & M. Gell-Mann, trouvent son origine dans les années 60 dans la
recherche d’un principe sous-jacent & I’organisation des particules hadroniques. C’est un peu de
I’histoire ancienne mais la description de cette recherche offre ’opportunité d’introduire la notion
de su(3)-saveur comme symétrie approchée des interactions fortes ainsi que celles de quark et de
couleur.

Les hadrons, observés dans les années 60, se classent en deux grandes catégories :
— les mésons, dont les masses sont de 'ordre 200 MeV et,
— les baryons, plus lourds, ayant des masses de 'ordre de 1000 MeV.
Ces particules semblaient se regrouper en multiplets formés de particules de masses avoisinantes
et de méme spin. On a en particulier observé (1) :
— Un octet de mésons de spin 0 formé de : 7%, 70, n, K+ K° K.
— Un octet de baryons de spin 1/2 constitué de : p, n, yE 20 A 20 =,
ainsi qu'un autre octet de mésons de spin 1 et un décuplet (incomplet) de baryons de spin 3/2.

Il n’est pas utile & ce stade de faire une liste plus exhaustive des particules hadroniques : le
modeéle des quarks en fournira une vision synthétique.

VI.1. L’isospin et I’algébre su(2)

Comme souvent en physique, on cherche a interpréter la dégénérescence en masse des particules
appartenant a ces multiplets comme la conséquence d’une symétrie (cachée). Les masses n’étant
pas exactement identiques cette symétrie ne sera qu’une symétrie approchée.

Le premier pas dans cette direction a été fait par Heisenberg dés les années 30 avec I'introduc-
tion de la notion d’isospin afin de rendre compte de la dégénérescence presque exacte entre les

1. Les indices £ et 0 font référence a la charge électrique des particules
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masses du proton p et du neutron n. Le proton et le neutron sont alors vus comme deux états
de la méme entité distincts par leur charge d’isospin.

La symétrie d’isospin est fondée sur 'algebre de Lie su(2) que nous avons déja rencontrée a
plusieurs reprises. La symétrie d’isospin est le premier exemple de symétrie interne non-abélienne
qui ne soit pas rattachée a une symétrie de I’espace ambiant.

Rappelons que Ialgebre de Lie su(2), isomorphe a so(3), est I’algébre des matrices hermitiennes
2 x 2 de trace nulle. Elle est de dimension 3. Une base est fournie par les matrices de Pauli o;.
Soit T = 0;/2. Les crochets de Lie (qui, dans ce cas, sont les commutateurs entre les matrices)
sont @
[T, Ti] = iejp T,
ol €ji; est le tenseur d’ordre 3 totalement anti-symétrique, €123 = 1. Il est utile de définir
Ty =Ty + T de sorte que

(T3, Ty] = +Ts, [Ty, T_] = 2T5.

Les représentations irréductibles unitaires de su(2) sont indexées par un demi-entier, I € N/2,
I’(iso)spin. La représentation d’isospin I est définie sur 'espace C2*! sur lequel les générateurs
T; sont représentés par des opérateurs (des matrices) hermitiennes. En particulier, 'opérateur
T3 = T;{ est diagonalisable : ses valeurs propres sont demi-entiéres et différent de I par un entier.
On note |I;t) la base propre diagonalisant la représentation de T3 sur C2+1 .

T\t = tlI58), t=—1,-- L.

Les relations de commutation [T3,74] = +74 impliquent que T transforment un état propre
de T3 en un état qui est, soit nul, soit état propre de T35 mais avec une valeur propre qui différe
de la valeur propre initiale par 1. La représentation étant de dimension finie, il existe un état
de plus grande valeur propre qui est donc aussi annihilé par Uopérateur T. Cet état est |I; 1) :

T I) = I|1;1), Ty|l;1) =0.
Les autres états propres de T3 s’obtiennent par action récursive de T sur cet état :
™| I;I), n=0,1,---,2I.

On vérifie que T2 +1 |I;I) = 0 dans la représentation de dimension 27 41, de sorte que I’ensemble
des états T™|I; I) forme une base de cette représentation.

Retournons a la notion d’isospin. L’algébre de symétrie est su(2). L’opérateur T3 est par
définition I'opérateur de "charge d’isospin". Cette algébre est supposée, puis vérifiée expérimen-
talement, étre une symétrie (approchée) des interactions fortes. Les particules s’organisent en
multiplets, représentations de I’algébre de symétrie su(2). Ainsi :

— Le proton et le neutron forment un doublet (p,n) d’isospin (I = 1/2). Le proton est un état
d’isospin +1/2 et le neutron est un état d’isospin —1/2. Le proton et le neutron sont ainsi vus
comme différents états d’une méme structure quantique mais de charge d’isospin différente.

— Les pions (77, 7%, ) forment un triplet d’isospin (I = 1). Ce sont les états de charge d’isospin
0 ou £1 d’une représentation de dimension 3.

2. Nous prenons ici la convention des physiciens en introduisant le facteur ":" dans les relations de commutation.
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0 +
s=1 K K
s=10 T Tt
qg=1
s=—1 N
K~ K
q=—1 q=0

FIGURE 1. Octet de mésons.

Notons que le fait de regrouper les particules en multiplets de dimension supérieure & 1 impose
que la symeétrie soit non-abelienne (car les représentations d’une algébre de Lie abelienne sont
toutes de dimension 1).

Outre le fait que les masses des particules appartenant & un méme multiplet soient (presque)
égales, 'existence d’une symeétrie, ou la validité de I’hypothése portant sur l'existence de cette
symétrie, peut étre tester en étudiant les reactions entre les particules. En effet, I'existence de

symétrie implique l'existence de relations entre les amplitudes de probabilité associées a ces
réactions. La vérification de ces relations permet de tester 'hypothése de symétrie.

L’étude de ces réactions permet aussi de déterminer les charges d’isospin des particules et
la structure des multiplets qu’elles forment. On trouve ainsi pour les particules de 'octet de
baryons :

— un doublet d’isospin (p,n), un triplet (X7, %% %), un singulet A, et un second doublet
(27,29, c.f. Figure (2),

et pour les mésons :

— un doublet d’isospin (K°, KT), un triplet (7=, 7%, 7F), un singulet 1, et un second doublet
(K=, K"), c.f. Figure (1).

Notez que les particules et leurs anti-particules ont des charges d’isospin opposées.

VI.2. Symétrie de saveur et ’algébre su(3)

La symétrie d’isospin su(2) ne permet pas d’interpréter les octets de mésons ou de baryons
comme des multiplets irréductibles. Il faut pour cela une algébre de symétrie de dimension plus
grande que celle de su(2). Outre la charge d’isospin T3, la charge électrique Q. est conservée par
les interactions fortes. Ces deux charges, qui peuvent étre mesurées indépendamment, sont re-
présentées sur I’espace de Hilbert des états physiques par des opérateurs hermitiens commutants.
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s=0 n P
s=—1 P >+
q=1
s = —2
= =0
q=-1 q=0

FIGURE 2. Octet de baryons.

Ainsi, si nous recherchons une algébre de symétrie englobant la charge électrique et celle d’isos-
pin, il nous faut trouver une algébre de Lie possédant une sous-algébre abélienne de dimension
au moins égale a deux.

VI.2.1. L’algébre su(3). — L’algébre su(3) est la plus simple des algébres de Lie répondant
a ces critéres. C’est ’algébre de Lie des matrices hermitiennes 3 x 3 de trace nulle. Le crochet de
Lie est le commutateur, [X,Y] = XY — Y X, qui satisfait a 'identité de Jacobi :

X, Y, Z]] + [Z, [X, Y]] + [V, [, X]] = 0.
On définit l'action adjointe d’un élement X € su(3) sur les vecteurs de su(3) par :
(adX)-Y =[X,Y], pour tout Y € su(3).
L’identité de Jacobi assure que cette action définie une représentation de su(3) sur elle-méme.
En effet, on a : (adX)(adY) — (adY)(adX) = (ad[X,Y]).

L’algebre su(3) est de dimension 8. Une base est fournie par les matrices X;j;, Yi; et Hjj,
définies par :
1

1 1
Xij = 5(Eij + Eji), Yy = 5-(Bij — Ej),  Hij = 5 (Eii — Ejj),
o E;; = |i)(j| sont les matrices canoniques. Les matrices H;; ne sont pas indépendantes car
His+ Has + Hsp = 0. Pour former une base de su(3) il faut choisir deux matrices parmi ces trois.
L’algébre su(2) est plongée dans su(3) de différentes maniéres : les trois sous-algébres formées

des élements suivants,

(X12,Y12, Hi2), (Xo3, Y23, Haz), (Xs1,Y31,Hzs1),
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sont chacune isomorphe & su(2). Afin d’extraire plus simplement la structure de cette algébre on
pose :

T3 =Hyp , Ty = X129 £1Y12
S3=Hoz , St = Xo3£1Yo3
R3=H3 , Ri= X3 +iY3

Ces matrices sont les analogues des matrices de Pauli. On vérifie que [T3, 74| = £ et [T, T-] =
2T3. Des relations similaires s’appliquent & S3, S+ et & Rg, R+. On a bien-str T35+ S5+ R3 = 0.

Cherchons a décrire les relations de commutation entre ces générateurs. On pourrait évidem-
ment les calculer explicitement mais nous allons procéder différemment. Les générateurs T3, S3
et R3, forment une sous-algébre abélienne, on peut donc diagonaliser simultanément les trois
matrices représentant leurs actions adjointes; i.e. les trois applications linéaires ad73, adSs et
ad R commutent et sont diagonalisables simultanément. Si X € su(3) est un vecteur propre de
ces trois actions adjointes, avec pour valeurs propres (a, b, ¢), on pose :

[T5,X]=aX, [S3,X]=0bX, [R3,X]=cX

Evidemment a + b+ ¢ = 0 puisque T35 + S3 + R3 = 0. Les valeurs propres (a, b, ¢) appartiennent a
un plan. Par construction toute combinaison linéaire de T3, S3, R3 est vecteur propre de valeurs
propres nulles. De plus on vérifie que (trouver un argument justifiant ces relations sans calcul!) :

1 1
[T37Ti] = :l:Ti ) [S?nTi] = :FiTi, [R?,,Ti] = :F§Ti
1 1
T3, 5+] = 3F§Si , (53, 84] = £S51, [Rs,Si] = :F§S:I:

1 1
T3, R+] = :|:§Ri , [S3,Ri] = ¢§Ri, [R3, Ri] = £ R+

Ainsi une base de su(3) est formée de deux générateurs parmi T3, S3, R3 et des six autres
générateurs vecteurs propres T4, S+ et Ri. Notez que les valeurs propres non nulles sont non-
dégénérées.

Nous allons maintenant coder ces relations de commutation dans un diagramme inscrit dans le
plan. Les points de ce diagramme sont en correspondance avec les générateurs de su(3) vecteurs
propres des applications adT3, adSs et adRgs. Afin de préserver la symétrie cyclique, introduisons

trois vecteurs planaires €, €3, €, de norme 1 et d’angle relative 27/3. Ainsi,

— — — —

€t+€5+€T:0, et e;-éep 1, €t‘€5:€t‘€T:—1/2.
Au générateur X de valeurs propres (a, b, c) on associe le vecteur & tel que a = ¥ - €;, b =7 - €5
et c =7 €,. On a donc les associations :
Ti — igt, Si — :i:é;, Ri — :i:é}.
Ces vecteurs forment une figure appelée diagramme des racines. Notez la symétrie d’ordre 3 de

cette figure. Voir Figure (3).

Le diagramme des racines codent aussi une information importante sur les relations de com-
mutation entre les générateurs vecteurs propres, i.e. entre Ty, Sy et Ry. En effet, I'identité de
Jacobi assure que si X et Y sont des vecteurs propres des actions adjointes ad7T3, adSs et adRs,
de valeurs propres Z et g, alors le commutateur [X,Y] est, soit nul, soit vecteur propre de ces
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FIGURE 3. Vecteurs racines de su(3).

actions adjointes avec pour valeur propre & + ¢. En particulier le commutateur [ X, Y] sera nul si
le vecteur &'+ i/ n’est pas sur le diagramme des racines. Par contre, si &+ i est sur le diagramme,
alors [X, Y] est proportionel au générateur associée a ce vecteur (le coefficient de proportionalité
n’est pas codé dans le diagramme). Par exemple :

[T+, R_] = O, [T+, S+] = R_, [T+, S_] = 0, etc---
Bien appréhender ce diagramme et sa signification est un exercice recommandé au lecteur.

Notez que cette description de su(3) a consisté & extraire un ensemble de sous-algébres su(2)
puis a décrire et coder comment ces sous-algébres sont intriquées les unes parmi les autres. Cette
approche se généralise a 1’étude de toutes les algebres de Lie semi-simples.

VI.2.2. Représentations de su(3). — Les représentations de su(3) se construisent de fagon
assez similaire a celles de su(2) par actions successives de générateurs sur un vecteur particulier,
appelé vecteur de plus haut poids.

Dans toute représentation unitaire, les générateurs 13, S3, R3 sont représentés par des opé-
rateurs hermitiens qui commutent entre eux. Ils peuvent donc étre diagonalisés simultanément.
On note t, s, r, avec t +s+1r = 0, les valeurs propres respectives. Les relations de commutation
entre T3, S3, R3 et T, S+ et Ry impliquent que, soit ces derniers annihilent un vecteur propre
de T3, S3, Rj3, soit ils le transforment en un autre vecteur propre mais en modifiant les valeurs
propres.

Comme nous 'avons fait pour la construction du diagramme des racines, & toutes valeurs
propres (t,s,7), avec t + s+ r = 0, de T3, S3, Rs, nous associons un vecteur fi, inscrit sur le
plan du diagramme des racines, tel que

t=p-€e, S=l-€s, T=/[UL"€.

Les vecteurs [ sont appelés des poids. L’ensemble des poids d’une représentation dépend de
celle-ci : on l'appelle le diagramme des poids de la représentation.
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Toute représentation de dimension finie de su(3) se décompose en somme de représentations
de l'algébre su(2) engendrée par les générateurs (73,7, ,7-). Chacune de ces représentations
possédent un vecteur annihilé par T qui est vecteur propre de T3 de valeur propre maximale.
On considére 'espace vectoriel engendré par l’ensemble des vecteurs annihilés par Ty, ainsi
qu’'un sous-espace de cet espace formé des vecteurs annihilés a la fois par Ty et par R_, soit
O :={v, Ty -v=0= R_ -v}. L’opérateur T3 agit sur O et est diagonalisable sur cet espace.
Nous devons nous assurer que cet espace n'est pas trivial. Comme [Ty, R_] = 0, l'opérateur
R_ agit sur l'espace des états annihilés par 7. Comme [T3, R_] = %R_, soit il transforme un
vecteur propre de T3 en un autre vecteur propre de T3 mais de valeur propre strictement plus
grande, soit il annihile ce vecteur propre de T3. Comme la representation est de dimension finie
non nulle, ceci implique qu’en effet O est de dimension non nulle. Montrons maintenant que
lespace O forme une représentation de l'algébre su(2) engendrée par (Ss, S4,S-). Pour cela il
suffit de montrer que chacun des générateurs (S3, Sy, S_) agit sur cet espace vectoriel. Puisque

[S5,T4] = =T, et [S3,R_] = LR_, il est clair que S3 agit sur cet espace. De méme, comme
[R_,S;] =0et [T}, S+] = R_, on en déduit que Sy agit sur O. Enfin, les relations [S_,T}] =0
et [S_, R_] = T4 impliquent que S_ agit aussi sur cet espace qui forme donc une représentation

de dimension finie de 'algébre su(2) engendrée par (Ss, .S, S—). Il existe donc parmi ces vecteurs
un vecteur (on montre qu’il est unique) qui est aussi annihilé par S. Cet état est appelé vecteur
de plus haut poids et on le note |t,,; $i). Par définition, il est vecteur propre de T3 et S3 et est
annihilé par T et Sy :

Tsltm; sm) = tm [tm3 5m), T [tm] sm) = 0;

S3ltm; Sm) = Sm |tm; Sm)s  S+|tm; Sm) = 0.

Si la représentation est une représentation unitaire de dimension finie de su(3), c’est aussi une
représentation unitaire de dimension finie de chacune de ces sous-algébres su(2). Donc, les valeurs
propres maximales t,, et s,, sont des demi-entiers :

tm =0/2, Sm=4q/2, p,geN

D’aprés la théorie des représentations de su(2) on sait alors que T2 t,:s,) = 0 et
535m+1|tm; sm) = 0. On obtient tous les états de la représentation par actions successives des
générateurs T, S_ et R_ sur le vecteur de plus haut poids en tenant compte des relations de
commutation et de ces deux derniéres relations. On montre que 'on construit ainsi un espace
vectoriel de dimension finie et donc une représentation de dimension finie. Nous illustrons cette
construction sur des exemples ci-dessous.

Toutes les représentations de dimension finie de su(3) s’obtiennent ainsi. Elles sont donc
indexées par deux entiers. On note D(p, ¢) la représentation de su(3) de plus haut poids t,,, = p/2
et sm = q/2.

Ilustrons cette construction sur quelques exemples :

e D(1,0) : ty, =1/2 et s, = 0.
On construit une représentation de dimension trois, notée [3]. C’est la représentation vectorielle
de définition.
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e D(0,1) : ty, =0c¢et s, = 1/2.
On construit une représentation qui est aussi de dimension trois, notée [3]. C’est la représentation
conjuguée de la représentation vectorielle.

e D(1,1) : tyy,=1/2 et s, = 1/2.
On construit alors une représentation de dimension huit, notée [8]. Elle est équivalente a la
représentation adjointe.

Nous pourrions continuer ainsi de suite... Par la suite, nous aurons besoin de la représentation
D(3,0) : elle est de dimemsion dix et notée [10] (construire son diagramme des poids!).

V1.3. Le modéle des quarks

Nous allons maintenant utiliser la théorie des représentations de su(3) afin de construire le
modéle des quarks dans lequel on interpréte les hadrons comme des états liés de quarks g et
d’anti-quarks g. Les mésons sont des états quark/anti-quark et les baryons des états a trois
quarks :

mesons : ¢q; baryons: qqgq

Rappelons que nous avions déja introduit la notion d’isospin dont 1’algébre de symétrie est
su(2). Nous identifions les générateurs de la symétrie d’isospin avec les générateurs T3, Ty de
su(3). Cette algébre de symétrie su(3) s’appelle la symétrie de saveur. Outre l'isospin t, les
interactions fortes conservent la charge électrique ¢.. On définit I'hypercharge (forte), notée y,
par :

QE:t+y/2'

Les charges électrique, d’isospin et d’hypercharge sont représentées sur l’espace des états phy-
siques par des opérateurs hermitiens commutant entre eux (car on peut mesurer indépendam-
ment ces trois charges). Comme l'isospin est identifié avec le générateur T3, il nous faut trouver
a quelle combinaison linéaire des générateurs T3, S3, Rs 'hypercharge (ou la charge électrique)
correspond. L’histoire de la physique des particules nous apprend que la bonne identification est :

2
Y = g(Tg, + 253)
Comme nous avions associé des vecteurs € et €5 & la mesure des valeurs propres de T3 et S3
(par produit scalaire avec le poids), nous pouvons, par combinaison linéaire, définir un vecteur
€, associé a la valeur de 'hypercharge : €, = 2(€;+2€). On vérifie que €,-& = 0 et &,-&, = 2/3.
Le vecteur €, est orthogonal a é;.
e Quarks, ¢ € [3], et anti-quarks, g € [3] :
Les quarks sont les élements de la représentation [3] de su(3). Il y a donc trois quarks de différentes
"up", d = "down" et s = "strange". Les états u,d, s sont les états
d’isopsin et d’hypercharge bien définis, i.e. ce sont les états propres des opérateurs 13 et Y, donc

saveurs. On les note u =
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FIGURE 4. Quark and anti-quarks.

des opérateurs T3 et S3 dans la représentation [3]. Leurs nombres quantiques sont les suivants :

Y t Ge
u | 1/3 1/2 2/3
d | 1/3 -1/2 —-1/3
s| —2/3 0 —1/3

Les anti-quarks sont les éléments de la représentation conjuguée [3]. On les note u, d et 5. Ils
ont les nombres quantiques opposés aux quarks u, d, s. Voir Figure (4).

Les quarks ont spin 1/2 (au sens du groupe de Poincaré). Ils sont (presque) dégénérés en
masse : My >~ 2+ 0.5 MeV, mg ~ 5+ 1.5 MeV et mg ~ 95+ 25 MeV. Si la symétrie de
saveur était une symétrie exacte ils auraient la méme masse. Le fait que le quark s a une masse
supérieure a celle des quarks d et u exprime le fait que la symétrie de saveur n’est qu’une symétrie
approchée. Ce n’est pas une symétrie exacte des interactions fortes.

e Mésons, qq € [3] ® (3] :
Les états liés ¢ ¢ sont des éléments du produit tensoriel des représentations [3] et [3]. Il nous faut
donc décomposer ce produit tensoriel en représentations irréductibles. On a (expliquer pour-
quoi!) :

La représentation [1] est la représentation triviale formée du singulet uii+dd+s5 (expliquer pour-
quoi!). La représentation [8] est la représentation adjointe formée des états (us, ds, ud, di, sd, si)
de charge non nulle et des états de charge nulle combinaisons linéaires de (u@, dd, s5) orthogonales
au singulet.

Le spin de ces états découle de celui des quarks et anti-quarks. Les quarks ayant spin j = 1/2,
les mésons sont des éléments du produit tensoriel [j = 1/2]spin ® [j = 1/2]spin de représentations
de su(2) qui se décompose en la somme d’un triplet de spin 1 et d’un singulet de spin 0 :

[] = 1/2]spin & [] = 1/2]spin = [] = 1]Spin 2] [] = 0]spin-



102 CHAPITRE VI. DU MODELE DES QUARKS AU MODELE STANDARD

A+t

FIGURE 5. Décuplet de baryons.

Ainsi les états liés gqq forment :
— un octet [8] de mésons de spin 0;
— un singulet [1] de spin 0, ce méson était une prédiction du modéle des quarks;
— un octet [8] de mésons de spin 1;
— un singulet [1] mésonique de spin 1.
Ces multiplets de mésons sont en accord avec les particules observées. La différence de masse
entre les particules est correctement estimée en tenant compte de la différence de masse entre le
quark s et les quarks u et d.

Nous laissons au lecteur ’exercice consistant & décrire explicitement la composition de chacun
des mésons des octets de spin 0 ou 1 en termes des états de quarks et anti-quarks.

e Baryons, qqq € [3] ® [3] ® [3] :
Pour comprendre la structure en saveur des états & trois quarks, nous devons décomposer le
produit tensoriel [3] ®[3] ®[3] en représentations irréductibles de su(3). Le résultat est (expliquer
pourquoi!) :
Bl@ Bl @3] =[10] @ ([8] @ [8]) @ [1]
Dans les notations introduites ci-dessus, la représentation [10] est la représentation D(3,0).
(Donner un argument simple impliquant que celle-ci est présente dans le produit tensoriel [3] ®

B] @ [3]Y).

Le modéle des baryons comme états liés de trois quarks prédit donc un décuplet, i.e. un
multiplet de dimension 10. Cette prédiction est compatible avec les observations qui ont conduit
a mettre évidence ce décuplet dont les particules ont un spin 3/2 (un fait lui aussi compatible
avec le spin 1/2 des quarks). La différence de masse entre les baryons de ce décuplet est aussi
correctement expliquée par la différence de masse du quark s. Nous laissons encore une fois au
lecteur l'exercice consistant & décrire explicitement la composition de chacun des baryons en
termes de quarks. Voir Figure (5).
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Lorsque le modéle des quarks fiit proposé, toutes les particules de ce multiplet n’avaient pas
été observées. Il en manquait une, le Q~ portant prédite par ce modéle. Elle fiit ultérieurement
observée, avec la masse prédite par le modéle des quarks.

=0 =

Un octet de baryons de spin 1/2, formé des particules p, n, ¥F, X9 A, 20 =7, a aussi été
observé. La encore, ’écart entre les masses est bien expliquée par la différence de masse du quark
s. Ces observations semblent donc étre en accord avec le modéle des baryons comme états a trois
quarks et la décomposition en représentations irréductibles de ces états.

e La couleur :
Tout semble bien fonctionner avec le modéle des quarks... mais la situation est en fait plus
compliquée :
— On n’observe pas de baryon singulet de saveur (portant prédit par la décomposition des états
a trois quarks) ;
— Un seul octet de baryons a été observé (alors que la décomposition des états a trois quarks
en prédit deux) ;
— Les états du décuplet sont symétriques en 1’échange des quarks en contradiction avec le
principe de Pauli et ’hypothése que les quarks sont des fermions de spin 1/2 (par exemple, la
particule AT est I'état & trois quarks uuu).

Ces difficultés sont résolues par I'introduction de deux nouveaux concepts :
— (i) la notion de charge de couleur : outre leurs charges électrique et de saveur les quarks portent
un autre dégré de liberté appelé couleur associé lui aussi a I'algébre su(3). Donc deux copies de
lalgébre su(3), l'algébre su(3)-couleur et l'algébre su(3)-saveur, sont en jeu. Par hypothése,
chacun des quarks u, d, s appartient a la représentation [3] de su(3)-couleur et les anti-quarks
@, d, 5 a la représentation conjuguée [3] :

qa € [3]cou1eura q_d € [3]cou1eura a,a=1,2,3, qg=u,d, s.

— (ii) 'hypothése de confinement qui stipule que seuls les états singulets de couleur sont obser-
vables. Cette hypothése est supposée étre une conséquence de la chromodynamique quantique,
théorie qui décrit les interactions fortes.

Ainsi, le contenu en couleur des mésons et des baryons est :

mesons = 0,45 ¢* ¢%, baryons = €,5, ¢* ¢,

ol €48, est le tenseur d’ordre trois totalement anti-symétrique (expliquer pourquoi!).

Le principe de Pauli n’intervient pas dans la construction des mésons car les quarks et anti-
quarks ne sont pas des particules identiques. Par contre il intervient dans celle des baryons formés
de trois quarks. Ce principe dicte alors que la fonction d’onde des trois quarks doit étre totalement
anti-symétrique sous I’échange de ces particules. En faisant I’hypothése que la fonction d’onde
est symétrique dans I’échange des coordonnées spatiales (hypothése raisonable si on suppose que
ces baryons correspondent aux états fondamentaux a trois quarks), la fonction d’onde incluant
les degrés de liberté de saveur, de spin et de couleur doit étre anti-symétrique. Cette fonction
d’onde appartient au produit tensoriel :

[B)Gvewr @ U = 1/2)53, ® [32

saveur spin couleur”
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FIGURE 6. Particules élémentaires du modéle standard.

L’hypothése de confinement force ’anti-symétrie de la partie associée aux degrés de liberté de
couleur. La partie associée aux degrés de liberté de saveur et de spin doit donc étre symétrique.
On vérifie facilement que cela est effectivement le cas pour le décuplet de spin 3/2. La lectrice
motivée, le lecteur motivé, vérifiera qu’une étude plus fine de ’action du groupe des permutations
sur les produits tensoriels [j = 1/ 2];8;)?;11 et [3)93,,, montre que les états totalement symétriques

du produit [j =1/ 2]?;)% ® [3]23., forment un octet de saveur de spin 1/2, et un seul, en accord

avec l'expérience!

VI1.4. Eléments du modéle standard

Les quarks sont des éléments fondamentaux du modéle standard et la couleur est ’analogue
de la charge électrique pour les interactions fortes. Il n’est pas question ici de décrire entiérement
le modéle standard des constituants élémentaires et de leurs interactions. Nous en présentons
simplement les éléments essentiels.

La matiére apparait sous deux formes : leptoniques ou baryoniques. Les constituants élémen-
taires de la matiére sont des fermions qui forment trois familles — on dit trois générations —
aux propriétés similaires mais distinctes en particulier par les masses de leurs constituants. Les
particules de la premiére famille sont plus légéres que celles de la seconde, qui sont elles-mémes
plus légéres que celles de la troisiéme. Décrivons la premiére famille pour simplifier. Les parti-
cules leptoniques sont 1’électron et le neutrino, les particules baryoniques sont les quarks u et d.
Outre leur masse et leur spin, chacune de ces particules est caractérisée par sa charge électrique
(associée a l'interaction électromagnétique), sa couleur (associée aux interactions fortes) et sa
charge faible (associée aux interactions faibles).

Il existe quatre types de forces : la gravitation, I’électromagnétisme et les interactions forte et
faible. Il n’existe pas & ce jour de description cohérente de la gravitation dans un cadre relativiste
et quantique. Toutes les autres forces sont médiées par des bosons de jauge de spin 1. Ces forces
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sont décrites par des théories, dites théories de jauge, analogues non-abéliennes de 1’électroma-
gnétisme, chacune étant associée a un groupe de Lie. Les médiateurs des interactions fortes sont
les gluons et le groupe de jauge est le groupe SU (3)-couleur. Le médiateur de 1’électromagnétisme
est le photon et le groupe de jauge est le groupe U(1). Les médiateurs des interactions faibles
sont les bosons dits intermédiaires Z° et W=. Les interactions électromagnétiques et faibles sont
unifiées a haute énergie dans le groupe de jauge SU(2) x U(1). Cette symétrie de jauge est brisée
a faible énergie, ne laissant que le groupe U(1) de I'électromagnétisme comme groupe de jauge.
Ce mécanisme de brisure symétrie met en jeu une particule scalaire massive appelée le boson de
Higgs. Voir Figure (6,7).
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CHAPITRE VII

GROUPES DE LORENTZ, DE POINCARE ET EQUATION
DE DIRAC

Le but de ce chapitre est de décrire les caractéristiques essentielles des groupes de Lorentz, de
Poincaré ainsi que de leurs algébres et de leurs représentations.

L’étude des représentations du groupe de Lorentz nous permettra d’introduire les notions de
spineurs et d’obtenir ainsi I’équation de Dirac décrivant la dynamique quantique relativiste d’une
particule de spin 1/2.

L’étude des représentations du groupe de Poincaré nous conduira & en obtenir une classification
fondée sur les notions de masse et de spin. Toute particule élémentaire est alors vue comme un
élément d’une représentation irréductible du groupe de Poincaré.

VII.1. Groupes de Lorentz et de Poincaré

VIIL.1.1. Groupe et algébre de Lorentz. — Le groupe de Lorentz est le groupe O(1,3).
Soit 7 la métrique Minkowskienne de signature (—, +, 4, +). Pour toute paire de quadri-vecteurs
X et Y, on note X - Y le résultat de 'action de np sur X et Y :

X V=nX,Y)= X", Y =XY"-X.Y,

ou l'on utilise la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés et ou 7,, =
diag(—, +, +, +) sont les composantes de la métrique et X* = (X% X), Y” = (Y?Y) celles des
quadri-vecteurs, X© est appelée composante temporelle et X composantes spatiales.

Une transformation de Lorentz est une transformation linéaire A : X — A - X telle que
n(A-X,A-Y)=n(X,Y). Soit en composantes :

(VIL.1.1) Xt = XM= A XY, tel que A, AY =10

Le groupe de Lorentz est non-simplement connnexe : il posséde quatre composantes connexes.
En effet, les relations satisfaites par la matrice d’une transformation de Lorentz impliquent que
det A = £1 et (AJ)? > 1. On note parfois O(1, 3);¢ ces composantes connexes selon que det A =
+1 et A est positif (1) ou négatif (}). Une transformation de Lorentz préserve l'orientation si
det A = 1, elle préserve la fleche du temps si A8 > 1. La composante connexe & l'identité, qui
forme le groupe SO(1,3) = O(1, 3)1, est telle que det A = 1 et AJ > 1 : elle est donc constituée
de transformations qui préservent 'orientation et la fléche du temps. La parité P, qui laisse
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invariante la composante temporelle des quadri-vecteurs mais renverse les composantes spatiales,
P(X% X) = (X° —X), appartient a la composante connexe O(1, 3)T_ pour laquelle det A = —1 et
AY > 1. Le renversement du temps T(X° X) = (—X°, X) appartient & la composante O(1,3)*
pour laquelle det A = —1 et AJ < —1.

Les rotations spatiales sont évidemment des transformations de Lorentz. Rappelons que la
matrice d’une rotation d’angle 8 autour de I’axe 0z est :

1 0 0 0

R~ 0 cosf sinf O
#0710 —sin® cos® 0
0 0 0 1

Les transformations de Lorentz spéciales ("boost" en anglais) sont aussi évidemment des trans-
formations de Lorentz. La matrice d’une telle transformation d’axe 0z et de vitesse v = tanh «
(la vitesse de la lumiére est choisie égale a ¢ = 1 par convention) est :

cosha 0 0 —sinha

0 10 0
Lza = 0 01 0
—sinha 0 0 cosha

On peut implémenter des rotations autour de chacun des trois axes ou des transformations de
Lorentz spéciales le long de chacun des axes. Nous verrons ci-aprés que l’ensemble de ces six
transformations de Lorentz engendre le groupe SO(1, 3).

L’algebre du groupe de Lorentz, notée so(1,3), est par définition constituée des transforma-
tions de Lorentz infinitésimales, voisines de I'identité. La matrice d’une telle transformation se
développe en AL = 0 4+ ewl + -+ avec € < 1. Au premier ordre en ¢, la condition d’invariance
(VIL.1.1) s’écrit

wﬁ Nov + Nuow,, =0, soit  wy, +wu, =0,

avec Wy, = Nuewy . Une transformation de Lorentz infinitésimale est donc spécifiée par un tenseur
d’ordre deux wy,, antisymétrique. La dimension de ’algébre so(1, 3) est donc égale a la dimension
3

de 'espace des tenseurs d’ordre deux antisymétriques, soit dim so(1,3) = %> = 6.

Un ensemble de 6 générateurs indépendants est formé des 3 générateurs des rotations selon
les trois axes, notés J, Jy, J., et des 3 générateurs des transformations de Lorentz spéciales le
long des trois axes, notés K, Ky, K.. Par exemple, les matrices représentant J, et K, (dans
la représentation de définition de dimension 4), s’obtiennent en prenant 6 et « petits dans les
matrices des rotations et transformations de Lorentz spéciales données ci-dessus (M) :

00 0 0 0 00 -1
o 0o =1 0 1o o0 o
L=ilg1 o0 ol =0 00 ol
00 0 0 100 0

1. On adopte la convention des physiciens en introduisant un facteur ¢ dans les générateurs. Ainsi R,,p =
1—0J.+ - pourf<KLlet L;;on=1—-4aaK,+ - pour a < 1.
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Beaucoup de zéro, peu de un. Les autres matrices s’obtiennent de maniére analogue, par permu-
tation. On peut alors calculer les commutateurs et en déduire les crochets de Lie sur so(1,3) :

[Jo, Jy] =1Js, et permutation
(VIL.1.2) [Jo, Ky =1 K, et permutation
Ky, K, =1iJ,, et permutation

La premiére ligne ne mettant en jeu que les générateurs J,, J,, J; indique qu’ils forment, comme il
se doit, I’algébre des rotations so(3). La seconde ligne montre que les trois générateurs K, Ky, K,
se comportent comme les composantes d’un vecteur sous ’action des rotations. La derniére ligne
implique que la composition de deux transformations de Lorentz selon deux axes différents n’est
pas une transformation de Lorentz spéciale, une propriété impliquée dans la précésion de Thomas.

On peut donner une formulation covariante de I’algébre de Lie so(1,3). Les transformations
de Lorentz infinitésimales sont A% = §5 + ew! + - .- avec wyy antisymétrique. On introduit donc
une base de tenseurs anti-symétriques (avec la convention des physiciens consistant a introduire
un facteur 7), notée JI# :

(J1P)) 1 = (6560 — 6567).

Noter que nous avons bien six tenseurs J [op] indépendants. Tout tenseur antisymétrique w,,, peut
se décomposer sur la base des JI7°) Wy = —%w[ap] (Jloel) uwv- Une transformation de Lorentz
infinitésimale s’écrit donc :

A= l—igw[gp]J[ap} + -

soit Al = 68 — iSwy,, (JI7PD) avec (JIP1)Y = i(n7H6) — nPH6g). On calcule aisement les relations

de commutations entre les J?! :

(VIL.1.3) [J[UPL J[aﬂ}] — _Z'(nvaj[pﬁl — P gloBl _ pob gleel 4 npﬁj[aa]>.

La relation entre les deux présentations est JUK = ek, ie. JI2 = J, et permutation, et
Joil = K s e J 01 — K. 1l est clair que cette derniére présentation s’étend naturellement a
toute dimension.

o Revétement universel de SO(1,3) : SL(2,C)

Le revétement universel de SO(1,3) est SL(2,C). A tout quadri-vecteur X on associe univo-
quement une matrice 2 X 2 hermitienne. Soit o9 = 1 la matrice identité et o; les matrices de
Pauli. Ces matrices forment une base des matrices hermitiennes 2 x 2. Soit X = (X X#) un
quadri-vecteur. On pose :

X0+ X® XT—iXV

X=o0,X'=
K (X"“"+iXy XO—XZ>

Cette matrice est hermitienne et de déterminant égal a la norme Minkowskienne du quadri-
vecteur :

X=X, detX=(X"?-X2=X.X.

Le groupe SL(2,C), constitué des matrices 2 x 2 complexes de déterminant 1, agit sur 'espace
des matrices hermitiennes selon :

X - UXU', UeSL(?2,0).
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Cette action préserve la condition d’hermiticité et ¢’est un homomorphisme. Il préserve aussi le
déterminant, det U X UT = detX, puisque U est de déterminant 1. Il induit donc une transfor-
mation de Lorentz sur le quadri-vecteur X définie par :

UXU' = (Au-X) =0, (Ap)" X",

L’application U € SL(2,C) — Ay € SO(1,3) est un homomorphisme. Son noyau est {+1,—1)
car Ay est invariant par changement de signe de U. Donc

SL(2,C)/SO(1,3) = Zs.

SL(2,C) étant connexe et simplement connexe, c¢’est donc le revétement universel de SO(1, 3).

VII.1.2. Groupe et algébre de Poincaré. — Le groupe de Poincaré s’obtient en complétant
le groupe de Lorentz par les translations T, : X# — X* 4 a*. Ces derniéres commutent entre
elles, T, T}, = T, T,, mais elles ne commutent pas avec les transformations de Lorentz : AT, A~! =
Th.q, tout a € R* et A € O(1,3). Ainsi, conjuguer une translation par une transformation de
Lorentz modifie le vecteur de translation. Le groupe de Poincaré est donc le produit semi-direct
O(1,3) x R%. 11 s’identifie avec le groupe des matrices

M(A;a) = (13 “1‘) , acRY Ae0O(1,3).
La loi produit est :
M(A;a) M(AN5d')= M(AN;a+ A-d).

On note P, les générateurs des translations infinitésimales, i.e. T, = 1 — ia" P, + --- pour a
petit. Les générateurs de ’algébre du groupe de Poincaré sont donc les P, et les générateurs de
transformations de Lorentz JI7?). Les relations de commutations sont :

(VIL1.4) [P,P] = =0

[JeP P = —i(6gP? —6LP7),
complétées par les relations de commutation entre les générateurs de so(1,3). Les premiéres
relations reflétent le caractére abélien du groupe des translations, les secondes indiquent que,

comme attendu, les générateurs P, se transforment comme des quadri-vecteurs sous l'effet des
transformations de Lorentz.

e Action sur les fonctions.

Il existe bien-stir une action naturelle du groupe Poincaré sur les fonctions f(X) définies sur
I’espace-temps, i.e. pour X = (X% X) ¢ R*:

(A-NEX)=fAT ), (To- ))X) = f(X —a)
On vérifie facilement que ces actions définissent une représentation du groupe de Poincaré.

On obtient la représentation de I'algébre du groupe de Poincaré en cherchant les expressions
des générateurs des transformations infinitésimales. Pour une translation d’un vecteur a, |a| < 1,
un développement de Taylor au premier ordre fournit (75 - f)(X) = f(X) — a*(Ouf)(X) + -,
soit :

P, = —id,.
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Une transformation de Lorentz infinitésimale s’écrit A = 1 —i5wig,J ool ... avec (JIoPL. X )1 =
i(n7H XP—nPH X 7). Le développement de Taylor de (A- f)(x) s’écrit comme f(X)—§wjq, (X70° —
XPoO7)f(X)+---. Ainsi :

ap]

Jlorl — j(X70r — XP7).
On reconnait ici ’analogue de la formule du moment cinétique en mécanique quantique, L = rAp
avec p = —iV.

VII.2. Représentations du groupe de Lorentz

Nous construisons ici les représentations de dimensions finies du groupe de Lorentz, ou plus
exactement, de son complexifi¢ (une notion que nous allons expliquer ci-aprés). Ces représenta-
tions ne sont pas unitaires.

VIIL.2.1. Complexification : so(1,3)c ~ sl(2)c @ sl(2)c. — L’algeébre de Lie so(1,3) est une
algébre définie sur le corps des réels R, dont les crochets de Lie sont spécifiés par les relations
(VIL.1.2) que l'on peut aussi écrire sous la forme

i, Je] = i€p i,
[Jj, Kx] = i€ K,
[Kj,Kk] = ifjkl Jl.

La complexification de so(1,3) est I'agébre so(1,3)c = so(1,3) ® C, i.e. dans I'algébre so(1,3)c
on s’autorise & utiliser des combinaisons linéaires de générateurs avec des coefficients complexes.
La dimension de so(1,3)c vue comme un espace vectoriel sur C est donc égale a la dimension
de so(1,3) vue comme un espace vectoriel sur R. Dans so(1,3)c on peut définir les éléments
suivants (j =1, 2 ou 3) :

My = Sy~ iK), Ny = 5 (s +iK;)
Ces générateurs forment une base so(1,3)c. Il est facile de vérifier les relations de commutation
suivantes :
(VIL.2.1) [Mj, My] = ieju M,
(VIL.2.2) [Nj, Nk| = ie€jpu N,
(VIL.2.3) [M;,Ny] = 0

Ainsi, chacune des familles M; et N; engendre indépendamment une sous-algébre si(2)c, et ces
deux sous-algébres commutent entre elles. Nous avons donc I'isomorphisme :

so(1,3)c = sl(2)c @ sl(2)c.

Les représentations de so(1,3)c s’obiennent en tensorisant deux représentations de si(2)c.
Plus précisement, si V' et W sont deux espaces de représentation de sl(2)c, et py : sl(2)c —
EndV, pw : sl(2)c — EndW les deux morphismes de représentation, alors une représentation
de so(1,3)c est définie sur 'espace V ® W avec pour morphisme de représentation pygw (M;) =
pv(M;) ®1 et pyew (Nj) = 1® pw(N;). Nous savons que les représentations de dimension finie
de sl(2)c sont indexées par un entier n € N, égale au double du "spin". Une représentation
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d’indice n est définie sur C**1. Les représentations de so(1,3)c sont donc indexées par deux
1 m ny .
entiers. Nous les notons (77 5)
m n

Representation : (5, 5), sur C™Hl g Cntl

2. %), les générateurs M; et N; agissent non-trivialement sur les vec-

272
teurs des espaces C™t! et C"! respectivement. Ainsi, les générateurs de rotations Jj et de

Dans la représentation (

transformations de Lorentz spéciales K sont représentés par :
Ji = M;®1+1& Nj,
K; = i(Mj®1-1®N;).

Notez que si les matrices M; et N; sont hermitiques, alors les générateurs J; le sont aussi mais
les générateurs K le sont pas.

VII.2.2. Exemples de représentations. — Donnons quelques exemples :
e (0,0) : C’est la représentation triviale, de dimension 1. Elle correspond au scalaire.

e (1/2,0) : Il s’agit d’une représentation de dimension 2, dont les vecteurs, appelés spineurs droits

par convention et notés y g, possédent deux composantes. Les générateurs sont représentés par :

1 1

ol o sont les matrices 2 x 2 de Pauli : [0}, 0] = 2i€ji0;. Notez la présence du facteur ¢ dans la

J] = Uj,
représentation de Kj, qui est donc non-unitaire.

e (0,1/2) : 1l s’agit aussi d’une représentation de dimension 2, qui n’est pas équivalente a la
précédente. C’est sa complexe conjuguée. Elle agit sur des vecteurs & deux composantes, appelés
spineurs gauches et notés xr. Les générateurs sont représentés par :

oll 0 sont les matrices 2 X 2 de Pauli. Notez la différence de signe entre la représentation de Kj;
dans les représentations spinorielles (1/2,0) et (0,1/2).

e (1/2,1/2) : Il s’agit d’une représentation de dimension 4. L’espace de représentation est C? ®
C? ~ C*. Les générateurs sont représentés par :

1 .
Jj=§(0'j®1+1®0j), Kj:%

Elle s’identifie avec la représentation vectorielle de définition de so(1,3) agissant sur les quadri-

(0j®1—-1®0j),

vecteurs A, (expliciter cet isomorphisme!).

Et ainsi de suite, on laissera au lecteur le plaisir de comprendre la signification géometrique
des autres représentations...

e Fffet de la parité :
L’opération de parité P, X — X% et X — —X, appartient & la composante O(1, 3)T_ qui n’est
pas connexe & 'identité : ces représentations ne sont donc pas décrites par les représentations de
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lalgebre de Lie so(1, 3). Les relations de commutations entre P et une transformation de Lorentz
quelconque impliquent les relations entre P et les générateurs de so(1,3) :

PJ;P=J;, PK;P=-K;.
Alternativement P N; P = M; et P M; P = N;.

Les représentations (0,0) et (1/2,1/2) sont stables sous l'action de la parité. La parité peut
donc prendre deux valeurs, soit P = +, soit P = —, car P? = 1.

Les représentations (1/2,0) et (0,1/2) ne sont pas stables sous l'action de la parité mais
s’échangent 1'une I'autre. Une représentation du groupe O(1,3)T, contenant la parité P et les
transformations de Lorentz connexes a l'identité, sera donc définie sur la somme directe de ces
deux représentations, i.e. sur (1/2,0) & (0,1/2). Elle agit sur un espace de dimension 4 constitué
de vecteurs & quatre composantes x = (iﬁf), somme directe de spineurs gauche et droit. Dans

cette base, la parité est représentée par :

0 1
P = .
Les vecteurs & quatre composantes xy = (ggf) sont appelés spineurs de Dirac. On peut évidem-

ment choisir de les écrire dans différentes bases. La base que nous avons utilisée ici est appelée
base de Weyl.

VIIL.3. Equation de Dirac

Avant d’appliquer les résultats de théorie des groupes que nous venons d’obtenir, mentionnons
briévement ’approche historique & ’équation de Dirac. Peu aprés I'avénement de la mécanique
quantique, P.M. Dirac chercha une alternative a I’équation de Klein-Gordon (équation de la
forme (92 — V2 +m?)¢ = 0 dont l'intreprétation quantique est problématique hors du cadre de
la théorie des champs) 2 :

— qui soit une équation du premier ordre similaire a ’équation de Schréodinger ;
— qui code une relation de dispersion relativiste : E? = p? + m?.

Par invariance de Lorentz, si I’équation est du premier ordre en la dérivée temporelle, elle ’est
aussi dans les dérivées spatiales. On écrit donc :

i = HyY avec H=da- -p+mp,

ol p= —iV et o/ et B des matrices. Imposer la relation de dispersion E? = p? + m? équivaut
alors aux relations suivantes :

daf +aFfad =267% B+ Bl =0, B2 =1.

En quelque sorte, la recherche d’une équation matricielle permet de prendre convenablement la
racine carré de I’équation de dispersion relativiste E2 = p? +m?2. Une (la) représentation de ces
matrices est de dimension 4 avec :

1 0 ; 0 o
= 4) =0 9):

2. Nous posons ¢ =1, h = 1, par convention
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oll o; sont les matrices de Pauli. L’équation est écrite plus élégamment (et de fagon plus cova-
riante) en introduisant les matrices de Dirac vy, définie par :

1 0 . . 0 o
0 — e g J = =Y, = J g J
Y =7%=8 <0 _1> y Y v = Pa <_Uj 0> .

Elles satisfont aux relations d’anticommutation :

VYo T VoV = 2 Nuv

ou 1, est la métrique Minkowskienne. L’équation de Dirac s’écrit alors :
(VIL.3.1) (iv"8, —m) =0

Nous allons par la suite retrouver cette équation par des considérations issues de la théorie des
représentations du groupe de Lorentz. Nous laissons néanmoins a la lectrice, au lecteur, ’exercice
important consistant & comprendre les propriétés de covariance de cette équation.

VII.3.1. Spineurs et équation de Dirac. — Au lieu de suivre la route historique, nous allons
maintenant déduire I’équation de Dirac a l'aide de la théorie des représentations de so(1,3) que
nous avons décrite ci-dessus. On considére un spineur de Dirac y = (%LR) qui appartient & la
représentation spinorielle (1/2,0)@®(0, 1/2). On suppose que ce spineur est associée a une particule
de masse m. Dans un référentiel R, la quadri-impulsion de cette particule est P = (PY, ]3) avec

P2 = (P%?2 — (P)2 = m2. Le spineur associé¢ a cette particule dépend de Vimpulsion, i.e. x(P).

Dans le référentiel propre R, de la particule (dans lequel elle est au repos), la quadri-impulsion
de la particule est P, = (m, 6) Sans perdre en généralité, nous faisons le choix que les compo-
santes droite et gauche du spineur sont alors égales, i.e. x1(Pi) = xr(Ps).

L’hypothése de covariance que nous allons appliquer impose que les spineurs droit et gauche
associés a la particule dans un référentiel R quelconque s’obtiennent & partir de ceux dans le
référentiel propre R, via la transformation de Lorentz permettant de passer du référentiel R, au
référentiel R. L’équation de Dirac code les contraintes issues de cette hypothése.

Dans un référentiel R quelconque, la quadri-impulsion P s’écrit sous la forme P° = m cosh a
et P = msinh a7 avec 7 un vecteur unitaire et « un paramétre réel appelé rapidité. La transfor-
mation de Lorentz permettant de passer de R, & R est une transformation de Lorentz spéciale
d’axe 77 et de rapidité «. Elle se représente par exp(+5ii - &) et exp(—$ii - &) sur les spineurs
droit et gauche, respectivement. Donc

Q

Xr(P) = exp(+-ii-d)xr(Px)

xL(P) = exp(—41i-0)xp(Ps)

[ NeN )

Afin d’éliminer y (P,
d), de sorte que e~

*

) et xr(Px) de ces équations, multiplions les respectivement par exp(+aii -
" xr(P) = xr(P) et e 1 (P) = xg(P). En utilisant la formule

M

exp(aii - &) = cosha + sinh a7 - 7,
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et les expressions P? = mcosha et P = msinh a7, on déduit la relation matricielle entre les
composantes droite et gauche du spineur x(P) :

—-m 0L pP.&
s (T, ) ()

Ceci est I'équation de Dirac (écrite dans la base de Weyl).

On définit les matrices de Dirac (dans la base de Weyl) par :

_01 L 0 O'j
=1 0) T e 0)°

Ces matrices satisfont les relations d’anti-commutation :

Yu Yo + VoV = 2Ny

L’équation de Dirac s’écrit alors :

('YuPM _m) x(P) =0,
L’équation de Dirac est ici écrite en considérant le spineur comme fonction de la quadri-impulsion.
Par transformée de Fourier, on peut la reécrire comme une équation pour un spineur de Dirac
¥(X) défini sur I'espace-temps avec X = (X, X). En effet, en posant ¢(X) = [dP e "X y(P),
I’équation précédente devient :

(VIL.3.3) (iu 0" —m) (X)) =0

Ceci est 1'équation de Dirac pour le spineur 1(X). Elle coincide avec I’équation (VIL.3.1). Nous
avons écrit ici I’équation de Dirac dans la base dite de Weyl mais tout changement de base est
évidemment autorisé.

e Interprétation :
Une description détaillée des conséquences de 1’équation de Dirac est au-déla du propos de ces
notes (les étudiants ayant souvent un travail personnel a effectuer sur ce théme). Mentionnons
uniquement que la découverte de I’équation de Dirac mena P.M. Dirac (aprés plusieurs années)
& proposer 'existence du positron, anti-particule de ’électron, de méme spin que 1’électron mais
de charge électrique opposée. P.M. Dirac fiit conduit & cette conclusion en interprétant la nature
du spectre de ’hamiltonien de Dirac constitué d’énergie positive et négative.

Dans la limite non-relativiste, I’équation de Dirac se réduit a I’équation de Pauli (encore un
théme de travail personnnel!). Elle prédit alors la valeur du moment magnétique intrenséque
de D’électron i = %g, soit un facteur de Landé g = 2. Une valeur en trés bon accord avec
I’expérience. Les déviations par rapport & cette valeur sont dues aux interactions quantiques
entre ’électron et le champ électromagnétique. Elles sont remarquablement prédites et évaluées

dans le cadre de I’électrodynamique quantique.

VII.4. Représentations du groupe de Poincaré

Nous discutons maintenant des représentations unitaires irréductibles du groupe de Poincaré.
Ces représentations sont de dimension infinie, car le groupe est non-compact. La discussion que
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nous proposons sera bréve, nous ne donnerons pas les détails de la construction explicite de ces
représentations.

Afin d’appréhender les représentations du groupe de Poincaré on étudie d’abord celles de son
algébre de Lie. On rappelle que les générateurs de 'algébre de Poincaré sont les générateurs des
translations P, et les générateurs des transformations de Lorentz J (] — — Jlvil | Leurs relations
de commutation sont décrites par les équations (VII.1.3,VII.1.4), que nous rappelons ici :

[Jloel JlBl] = —i(noe e8] — ppo glo] _ o8 gleal 408 jlocl)
PR = =0
[Jer P, = —i(65PF — 80P7).

Pour des représentations unitaires, les générateurs seront représentés par des opérateurs hermi-
tiques.

Afin de classer les représentations du groupe de Poincaré on cherche les opérateurs de "Ca-
simir" de ’algébre enveloppante de ’algébre de Poincaré. Ces opérateurs sont des polyndémes
dans les générateurs de I'algébre qui commutent avec tous les générateurs P, et J 7] de cette
algébre. D’aprés le lemme de Schur, (qui s’étend aux cas des groupes non-compacts mais pour
des représentations unitaires irréductibles), ces opérateurs de Casimir seront représentés par des
constantes dans toute représentation unitaire irréductible. Les représentations unitaires irréduc-
tibles seront donc classées par les valeurs possibles prises par ces opérateurs de Casimir.

L’algeébre de Poincaré possédent les deux opérateurs de Casimir suivant :
(i) L’opérateur de masse
¢y = P* =P, P~

Il est facile de vérifier que P? commutent avec tous les générateurs P, et J (4] On notera m?2

la valeur prise par cet opérateur dans une représentation unitaire irréductible. On considerera
les cas des représentations massives m > 0 et des représentations de masse nulle, m = 0. On
pourrait aussi étudier les représentations pour lesquelles m? < 0, mais celles-ci ne semblent pas
jouer de role en physique.

(i) Le second opérateur de Casimir est

CQ = W2 = WMW‘M,

ou WH est 'opérateur de Pauli-Lubanski défini par WH* = %e’“’ P7 Py Jipg)-

—P-JetW = —-F J + PAK. Les valeurs propres prises par cet opérateur dans une représentation

Explicitement, Wy =

unitaire irréductible spécifiront la notion de spin ou d’hélicité d’une particule.

L’opérateur W2 est un opérateur de Casimir. On vérifie aussi facilement que [W,,, P,] = 0 et
que [JIOPL, W, ] = —i(69WP — 66W7) de sorte que W se transforme comme un quadri-vecteur.

e Représentation massive : m > 0.
Les opérateurs P, forment une famille d’opérateurs hermitiques commutant entre eux. On peut
donc les diagonaliser simultanément. Soient p, leurs valeurs propres. Puisque l'opérateur de

2 sur tout état de la représentation, ces valeurs

Casimir P? agit comme la multiplication par m
propres satisfont p> = m? : on dit que ces valeurs propres sont sur la couche de masse, elles

s'identifient avec la quadri-impulsion d’une particule de masse m. Dans le cas massif, m > 0,



VIL.4. REPRESENTATIONS DU GROUPE DE POINCARE 117

tout point sur la couche de masse est dans ’orbite du groupe de Lorentz de la quadri-impulsion
Py = (M, 6) associée a la particule de masse m au repos. Autrement dit, toute quadri-impulsion
sur la couche de masse est la transformée de Lorentz de la quadri-impulsion de la particule au
repos.

Comme [W,, P,] = 0, on peut étudier I'action de W), sur les sous-espaces propres des P,,.
D’apreés la discussion précédente, il suffit, modulo une transformation de Lorentz, de se placer
sur le sous-espace propre ou la quadri-impulsion est p, = (m, 6) Ce choix revient & se placer
dans le référentiel du centre de masse de la particule. Dans ce sous-espace, on a alors

W():O, W:—mj.

Ainsi, sur ce sous-espace propre, les opérateurs W sont proportionnels aux générateurs des ro-
tations dans le référentiel de centre de masse. Ces derniers engendrent le groupe SO(3). Les
représentations de ces générateurs sont donc indexés par un demi-entier, s € %N, le spin de la
particule.

Les opérateurs W* sont les versions covariantes des générateurs des rotations dans le centre de
masse. Leurs représentations sur un sous-espace propre de P, associée a un point quelconque de
la couche de masse s’obtiennent par transformation de Lorentz a partir de celles des générateurs
des rotations dans le centre de masse. Puisque 'opérateur de Casimir Co = W? est invariant
sous les transformations de Lorentz, sa valeur sur tout sous-espace propre de P, est, comme il
se doit, égale a celle prise dans le sous-espace propre du centre de masse, soit Co = m? s(s + 1)
pour une représentation de spin s.

Ainsi, les représentations unitaires massives du groupe de Poincaré sont indexées par deux
nombres : m, réel positif et s, demi-entier, qui s’interpréte comme

m = masse, § = spin.

Les vecteurs de I'espace de Hilbert de ces représentations s’identifient avec les états quantiques
possibles pour une particule de masse m et de spin s. Une base de cet espace de Hilbert est
fournie par les états |p; s, o) avec p, un point sur la couche de masse et 0 = —s, —s+1,--- , +s.
L’impulsion p, p> = m?, s’identifie avec celle de la particule de masse m, s avec son spin et o
avec la valeur du moment cinétique intrenséque J? dans le référentiel du centre de masse. Nous
ne donnerons pas ici la construction explicite de ces représentations. Celle-ci peut se faire par
la méthode des représentations induites dont la description sort du cadre de ces notes (cette
construction peut faire 'objet d’un travail personnel!).

o Représentation de masse nulle : m = 0.

Dans ce cas, on étudie encore l'action des opérateurs W, sur les sous-espaces propres de P,,. Si la
masse est nulle, ces derniéres satisfont p> = 0. Il n’existe alors pas de référentiel de centre de masse
(car une particule de masse nulle se propage a la vitesse de la lumiére dans tout référentiel), mais il
existe un référentiel tel que p® = k et p'= ke, i.e. (p¥ = k,p® = 0,p¥ = 0,p* = k). Tout point sur
la couche de masse p? = 0 est I'image par une transformation de Lorentz d'une quadri-impulsion
de la forme précédente. Dans ce référentiel, on a alors W0 = W? = —kJ*, W?® = —k(J* 4+ K*)
et WY = —k(JY — KY). Les relations de commutations satisfaites par ces générateurs sont celles
du groupe Euclidien en dimension deux. Le Casimir Cy est alors égal a W? = W2 + I/Vy2
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Il semble que seules les représentations de masse nulle pour lesquelles le Casimir Cy s’annule

jouent un role en physique. On se restreint donc & ce cas, i.e. Cy = 0. Alors, sur le sous-
espace propre oit p° = k, p = kéz, les opérateurs W? et WY sont identiquement nul et W? =
WO = —k J*. L'opérateur J* est donc le seul opérateur restant pour lequel il faut spécifier la

représentation. J* est le générateur de SO(2), le groupe des rotations autour de 'axe 0z, qui est
un groupe Abelien. Ses représentations sont de dimension 1 et indexées par la valeur prise par
J# que 'on note A. Ainsi, dans ce sous-espace et pour ces représentations, les deux opérateurs
Pt = (k,0,0,k) et WHF = —\(k,0,0, k) sont proportionnels. Comme P et W se transforment
identiquement sous les transformations de Lorentz, cette relation de proportionnalité est vraie
dans tout référentiel :
WH =X P*.
On appelle "hélicité" le paramétre .

Les représentations physiques de masse nulle du groupe de Poincaré sont donc indéxées par la
masse m = 0 et 'hélicité X\. Une base des états est fournie par des vecteurs |p; A\) avec p un point
de la couche de masse, p?> = 0. Nous ne construirons pas explicitement ses représentations, mais
celles-ci peuvent s’obtenir par la méthode des représentations induites mentionnée ci-dessus.

o Parité.
Pour discuter de l'effet de la parité, il faut distinguer les deux cas, de masse nulle ou non,
séparemment.

Pour m > 0, la parité agit sur les coordonnées spatiales du référentiel du centre de masse par
P.-X = —X, ce qui a pour effet de remplacer le groupe SO(3) par le groupe O(3). La parité
commute avec les rotations spatiales du référentiel du centre de masse. Ona O(3)/S0O(3) = {1, P}
et P2 = 1. Pour spécifier la représentation de O(3) du référentiel du centre de masse, il faut donc
se donner le spin s et le signe de parité +.

Pour m = 0, on se place comme ci-dessus dans un référentiel ot p = (k,0,0, k). L'effet de la
parité est donc de remplacer le groupe SO(2) par O(2). La transformation (z,y) — (—z,—y)
est un élément de SO(2) mais la réflexion S : (z,y) — (x,—y) ne l'est pas. Cette réflexion
ne commute pas avec les rotations : SR, = R_, .5, si R, est une rotation d’angle «. Ainsi,
les représentations de O(2) se construisent sur les sommes directes de deux représentations de
SO(2) d’hélicité opposée +A. L’opération de parité échange les états d’hélicité opposée. Ainsi,
une théorie modéle de la physique des particules élémentaires de masse nulle qui préserve la
parité contient nécessairement des particules d’hélicité opposée.

o Petits groupes et représentations induites
Les représentations unitaires du groupe de Poincaré se construisent par la méthode dite du petit
groupe et des représentations induites. Ce théme est hors du propos de ces notes (car il est
souvent le sujet d’un travail personnel des étudiants!).



CHAPITRE VIII

INVARIANCE CONFORME EN PHYSIQUE

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux transformations conformes et a leurs applications
a la physique des systémes bidimensionnels. On traitera peu la technique associée a 1’étude de
ces systémes, mais on tachera de dresser un panorama des applications physiques de I'invariance
conforme. Celles-ci couvrent des domaines aussi variés que les transitions de phases du second
ordre, les systémes électroniques quasi unidimensionnels ou les théories des cordes, candidats
théoriques & une description de la gravitation quantique.

VIII.1. Transformations conformes en physique classique

VIII.1.1. Transformations conformes en 2d. — Les transformations conformes bi-
dimensionnelles sont des transformations géométriques d’un domaine planaire qui préservent
les angles. Soient (z,y) € R? les coordonnées d'un point du plan et z = z + iy sa coordonnée
complexe. Les transformations conformes sont des transformations holomorphes :

z—=w= f(2)

Soient z1 = 29 + 21 et 20 = zg + dz2 deux points voisins distants du point zg. Les deux petits
vecteurs dz1 et dzo joignants zg & z1 et zo sont transformés en deux vecteurs dwi et dwso joignant
wo = f(20) & wy = f(21) et wa = f(22). Au premier ordre, on a :

Swy = f(20) 021, dwa = f'(20) 022

L’angle entre les vecteurs dw; et dws est donc égal & celui entre les vecteurs §z; et dz2. Chacun
de ces vecteurs subit une rotation d’angle égal a 'argument de f’(2g) et une dilatation propor-
tionnelle au module de f’(zg). Ainsi, les transformations conformes agissent localement comme
des rotations et des dilatations, mais le coefficient de dilatation ou 'angle de rotation varient de
point en point.

Les transformations homographiques,
az+b
Z%f(Z):m, a,b,c,de(@,
sont les seules bijections holomorphes du plan complexe complété du point & l'infini. Par com-
position, elles forment un groupe isomorphe au groupe des transformations linéaires de C? de

déterminant un, (2%) € SL(2,C)/{+£1}.
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La transformation z — w = i—jrz est holomorphe, sans singularité, sur le demi-plan supérieur
H = {z € C, Imz > 0}, et I"image de ce demi-plan est le disque de rayon unité centré en 0,
ie. |lw| < 1 pour Imz > 0. Plus généralement, d’aprés le théoréme de Riemann, tout domaine
planaire ayant la topologie du disque unité, i.e. tout ouvert de C connexe et simplement connexe
distinct de C, est en bijection conforme avec le disque unité, et donc aussi en bijection conforme

avec le demi-plan supérieur.

Les transformations conformes trouvent de nombreuses applications dans tous les problémes
de physique classique régis par I’équation de Poisson-Laplace en deux dimensions,

Arp(z,2) =0 avec A, =05+ 0 =400z

Toute solution de cette équation est appelée une fonction harmonique. Comme le laplacien se
factorise en A, = 40,0z, les fonctions harmoniques se décomposent en la somme d’une fonction
holomorphe et d’une fonction anti-holomorphe,

¢(2,2) = ¢(2) + ¢(2).

De cette décomposition découle I'invariance conforme de I’équation de Poisson-Laplace. En effet
si ¢(z,z) est solution, alors ¢(f(z), f(z)) est aussi solution. Alternativement, si w = f(z), le
laplacien dans les coordonnées w s’écrit simplement en terme du laplacien dans les coordonnées

2 Ay = 40,05 = |f'(2)]2 A..

Cette équation s’applique évidemment aux problémes d’électrostatique ot ¢ est le potentiel
électrostatique dans le vide. Ces derniers sont généralement formulés sous la forme de problémes
de Dirichlet pour lesquels on cherche la valeur du potentiel électrostatique dans un domaine
planaire D, qui est l'extérieur d’un conducteur parfait, sachant la valeur ¢|p de ce potentiel au
bord du domaine, c’est & dire sur le conducteur.

Elle s’applique également en mécanique des fluides a la description des mouvements bidimen-
sionnels de fluides incompressibles et irrotationnels. En effet, si la vorticité w = V Au est nulle, le
champ des vitesses u dérive d’un gradient u = —V¢ et la condition d’incompressibilité V-u = 0
impose alors A¢ = 0. Les conditions aux limites, appelées conditions de Neumann, dépendent
de la forme du domaine dans lequel le fluide se déplace. Elles imposent que le gradient de ¢ soit
tangent a la surface du domaine de sorte que ’écoulement soit tangent a cette surface.

VIII.1.2. En quoi la dimension deux est-elle spéciale 7— Une transformation conforme
sur une variété métrique — une variété munie d’une métrique permettant de mesurer localement les
distances et les angles — est une transformation modifiant localement la métrique par un facteur
de dilatation dépendant a priori du point sur la variété. Pour faire simple, considérons 1’espace
euclidien de dimension d muni de la métrique euclidienne plate ds? = dx% +- 1t dwﬁ. Le tenseur
métrique g,,,, défini par ds? = gudxtdx” ou la sommation sur les indices répétés est implicite,
est guy = O, OU 0y, est le symbole de Kronecker. Lors d'un diffeomeorphisme x — y = f(z), le

2 : ~ o P .
tenseur métrique se transforme comme g, — g, = %gzy gop- Une transformation conforme

est donc une transformation x — y = f(x), localement définie sur R?, telle que

jq\;w = ed)(x)g/wy
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ou ¢ est le facteur de dilatation local, appelé facteur conforme. Evidemment une telle transfor-
mation préserve localement les angles.

Le but est maintenant d’identifier les transformations conformes en dimension d. Elles forment
évidemment un groupe continu qui, comme nous allons le vérifier, est de dimension w

pour d > 2, et de dimension infinie pour d = 2.

Considérons donc des transformations conformes infinitésimales a# — z# + e &{H(x) +---. Au
premier ordre en ¢, la condition d’invariance conforme écrite ci-dessus se traduit en

(VIIL.1.1) 0u&y + 0v& = (09) O,

avec §, 1= £, et (0¢) la variation infinitésimale du facteur de dilatation. En sommant sur
les indices on trouve d(0¢) = 2(9,6*) = 2(0 - £). Dans un premier temps, montrons que, si
d > 2, le facteur conforme (d¢) est une fonction affine. Dériver I’équation précédante implique
dAg = (2 —d)0,(0 - &). En dérivant de nouveau cette équation, soit par 9, soit par d,, on
obtient deux nouvelles équations : (d — 1)A(9 - &) =0, soit A(Q-&) =0 pour d > 1, et

d
(2 - d)auaV(a : f) = EA(aufu + aygu)‘

On reconnait ci-dessus le laplacien du membre de gauche de I’équation (VIII.1.1) qui est nul
comme le laplacien du facteur conforme, de sorte que

(2 - d)2,0,(0 - €) = 0.

Ainsi, en dimension d > 2, le facteur conforme est une fonction linéaire : d(0 - §) = k + b,x” o
k et b, sont des constantes d’intégration.

Pour déterminer les transformations conformes infinitésimales, il nous faut donc maintenant
résoudre

0uéy + 0,8, = 2(k + box”) Opus-
I nous faut déterminer la différence 0,§, —0,¢,,. Pour cela, dérivons I’équation précédante par 0,
et permutons les indices. On obtient alors deux équations dont la différence est 0, (9,§, —0,&s) =
2(by6 — budys). Par intégration,

O0o&p — Ouéo = 2(boy — buxs) + 20,0,

ou 0y, = —0,, sont des constantes d’intégration. Sommer les deux derniéres équations donnent
accés a 0,§, et par une derniére intégration,

(VIIL.1.2) & (x) =ay + kxy + 0pox® +[(b- )z, — %(l‘ - x)by],

ou a, sont des derniéres constantes d’intégration. Rappelons que cette expression a été obtenue
en supposant que d > 2.

Chacun des termes de 1’équation précédante posséde une interprétation simple : le premier
correspond aux translations, le deuxiéme aux dilatations, le troisiéme aux rotations et le dernier
aux transformations conformes dites spéciales. Rappelons que 1'eq.(VIII.1.2) décrit les transfor-
mations infinitésimales. Les paramétres de ces transformations sont les constantes d’intégration
ay, k, b, et 0,, = —0,,. La dimension du groupe des transformations conformes est donc
d+1+4+d+ @ = 1(d+1)(d+2). On peut monter — comment ? — que ce groupe est isomorphe
aso(d+1,1).
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Enfin, en dimension d = 2, le facteur de dilatation (0 - £) est une fonction harmonique :
A(9-€&) = 0. Ainsi localement (0 &) = 0,v(z) + 050(2), ce qui correspond & une transformation
infinitésimale z — z + ev(z) avec v(z) localement holomorphe.

VIIIL.1.3. Diff S' et son extension centrale. — En dimension deux, les transformations
conformes sont les transformations locales holomorphes, comme nous venons de le voir. Elles
agissent sur les fonctions par composition : ¢(z) — (f - ¢)(2) = ¢(f~1(2)). Si f est une transfor-
mation proche de lidentité, f(z) = z + ev(z) + -+ avec € < 1, la fonction transformée s’écrit

(f-0)(2) = d(2) + €d(v)p(z) + - - - avec
6(v) ¢(2) = —v(2) 0:9(2).

avec n entier, la variation §(v)¢ est 0(v) @p(z) = €nd(z) avec
l, = —2"119,. Ces champs vectoriels peuvent étre vus comme les générateurs des transformations

En particulier pour v(z) = 2"+
conformes infinitésimales. Ils satisfont les relations de commutation suivantes, qui définissent
I’algébre de Witt :

(VIII.1.3) [ln, b)) = (n—m) by

Ces relations de commutation sont aussi celles de 'algébre de Lie du groupe des difféomor-
phismes du cercle Diff S!. Les diffécomorphismes du cercle sont les applications différentiables de
S! sur lui-méme. Ils forment un groupe par composition. L’algébre de Lie de Diff S' est I’en-
semble des difféeomorphismes infinitésimaux x — x + ev(x), € < 1, avec v(z) périodique, o
x € [0, 7] est une coordonnée sur le cercle S'. Ils agissent sur les fonctions ¢ définies sur S par
I'intermédiaire des champ vectoriels —v(x)0z, i.e. ¢ — @+€d(v)p avec 0(v)p(z) = —v(z)0zp(x).
Le commutateur de deux de ces transformations est

[6(v1),6(va)] = 6([v1,v2]),

ou [v1,va] est le crochet de Lie des champs vectoriels défini par

[v1,v2] (2) = (v1(2) vy(a) — va(x) V) (x)) Os.

Par décomposition en série de Fourier, une base de champs vectoriels est donnée par les ¢,, =
—e 29, qui satisfont les relations de commutation de Palgebre de Witt (VIIL1.3).

C’est rarement ’algébre de Witt qui joue un réle en mécanique quantique mais une extension
centrale de cette algébre, nommeée algébre de Virasoro. Comme nous ’avons vu dans les cha-
pitres précédants, la mécanique quantique autorise a considérer les représentations projectives
des groupes de symmeétrie qui peuvent se réinterpréter comme des représentations d’extensions
centrales de ces groupes. Dans le cas des difféomorphismes du cercle, 'extension centrale de 1’al-
gébre de Witt est ’algébre de Lie construite sur I'espace vectoriel Lie[Diff S'] @ cR ot ¢ denote
I’élément central — un élément central est un élément qui commute avec tout autre élément. Ici
Lie[Diff S'] est 1'algébre de Lie des champs vectoriels sur S! dont les relations de commutation
sont celles de ’algébre de Witt. Les relations de commutations dans ’extension centrale sont :

[5(1}1),5(1}2)] = §([v1, v2]) + en(v1,v2), [6,5(1}1)] =0,
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pour tous champs vectoriels vy et vy sur St. Ici, n(v1, v2) est une forme bilinéaire antisymmétrique
sur Lie[Diff S!] & valeur réelle. Par I'identité de Jacobi, elle est contrainte & vérifier,

(v, [va, vs]) + n(ve, [v1, v3]) + n(vs, [v2,01]) = 0,

et est appelée cocycle. Un cocycle proportionnel au commutateur, n(vy,va) = f([v1,v2]) avec f
linéaire, satisfait la relation de cocyle précédante mais est un cocycle dit trivial car il suffit de
redéfinir §(v) — 6(v) + ¢ f(v) pour absorber 'extension centrale.

Dans le cas de ’algébre de Witt, I'unique extension centrale, & un cocycle trivial prés et & un
coefficient multiplication preés, est

" "

1 (%" dx
n(vy,v2) = 2 ), o (vy v — V10, ).

Il est facile de vérifier que cette définition satisfait la relation de cocycle, il est plus difficile de
montrer que c’est I'unique solution. Choisissons comme ci-dessus la base des champs vectoriels,
0, = —e~™Q,. Leurs relations de commutation dans 'extension centrale sont

(VIIL1.4) [l b)) = (0 = M)y + 132(713 — 1)Bpsmo.

Cette algébre est appelée l'algébre de Virasoro. Le terme de l'extension central proportionnel
a mn est un cocyle trivial car il peut étre absorbé en redéfinissant £, — £, — 570 1m0- 1l est
choisit de sorte a ce que I’extension centrale s’annule sur £y et £4; qui sont les générateurs des
transformations conformes globales. Comme nous le verrons par la suite, cette algébre joue un
role important dans ’analyse des systémes physiques invariants conformes.

e Représentations de ’algébre de Virasoro :

La théorie des représentations de ’algébre de Virasoro est riche, avec de multiples ramifications
en physique et en mathématique. Le lecteur motivé pourra vérifier qu’il n’existe pas de représen-
tation unitaire (telle qu’il existe un forme hermitienne pour laquelle EIL = {_,) et de plus haut
poids (telle qu’il existe un vecteur w satisfaisant £, w = 0 pour tout n > 0) pour ¢ < 0. En
particulier, cela explique indirectement pourquoi c’est 1'algébre de Virasoro et non l'algébre de
Witt qui joue un réle en physique. Un autre point que le lecteur pourrait étre amené & develop-
per est le lien entre la théorie des représentations de l'algébre de Virasoro et celle des extensions
centrales des algébres de boucles sur une algébre de Lie, i.e. des algébres des applications de S!
a valeur dans une algébre de Lie.

VIII.2. Le mouvement brownien bidimensionnel

Le but de cette section est de définir le mouvement brownien (en dimension deux) et de montrer
I'invariance conforme de ses trajectoires. Nous discuterons aussi I'extension de ces concepts aux
systémes critiques.

VIIIL.2.1. Marches aléatoires et le mouvement brownien. — Nous allons construire le
mouvement brownien comme la limite continue des marches aléatoires. Soit A, = a?Z? le réseau
carré dont chacune des mailles est un carré d’aire a®?. On considére un marcheur se déplacant
aléatoirement sur ce réseau. On repére sa position aprés IV pas par les coordonnées cartésiennes
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Xy = (zn,yn). A chaque étape, ce marcheur a une probabilité identique, égale a 1/4, de faire
un pas vers la droite/gauche ou vers le haut/bas. Donc

N1 N2
.CEN—SC():(IE €, yN—yg—aE €, N = Ni+ No,
i=1 =1

ou €; et €; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) valant
chacune +1 avec probabilité 1/2, et Ny (resp. N3) sont les nombres de pas vers la droite/gauche
(resp. vers le haut/bas). Par construction, la position moyenne est constante, E[X y] = Xg, mais
I’écart type croit linéairement avec N :

N1 No
E[(Xy — X0)?] = a’E[)_&)?+ (> _&)* = a’N.
=1 =1

La limite continue, qui correspond & observer cette marche de loin, s’obtient en prenant la limite
ol la taille de la maille du réseau s’annule tout en laissant le marcheur effectuer un nombre infini
de pas, c’est-a-dire a — 0, N — oo avec Na? fixé. On pose t = Na?/2 que I'on identifie comme
le temps pendant lequel le marcheur se déplace.

05 T

Dans cette limite on obtient alors un processus continu,
t—>Xt = (I‘t,yt), 00—

dont les trajectoires forment des courbes aléatoires ins- s
crites sur le plan issues du point Xgy. D’aprés la loi des
grands nombres, les variables aléatoires x; et y; sont gaus-
siennes de variance ¢, E[(X; — Xg)?] = 2t.

Plus précisement, calculons la probabilité que le marcheur partant de Xy se trouve en un
point d’'un domaine  du plan a Uinstant ¢, i.e. la probabilité que X; € Q. Notons P;[Xg; (]
cette probabilité. Commengons par le modéle discret et notons Px[Xo; 2] la probabilité que le
marcheur partant de X soit dans le domaine €2 aprés N pas. Le marcheur aura fait le premier
pas soit vers la droite/gauche ou soit vers le haut/bas avec probabilité 1/4, donc

4
1
]P)N+1[X_O;Q] = Z E PN[XO + aek;Q},
k=1

oll ey sont les quatre vecteurs unités pointant vers la droite/gauche ou vers le haut/bas. Dans la
limite continue, @ — 0, N — oo avec t = Na?/2, on a :

2(PN+1[X0;Q] —PN[X();Q]> ~ azatht[Xo;Q]

3 (IP’N[XO + aey; Q) — Py[Xo; Q]) ~ 0 Ax,Pi[Xo; Q)

4
k=1

avec Ax, = 0;2 + 0,2 le laplacien bidimensionnel agissant sur la variable Xo. La probabilité
P[Xo; 2] est donc solution de I’équation de la chaleur :

1
0Py [Xo; Q] = §AX0P1€ [X0§ Q]
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Si Q est petit et centré autour d’'un point Y on peut écrire P;[Xp; 2] comme une densité de
probabilité sous la forme p;[Xo; Y] d?Y et,

P [Xo; Q] = /Q d*Y pi[Xo; Y]

pour tout domaine 2. Par linéarité, la densité de probabilité est aussi une solution de ’équation
de la chaleur et la condition initiale & ¢t = 0 est p;—o[Xo; Y] = 6(Xo — Y). Donc

2Y (Xo - Y)?
X, Y]y = X _ o Y
pi[Xo; Y]d ot eXp( 2 )

Le processus t — X; est donc bien gaussien.

Cette formule révéle quelques propriétés d’invariance ou de symétrie du mouvement brownien.
Il est invariant :
— par translation, X; — X; + a,
— par rotation, X; — R - X,
— par dilatation, si une dilatation spatiale est accompagnée d’une dilatation temporelle, X; —
AXy, t— A2t

Le mouvement brownien posséde une autre propriété, une sorte de localité temporelle appelée
propriété de Markov, qui indique que le futur de la trajectoire au-deld d’un temps s est indépen-
dant du passé de cette trajectoire et ne dépend que de la position X & cet instant s. De plus,
I’écart entre la position & un temps ¢t + s et la position & 'instant s est distribué comme 1’écart
entre la position a l'instant ¢ et la position initiale :

Xt+s - Xs =-en loi Xt - XO

On dit que les incréments sont distribués identiquement, ils sont aussi indépendants. Ces pro-
priétés découlent de la définition des marches aléatoires : leurs comportements aprés M pas sont
indépendants du passé, ne dépendent que de la position X s aprés ces M pas et sont identiques
a ceux des marches aléatoires partant du point Xj;.

VIIIL.2.2. Invariance conforme et systémes critiques. — Montrons maintenant l'inva-
riance conforme des trajectoires browniennes suivant un argument di & P. Lévy. Cette inva-
riance ne concerne que ’ensemble des traces laissées par les trajectoires, i.e. leurs graphes, elle
ne concerne pas les trajectoires paramétrisées. Ces traces ne sont pas invariantes conformes réa-
lisation par réalisation mais leur ensemble statistique ’est. L’invariance conforme se manifeste
par exemple de la maniére suivante. Imaginons réaliser des échantillons du mouvement brownien
dans le disque unité partants de l'origine et arrétés dés qu’ils touchent le bord du disque. Par
transformation conforme, on peut transporter ces courbes dans un autre domaine planaire ayant
une topologie identique & celle du disque, par exemple un rectangle, on obtient alors un ensemble
statistique de courbes inscrites dans ce nouveau domaine planaire. L’invariance conforme affirme
que cet ensemble de courbes posséde une distribution statistique identique & celle du mouvement
brownien partant d’un point du nouveau domaine et arrété & l'instant ol il touche le bord de
ce domaine. On ne peut donc distinguer 'image des courbes browniennes par transformations
conformes des courbes browniennes.
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L’argument de Lévy consiste & promouvoir les invariances globales par rotation et dilatation
en une invariance locale (donc en une invariance conforme) en utilisant les propriétés de localité
du mouvement brownien. Ce principe a un domaine de validité qui s’étend au-dela de I’étude des
courbes browniennes. Considérons une trajectoire brownienne arrétée a un instant 7'. Divisons
'intervalle de temps [0, 7] en un grand nombre N d’intervalles, 0 = tg < t1 < --- <ty =T, et
décomposons la trajectoire en la somme des incréments pendant les intervalles de temps [t;,t;41],

Xy —Xo = (X — Xy) + (Xiy = Xgy) + -+ (Xy — Xy,),

pour ¢t € [t;, ti+1]. Les incréments Xt;41 — X¢; sont indépendants les uns des autres et statisti-

quement distribués comme Xy Cette décomposition signifie que ’on peut reconstruire les

J+1—
courbes browniennes en concaténant les incréments.

Transformons maintenant chacun de ces incréments par une rotation R; et une dilatation de
facteur \;, qui peuvent varier d’un incrément a l’autre, pour obtenir,

(th+1 - th) — AR (th+1 - th) =en loi X)\?(tjﬁ’l*tj)

ou dans la derniére équivalence nous avons utilisé les invariances globales de la statistique du
mouvement brownien. Ainsi, aprés concaténation des incréments ayant subis une rotation et une
dilatation, nous obtenons des courbes ayant la méme statistique que les courbes browniennes
mais avec une paramétrisation temporelle différente (car les incréments temporels ¢j41 — t; ont
été transformés en A?(tj_i'_l —tj)). On peut appliquer une transformation conforme quelconque aux
courbes browniennes en prenant naivement une limite ot la discrétrisation est de plus en plus fine.
Cet argument, qui pourrait étre rendu rigoureux, indique que 'image d’une courbe brownienne
par transformation conforme est une courbe brownienne a reparamétrisation temporelle preés.
L’invariance conforme des courbes browniennes est a 1’origine de nombreuses de leurs propriétés

particuliéres.

Pour conclure, notons que cette propriété repose sur le principe suivant :
"invariance globale sous les dilatations et les rotations plus localité implique invariance sous les
dilatations et les rotations locales, i.e. sous les transformations conformes."

Un principe qui s’applique & d’autres (nombreux) systémes physiques.

e Systemes critiques bidimensionnels :
Un grand nombre de systémes physiques sont invariants conformes, en particulier tous les mo-
déles de physique statistique bidimensionnels ayant une transition de phase du second ordre. Le
prototype de ces systémes est le modéle d’Ising, un modéle de magnétisme, qui décrit le compor-
tement thermodynamique d’une large collection de petits moments magnétiques, alias des spins,
en interaction. Plus précisement, soit A, = a?Z? un réseau plan carré de maille a. Sur chacun
des sites de ce réseau on dispose une variable de spin s;, i € A, prenant deux valeurs s; = £1.
Une configuration est la donnée des valeurs des spins s; en tout point ¢ du réseau. L’énergie d'une
configuration décrit l'interaction entre les spins voisins, elle est donnée par la formule
El[s]=—-J Z 585 — thi
<ij> i
ol la somme porte sur toutes les paires de spins situés en des sites ¢,j voisins sur le réseau.
La constante J > 0 mesure la force de l'interaction et h est un champ magnétique externe. La
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statistique est spécifiée par les régles de Boltzmann : la probabilité d’observer une configuration

Elsl/T o3y T est la température. Comme .J est positive, les configurations

s est proportionnelle & e~
ou les spins sont alignés, i.e. ol ils prennent les mémes valeurs, sont les plus probables & faible

température.

Le modele d’Ising présente une transition de phase (en champ nul h = 0) & une certaine
température T, appelée température critique.

A forte température, T' > T, le systéme est dans une phase désor-
donnée dans laquelle les valeurs des spins varient rapidement et
aléatoirement de site en site. Par exemple, & temperature infinie,
i.e. T > J, les spins en des sites différents sont des variables bi-
naires aléatoires indépendantes. A T' > T, la réponse du systéme & H
un faible champ magnétique est linéaire : la magnétisation moyenne

M = E[s;] est linéaire dans le champ et,
X(T) = OM (h)/Oh|n=o, 5w

la susceptibilité magnétique, est finie.

A faible température, T' < T,, le systéme s’ordonne. Les spins, qui
ont une forte probabilité d’étre alignés, sont corrélés sur de grandes

- distances. Par exemple, a température quasi nulle, les configurations

les plus probables sont celles ot tous les spins sont identiques. Le

' H systéme posséde une magnétisation spontanée : le systéme est dans
une phase férromagnétique. Plus présicement,

lim M (h) # 0.
i M7

i
On dit qu’il y a brisure de symétrie, un concept important dans la
théorie des transitions de phase mais aussi en physique des parti-

cules.

Au point critique, T' = T, le systéme posséde des propriétés particu-
liéres et anormales. La magnétisation a faible champ est singuliére,

M
M(R)|r—r, o< K12,
la susceptibilité magnétique diverge, x(T') o |T'—T¢| ™7, etc. Les ex-
posants 9, -y, etc, sont non triviaux. Ces comportements proviennent
de l'existence de fortes fluctuations des spins & toutes échelles de
longueur de sorte que la physique du systéme est gouvernée par des
phénoménes collectifs. F=1T

Les systémes critiques (i.e. & température critique) sont caractérisés par I'existence de fortes
fluctuations sans échelle de longueur caractéristique. La longueur de corrélation entre degrés de
liberté locaux est infinie. En I’absence de longueur caractéristique, le systéme est donc invariant
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par dilatation globale. En appliquant le "dogme", que nous avons rencontré dans le cas du
mouvement brownien, "invariance globale plus localité implique invariance conforme", on peut
conjecturer que ces systémes sont invariants conformes. Cette conjecture est vraie (et méme
prouvée rigoureusement dans certains cas).

L’invariance conforme des systémes critiques bidimensionnels a d’importantes conséquences.
Elle permet de controler la limite continue de ces modéles, (i.e. la limite de grande échelle, ou
alternativement, celle ou la maille du réseau tend vers zéro), de déterminer les corrélations entre
les degrés de liberté locaux dans la limite continue, de déterminer les exposants anormaux, etc.
Une classification (partielle) des points critiques bidimensionnels a aussi été obtenue.

VIII.3. Systémes électroniques mésoscopiques 1D

A basse énergie les systémes électroniques unidimensionnels (1D) manifestent des propriétés
d’invariance conforme. Nous expliquons d’abord le mécanisme sous-jacent & ces propriétés puis
nous l'illustrons dans le cadre de 'effet Hall quantique.

VIII.3.1. Excitations et mer de Fermi-Dirac. — Supposons que nous puisssions négliger
les interactions entre électrons dans un systéme électronique unidimensionnel. Nous devons alors
décrire le comportement d’'un gaz d’électrons indépendants (que 'on supposera sans spin pour
souci de simplicité) se propageant sur une ligne. Afin de quantifier ce systéme, imposons des
conditions aux limites périodiques de sorte que le gaz électronique se déplace sur un cercle de
rayon L. Les impulsions des électrons prennent alors des valeurs discrétes, k = %’Tn avec n
entier, afin que leurs fonctions d’ondes soient périodiques de période L. Un électron d’impulsion
k aura une énergie €(k) dont I'expression en fonction de k dépend de I’hamiltonien gouvernant
la dynamique des électrons. La forme explicite de la fonction k& — €(k), appelée relation de
dispersion, intervient peu dans la suite de la discussion; nous supposerons seulement que le

systéme est invariant par parité de sorte que €(k) est paire en k et est minimale en k = 0.

Si les électrons sont sans interaction, I'état fondamental (a température nulle 7' = 0) du
systéme quantique constitué de tous les électrons du gaz est obtenu en remplissant les niveaux
d’énergie les plus faibles en accord avec le principe de Pauli. On rappelle que ce principe interdit
& deux électrons identiques d’occuper un méme état quantique. Nous devons placer un électron
dans chaque état accessible (si on tenait compte du spin des électrons on pourrait placer deux
¢lectrons par état).

L’état de plus basse énergie & une impulsion nulle & = 0,
le suivant & une impulsion k& = i%’r, et ainsi de suite. N
Ainsi I’état fondamental du gaz d’électrons est obtenu en
remplissant les niveaux d’énergie jusqu’a une énergie Er,
appelée énergie de Fermi, qui correspond & une impulsion
+kp, appelée impulsion de Fermi, Er = ¢(kp). L’ensemble

des états occupés par les électrons dans 1’état fondamental
est appelée la mer de Fermi-Dirac. k
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Quelles sont les excitations de basse énergie de ce systéme ? Elles s’obtiennent en rajoutant,
ou en enlevant, un électron a un niveau d’énergie proche du niveau de Fermi. On appelle ces
excitations des excitations particules/trous : les particules correspondent a rajouter un électron,
les trous & en enlever un. Puisque ces excitations sont faites au voisinage de I’énergie de Fermi
Er, on peut estimer leur énergie en linéarisant le spectre au voisinage de 'impulsion de Fermi
kp@ .

e(k) — Ep ~vp (k — kp)

oulvp = 83—(:) lk=k est appelée vitesse de Fermi. Autrement dit, I’énergie relative é(k) = e(k)—Ep
des excitations de basse énergie est linéaire dans I'impulsion relative p = k — kp, soit é(p) ~ vp p.
Il s’agit d’une relation de dispersion "relativiste" — 1’énergie est proportionnelle & I'impulsion
— analogue & celle d’'un photon avec vg jouant un réle analogue a la vitesse de la lumiére.
La relation é(p) ~ vpp est indépendante des détails du spectre d’énergie e(k) car elle est ob-
tenue par linéarisation. La seule dépendance est via la vitesse de Fermi vp. Les excitations de
basse énergie auront ainsi un comportement "universel" indépendant des détails de ’hamiltonien
microscopique.

La relation de dispersion relativiste ne fait intervenir aucune échelle de masse, ni aucune échelle
de longueur. La physique de basse énergie du gaz d’électrons sera donc invariante par dilatation
car il n’existe aucune échelle de longueur caractéristique.

Suivant le "dogme" que nous avons rencontré dans 1’étude des courbes browniennes ou des sys-
témes critiques, la présence de l'invariance par dilatation globale et les propriétés de localité de la
physique électronique suggérent une invariance conforme de la physique de basse énergie. Cette
suggestion est en fait vraie : ces systémes quantiques sont invariants conformes. Les transforma-
tions conformes agissent sur les points de l’espace-temps bidimensionnel dont les coordonnées
sont constituées de la coordonnée spatiale et du temps. Suivant les régles de la mécanique quan-
tique, les générateurs des transformations conformes infinitésimales ¢,, sont représentés par des
opérateurs L, qui agissent sur 'espace de Hilbert des excitations de basse énergie (formé des
états excités particules/trous). Comme le systéme est défini sur un cercle, les L,, peuvent aussi
s’interpréter comme représentant 1’action de Diff S'. Ces opérateurs, qui peuvent s’écrire explici-
tement a l'aide d’opérateurs créant ou annihilant des particules/trous, satisfont les relations de
commutations suivantes,

2

(L, Lin] = (n — m) L + 1—02n(n — 1)ntmo

ol ¢ est un nombre, i.e. il commute avec les opérateurs L,. Ces relations définissent une algébre
de Lie, appelée algébre de Virasoro. En comparant avec 'algébre de Witt (VIII.1.3), dont les
relations de commutations,

[lns ] = (0 — m)ln g,
sont satisfaites par les générateurs des transformations conformes, ou de Diff S!, on voit que 1’al-
gébre de Virasoro est une extension (centrale) de 'algébre des transformations conformes. Ainsi

les transformations conformes, ou les difféomorphismes de S!, sont représentées projectivement
sur 'espace de Hilbert. (Un théme qui peut faire 'objet d’un travail personnel!).

1. Une discussion analogue s’applique pour des impulsions voisines de —kp.
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FIGURE 1. Résistivité dans leffet Hall quantique.

L’algebre de Virasoro, via la théorie de ses représentations, posséde un caractére incontournable
dans la physique des systémes bidimensionnels invariants conformes. Elle gouverne la physique
des systémes quantiques électroniques unidimensionnels, celle des systémes statistiques classiques
critiques, mais aussi celle des champs quantiques bidimensionnels comme nous le verrons dans
une prochaine section.

VIII.3.2. Effet Hall quantique. — L’effet Hall est un phénoméne classique bien connu. On
soumet une bande conductrice planaire, disons un rectangulaire de taille L, X L, avec L, > L, a
un champ magnétique transverse. Lors du passage d’'un courant I selon la direction L, apparait
une différence de potentiel Vg = Rpy I dans la direction orthogonale L.. La résistance Ry,
appelée résistance Hall, est classiquement proportionnelle au champ magnétique B : Ry = B/en
ou n est la densité d’électrons par unité de surface. Les électrons qui transportent le courant
électrique sont soumis a la force de Lorentz f = e(E + u A B). Un champ électrique E, doit étre
engendré afin d’annuler la force selon L, de sorte que les électrons puissent se déplacer selon la
direction L.

Dans les années 1980, des mesures de Ry ont été faites sur des échantillons, suffisamment
propres, mais pas trop, refroidis & des températures extrémement faibles et soumis & des champs
magnétiques importants. Les résultats expérimentaux, suprenants, montrent une quantification
de la résistance Hall en contradiction avec I'interprétation classique du phénomeéne :

1 h
Ry =

——, n entier, n=1,2,3, -

ne

oil h est la constant de Planck et e la charge de 'électron. La quantité h/e? est le quanta universel
de résistance. Cette mesure est la mesure la plus précise (a ce jour) de h/e? ~ 25812,8 Ohms.
Voir Figure (1).

Cet effet est (bien entendu) une conséquence du comportement quantique des électrons soumis
a un fort champ magnétique. Rappelons que I’hamiltonien gouvernant la dynamique d’un électron
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FIGURE 2. Niveaux de Landau en présence d’impuretés.

soumis a un champ magnétique est
(p—eA)?

2me

H= +V

ol A est le potentiel vecteur, B =V A A et V un potentiel externe auquel pourrait étre soumis
I’électron. Dans le cas d'un systéme infini uniforme (en l’absence d’un potentiel), le spectre de
cet hamiltonien a été déterminé par L. Landau. Les énergies propres sont égales a (m+1/2)hwp
avec m entier, équidistantes de fuwp ot wp = eB/m, est la fréquence cyclotron. Ces niveaux
d’énergie sont grandement dégénérés : dans chaque niveau le nombre d’états accessibles par
unité de surface est eB/h, proportionnel & B, un état "occupant " une aire de l'ordre de 623 avec
(% = h/eB. En présence d’impuretés (un échantillon n’est jamais totalement propre) ces niveaux
d’énergie s’élargissent un peu pour former des bandes d’énergie centrées autour des niveaux de
Landau. Voir Figure (2).

Pour un gaz d’électrons a température nulle, on remplit les niveaux d’énergie les plus faibles
en accord avec le principe de Pauli (un seul électron par niveau, si on néglige le spin) jusqu’a
une énergie appelée énergie de Fermi. La quantification de la résistance Hall se produit lorsque
I’énergie de Fermi est entre deux bandes de Landau . Si n bandes de Landau sont remplies, la
densité électronique par unité de surface est n = neB/h et, en appliquant la formule classique
pour Ry, on trouve en effet une résistance Hall Ry = h/ne? quantifiée.

La réalité physique est un peu plus compliquée. La quantification de la résistance Hall est
observable lorsque 'on varie le champ magnétique. La présence de plateaux sur lesquels Ry est
quantifiée indique que I’énergie de Fermi est bloquée entre deux bandes de Landau lorsque le
champ magnétique varie. Ce bloquage est assuré par l'existence d’états électroniques aux bords
des bandes de Landau dont les fonctions d’onde sont localisées et qui ne participent donc pas a
la conduction électronique. Ces états localisés servent de réservoir d’états permettant a I’énergie
de Fermi de rester bloquée entre les niveaux de Landau.

L’invariance conforme se manisfeste lorsque ’on observe les excitations de basse énergie.
Quelles sont ces excitations ? Pour répondre & cette question il faut considérer un systéme de
taille finie. Supposons que I’échantillon soit rectangulaire de taille L, x L, avec L, > L, le
courant se propageant selon la grande (infinie) direction L,. En choisissant A, =0 et A, = Bx
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comme potentiel, ’hamiltonien est alors

1
H = o (pi + (py — eBa:)Q) + V(x)

ou V(z) est le potentiel représentant le confinement des électrons a l'intérieur d’une boite de
largeur L, i.e. V(z) est nulle a l'intérieur de la boite et tend vers 'infini au bord de la boite.
Cet hamiltonien commute avec py, qui est donc un bon nombre quantique. A p, fixé, le premier
terme est ’hamiltonien d’un oscillateur harmonique centré en x = p, /e B, dont le spectre est (m+
1/2)hwp et dont les fonctions d’onde ont une extension spatiale de largeur £p (qui est d’autant
plus petite que le champ magnétique est grand). Le spectre d’énergie est approximativement
donné par
Emp, ~ (m+1/2)hwp + V(p,/eB).

Un électron d’énergie Ey,;, a une fonction d’onde localisée autour de x = p,/eB. Comme le
potentiel est constant et nulle dans le coeur de la boite, exciter un électron a l'intérieur de la
boite cotlite une énergie hwp, d’autant plus grande que B est grand. Si I’énergie de Fermi est
entre deux niveaux de Landau, les excitations de basse énergie sont donc celles qui impliquent
les électrons au bord de la boite. Ainsi a basse énergie (i.e. & des énergie plus petites que hiwpg),
le systéme est effectivement unidimensionnel, avec des excitations localisés sur les bords de
I’échantillon. Ces derniéres ont des impulsions longitudinales de 1'ordre de pp ~ hL,/ %QB fixé
par la relation Er = Ep,.,,.. Elles sont obtenues en variant I'impulsion transverse au voisinage
de pp. Leurs énergies sont déterminées par linéarisation du spectre E, p, autour de Ep. Elles
sont donc données par une relation de dispersion "relativiste". On est ainsi dans une situation
identique a celle des systémes unidimensionnels décrits ci-dessus a laquelle I'invariance conforme
s’applique. Voir Figure (3).

VIII.3.3. Bosonisation, fermionisation. — Les systémes électroniques unidimensionnels
ont par nature un caractére fermionique car ils sont constitués d’électrons. Ils ont aussi un
caractére bosonique car leurs excitations de basse énergie sont formées de paires particule/trous,
or une paire électron/trou obéit a une statistique bosonique. Cette dualité de description entre
bosons et fermions peut étre appréhender de maniére combinatoire.

Rappelons que, dans 'approximation linéaire au voisinage de 1’énergie de Fermi, le spectre
d’excitations de basse d’énergie est de la forme é(p) = vp p ot p = k — kp est I'impulsion relative
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par rapport & 'impulsion de Fermi kp. Les impulsions k£ sont quantifiées k = Q%n avec n entier.
Par convention choisissons de situer 'impulsion de Fermi entre deux de ces valeurs de sorte que
krp = 7(2ng+1) avec np entier. Les impulsions relatives prennent donc les valeurs p = 7(2j+1)
avec j entier positif ou négatif. Les énergies (relatives a I’énergie de Fermi) des états accessibles
sont donc
&=¢c(2j+1), jeZ

avec € = "7 une échelle d’énergie caractéristique. Par convention, I’énergie de Fermi est nulle et
I’état fondamental du gaz électronique s’obtient en remplissant tous les états d’énergie négative.
Cet collection d’états forme la mer de Fermi-Dirac.

Nous allons maintenant énumérer les états excités du gaz électronique au dessus de la mer
de Fermi-Dirac. Les états excités seront repérés par deux nombres quantiques : (i) leur énergie,
calculée en associant une énergie €; pour chaque électrons dans le j leme piveau et, (ii) leur charge,
calculée en associant une charge +1 a chaque particule et charge —1 & chaque trou. On énumeére
tous les états formés d’un nombre quelconque de particules ou de trous. Pour cela nous allons
calculer une fonction de partition (grande canonique) qui est la fonction génératrice de cette

énumération.

Commencons par la description fermionique de I’espace des excitations. Dans la mer de Fermi-
Dirac tous les états d’énergie €; avec j < 0 sont occupés et tous les états avec j > 0 sont vides.

Donc, si on rajoute une particule dans le 7'"¢ niveau, j > 0, on augmente l'énergie de €; et

1eMe piveau, j < 0, on augmente 1’énergie

la charge d’une unité; si on rajoute un trou dans le j
de —¢€; et on diminue la charge d’une unité. Introduisons les nombres d’occupation n;, j > 0,
des états d’énergie positive par des particules, et les nombres d’occupation 72, 7 < 0, des états
d’énergie négative par des trous. Le principe de Pauli impose que n; et n; soient égaux a 0 ou 1.

Un état excité est univoquement spécifié par la donnée de ces nombres d’occupation. Son énergie

FE et sa charge () sont :
E[n,ﬁ] = an €j - Zﬁj €j

7>0 7<0
QA = Y nj-) i
7>0 7<0

Par définition, la fonction de partition (grande canonique) est la somme sur toutes les configu-
rations Z =}, 5 exp(—SE[n, n] — pQ[n, n]). Elle se factorise en produits :

Z=1Ja+e P m[a+ePat) = T[a+2y) [JA+2*y)

7>0 7<0 7>0 7>0
ofl nous avons posé r = e 5 et y=eH

Passons maintenant & la description bosonique des états excités qui consiste & énumérer le
nombre d’excitations particule/trous. Une excitation particule/trou ne change pas la charge, car
une particule a une charge +1 et un trou une charge —1. Il nous faut donc d’abord identifier les
états de plus basse énergie de charge donnée. Si la charge est () = ¢, ¢ entier positif, cet état est
obtenu en remplissant de particules les ¢ premiers niveaux au dessus de la mer de Fermi-Dirac et
son énergie est € + -+ + €, = 2¢ ¢?. Si la charge est négative, Q = —¢, on remplit les ¢ premiers
niveaux dans la mer de Fermi-Dirac par des trous et son énergie est —€_1 —---—€_, = 2¢ q>. Ces
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états, avec ¢ particules ou ¢ trous adjacents & la mer de Fermi-Dirac, forment aussi des mers de
Fermi-Dirac mais décalées par rapport a la mer de Fermi-Dirac originelle ; ils ont méme énergie
mais une charge opposée. Les autres états sont obtenus en excitant des paires particule/trous
neutres, c’est-a-dire en transformant des particules de ces mers de Fermi-Dirac chargées en trous
et en déplacant les particules ainsi obtenues sur des niveaux d’énergie plus élevée. Il est clair que
I’on obtient de cette fagon tous les états excités.

Réciproquement, & toute configuration fermionique, on associe

une charge ¢ et des entiers positifs m; < mo < -+ < my qui

OO0 00
(OB OB ORNO)

codent de combien d’échelons (sur 1’échelle des niveaux d’éner-
gie) il faut déplacer les particules (en commengant par les par-
ticules les moins énergétiques) afin de transformer cette confi-

|

guration en la mer de Fermi-Dirac de charge ¢q. En pratique, on Ry
déplace les particules présentes dans les états d’énegie élevée )

de maniére a remplir tous les trous qui sont en dessous. Chaque T
groupe de k trous adjacents impose de déplacer de k niveaux S ,/,' ,/’ © k,
vers le bas toute la configuration de particules et de trous au &0
dessus de ce groupe. On pose donc OI,'I' 0O
— e k
my = ki, mo = ki +ki—1,- -+, S 4
—e—0—
my=ki+---+ka+ ki y ks
Dans la figure ci-contre, k1 =0, ko =1, k3 =3, k4 =0, ks = 2 o / o

et kg = 1. ,

Comme ’écart d’énergie entre deux niveaux est 2e, 'énergie d’une configuration de charge ¢
est
Elg.k| =2cq"+ ) 2em; =2¢>+> 2k
J J
Cette énergie coincide avec celle d’une collection de bosons, chacun d’énergie 2¢ j, avec j entier.
I n’y a pas de restriction sur les nombres d’occupation bosoniques k;. La fonction de partition
(grande canonique), Z = Z[%k] exp(—BFE]q, k] — puq), s’écrit alors

7= 3 ety = () [ (= )

qEL k qEZ 7>1

ou nous avons posé T = e P et y = e~ * comme précédemment.
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Cette dualité de description conduit a I'identié combinatoire remarquable

[T +a¥ iy [T+ 1y = (3 [T (5 —1:v2j)

>0 §<0 q€Z §>1

qui est due a Jacobi.

Finalement, notez ’analogie entre la discussion sur la mer de Fermi-Dirac et ses excitations
que nous avons présentée ci-dessus et celle liée & la caractérisation du vide et des excitations en
théorie des champs quantiques.

VIII.4. Champs quantiques et algébre de Virasoro

Apreés avoir donné des exemples d’invariance conforme en physique statistique (classique) et
en physique électronique, on donne ici un exemple en physique (quantique) des hautes énergies
via I’étude de la quantification d’un champ libre de masse nulle en dimension deux. Ce sera aussi
loccasion d’avoir un trés (trés) léger apergu sur les théories des cordes.

VIII.4.1. Equation d’onde et quantification. — L’équation d’onde
(0 — %) d(a,t) =0

dont les solutions sont de la forme ¢(z,t) = p(x —t) 4+ @(xz+1t), décrit des ondes qui se propagent
vers la droite ou vers la gauche. On suppose que le champ ¢ est réel. Nous allons chercher
a quantifier ces modes de propagation (afin de décrire les quantas associés a ces ondes). Par
quantification, le champ ¢(x,t), qui satisfait toujours a 1’équation d’onde ci-dessus, devient un
opérateur agissant sur un espace de Hilbert que nous spécifirons. Il faut imposer des conditions
aux limites. Par choix, on suppose que x € [0, 7] et on impose ¢(0,t) = 0 = ¢(, t). Ces conditions
sont (parfois) appelées les conditions de "cordes ouvertes" : le champ ¢(z,t) est vu comme la
position d’une corde fixée aux extrémités, la coordonnée = est ’abscisse le long de la corde et ¢
est le temps.

Le résultat de la quantification va se décrire & l'aide d’une série d’oscillateurs harmoniques
associés aux différents modes de vibration. Avec les conditions aux limites ci-dessus, ¢(z,t) se
décompose en série de Fourier

Pz, t) = V2 Z Qn(t) sin(nz)
n>0

L’équation d’onde se traduit en les équations de mouvement des amplitudes Q,,,

Donc, chaque mode @, est la coordonnée d’un oscillateur harmonique de pulsation n, et les diffé-
rents oscillateurs sont indépendants les uns des autres. Quantifier le champ consiste & quantifier
chacun de ces oscillateurs harmoniques. On rappelle que si ¢ est la coordonnée d’un oscillateur
harmonique, les équations de mouvement sont 97q + w?q = 0, d;¢ = p et 'hamiltonien est
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h = p?/2 + w?q¢?. Par quantification, ¢ = r(a +af), p= —iy/9(a — a'), et h = w(aal +1/2),
avec [a,a’] = 1. Donc, par quantification :
1
Qn = (an+al), avec [an,al)] = dnm et [an,am] = 0.

Van

L’évolution temporelle est donnée par conjugaison par e~ **

oll h est 'hamiltonien. Puisque les
pulsations sont les entiers n, on a :

Qn (t) =

Le champ ¢ s’écrit donc comme

(aneJrint + ajlefint)‘

1
V2n

Z ane"'mt + al e™™) sin(nx)
n>0

L’espace de Hilbert sur lequel agit ce champ quantique est ’espace de Fock engendré par
tous les opérateurs de création-annihilation aL, an associés aux modes d’oscillation. Cet espace
est construit par actions successives des opérateurs création a,]; sur un état de vide |0) tel que
a,|0) = 0, pour tout n > 0. L’état de vide décrit une situation ot aucun mode n’est excité. Les
états de la forme a;rL|0> sont des états contenant un seul quanta dans un seul mode de vibration,
ceux de la forme a;rla;[n sont ceux contenant, soit deux quantas dans le méme de vibration si

n = m, soit deux quantas répartis dans deux modes de vibration différents si n # m, etc.

Il est usuel de décomposer le champ ¢ est la somme de deux champs, I’'un se propageant vers
la droite et I'autre vers la gauche : ¢(x,t) = p(z—1t)+@(x+t). Comme les conditions aux limites
#(0,t) = 0 = ¢(m,t) fixent la corde aux deux extrémités, ces champs ne sont pas indépendants,

o(y) = —(—y), car les modes de vibrations sont réféchis aux extrémités. Ainsi :
CL’ o t Z Zay, e—m(w t)
n;éO

ou an, = /na, et a_, = \/ﬁaj1 pour n > 0. Les relations de commutation des a,, et ab, se
traduisent en

[, atm] = 16nms0-
L’état de vide satisfait «a,|0) = 0 pour n > 0. Le champ ¢ est appelé composante chirale du
champ ¢.

VIIIL.4.2. Invariance conforme et algébre de Virasoro. — L’équation d’onde (92 —02)¢ =
0 est ’équation de Klein-Gordon pour une particule de masse nulle. Elle n’implique pas d’échelle
de masse ou de longueur. D’aprés le dogme déja invoqué dans I’étude des systémes critiques ou
électroniques, on s’attend & ce que la théorie soit invariante sous les dilatations, et par localité,
invariante sous les transformations conformes.

Fixons le temps ¢ = 0. Le champ ¢(x,0) est défini sur l'intervalle [0, 7] mais la composante
chirale ¢(z) est définie sur [0, 27] avec des conditions aux limites périodiques, donc sur le cercle S*.

Si les difféomorphismes de S' agissent sur la théorie, ils agissent sur le champ ¢ par I'intermédiaire
des champs vectoriels ¢,, = —e™*9,, via

p(r) = (@) +e(ln-p)(2), <1
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On rappelle que les £, sont les générateurs infinitésimaux de Diff(S') et qu’ils satisfont aux
relations de commutation [, ¢,,] = (n — m)lp 4y, de Palgébre de Witt.

On peut promouvoir les transformations infinitésimales de Diff(S!) en des transformations
conformes infinitésimales en posant z = e/*~%) de sorte que le champ ¢ est fonction de z :

1 1 _
o(z) = % Z Eanz m,

Dans la coordonnée z, les champs vectoriels ¢, deviennent ¢, = —z"t19, et les transformations
conformes agissent alors comme ¢ — ¢ + edp avec 6p(z) = (£y - ©)(2).

De maniére a implémenter la symétrie conforme dans la théorie quantique, on cherche a définir
des opérateurs L, agissant sur 'espace de Hilbert (ici I’espace de Fock) tel que :

[Lns 0(2)] = (bn - 9)(2)

Cette relation impose que [Ly, amn] = —mag,+m. Une solution est :
(VIIL.4.1) Ly = ) o na,
n>0
1
(VIIL.4.2) Ln = 5 > a g
k=0

Cette construction s’appelle la construction de Sugawara. Dans Ly, on reconnait 'hamiltonien
Y >0 naILan de la collection des oscillateurs harmoniques associés & chacun des modes, car
an = y/na, et a_, = \/ﬁaIL. L’hamiltonien est l'intégrale de la densité d’énergie du champ.
Les opérateurs L,, sont les modes de Fourier de cette densité d’énergie. (Vérifier les relations
[Ln7 am] = —M0Ontm ')

Nous laissons au lecteur le plaisir de vérifier que ces opérateurs ont les bonnes relations de
commutation avec le champ ¢ et qu'ils satisfont les relations de commutation suivantes (un calcul
plus difficile!) :

c
(Lo, L] = (0 — m) Ly + En(nz — 1)dntme0-
Cette algébre s’appelle I'algébre de Virasoro, et elle est donc représentée sur I’espace de Fock du
champ libre (bosonique, de masse nulle). Ici ¢ = 1. Ces éléments sont les générateurs de transfor-
mations de Diff S' et des transformations conformes. Celles-ci sont représentées projectivement
car ’algébre de Virasoro est une extension centrale de l’algébre de Witt.

e B.A.-BA. de théories des cordes :
En théorie des cordes, le champ ¢ est interprété comme la position de la corde. Si celle-ci se
déplace dans un espace de dimension D, on repére la position de la corde par une collection de
D champs ® = (¢!, ---,¢”). Il existe deux types de cordes : des cordes dites ouvertes dont les
extrémités sont fixées (comme nous avons discuté ci-dessus) ou des cordes fermées pour lesquels
les champs ¢’ sont périodiques. L’application 2 € S' — ®(z) € RP décrit le plongement de la
corde dans l'espace R”, et ¢ — ®(-,¢) décrit son évolution.

Les applications physiques de la théorie des cordes sont fondées sur le principe que les consti-
tuants élémentaires sont des cordes et que les particules s’identifient avec les modes de vibrations
de ces cordes.
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FIGURE 4. Exemple de surface de Riemann induite par ’évolution de deux cordes fer-
mées en interaction.

Lors de son évolution, une corde décrit une surface. Les cordes interagissent entre elles en
se joignant ou en se détachant. En conséquence, il peut y avoir des "trous" ou des "poignées"
dans ces surfaces — mathématiquement, on dit que la surface est une surface de Riemann de
genre élevé. Voir Figure (4). Décrire la dynamique quantique des cordes consiste a définir les
amplitudes de probabilité associées & chacune des surfaces parcourues par les cordes lors de
leurs évolutions et de leurs interactions. Ces surfaces peuvent étre localement paramétrisées par
des coordonnées complexes (z, z). Afin que la dynamique des cordes soit intrinséque, on impose
que les amplitudes de probabilité soient indépendantes, autant que faire se peut, du choix de la
métrique sur la surface, i.e. qu’elles soient invariantes sous les transformations conformes sur la
surface. Ainsi, la dynamique des cordes est décrite par les fluctuations quantiques des surfaces
qu’elles parcourent et ces fluctuations sont invariantes conformes. La suite de la théorie des cordes
est un peu plus compliquée...



CHAPITRE IX

OSCILLATEURS HARMONIQUES ET REPRESENTATIONS
DU GROUPE DE HEISENBERG

The steady progress of physics requires for its theoretical for-
mulation a mathematics which get continually more advanced.
This is only natural and to be expected. What however was
not, expected by the scientific workers of the last century was
the particular form that the line of advancement of mathe-
matics would take, namely it was expected that mathematics
would get more and more complicated, but would rest on a
permanent basis of axioms and definitions, while actually the
modern physical developments have required a mathematics
that continually shifts its foundation and gets more abstract.
Non-euclidean geometry and noncommutative algebra, which
were at one time were considered to be purely fictions of the
mind and pastimes of logical thinkers, have now been found

. to be very necessary for the description of general facts of the
F1GURE 1. Paul Dirac . . . . .
physical world. It seems likely that this process of increasing
abstraction will continue in the future and the advance in phy-
sics is to be associated with continual modification and genera-
lisation of the axioms at the base of mathematics rather than
with a logical development of any one mathematical scheme

on a fixed foundation (Paul Dirac).

The universe is an enormous direct product of repre-
sentations of symmetry groups. (attribué & Hermann
Weyl).

FIGURE 2. Hermann Weyl
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IX.1. Introduction

IX.1.1. Introduction. — Le but de cette séance est de montrer les liens entre oscillateurs har-
moniques et représentations du groupe de Heisenberg. On montre les difficultés mathématiques
qui se posent dans la mesure ot la représentation de Schrédinger fait apparaitre des opérateurs
non bornés, i.e. non partout définis. On explique pourquoi les points de vue de Heisenberg et de
Schrédinger sont équivalents et enfin on introduit ’algébre de Heisenberg de dimension infinie,
algébre des symétries d’une infinité d’oscillateurs et ’action correspondante de I'algébre de Vi-
rasoro, fenétre vers la théorie des cordes qui sera ébauchée au cours suivant. On voit apparaitre
un phénoméne trés courant en théorie des champs, 'apparition de grandeurs infinies dans les
calculs, qui nécessite une « renormalisation ».

1X.1.2. L’oscillateur harmonique a un degré de liberté. — Physiquement, on a une

masse m de quantité de mouvement p dans un potentiel quadratique %mw%z ol x est la position.
On a donc deux variables quantiques normalisées, I'impulsion p (quantifiant w%w) et la position

q (quantifiant /™Z7). L'énergie (Ihamiltonien) est (4 un facteur 1 prés) égal a
H=p*+ ¢
On choisit 1'unité de longueur de sorte que de plus h = 1 (rappelons que i est homogéne a

m?kgs™3). En mécanique quantique (cf. cours de tronc commun), p, ¢ sont des observables, &
savoir des opérateurs auto-adjoints agissant sur un espace de Hilbert (séparable) complexe H.

FIGURE 3. David Hilbert

Les équations fondamentales sont

(IX.1.1) [p,q] = —i et @ = —i[H, 7]
pour tout observable m et ott H est donc 1’observable

H=p’+q¢ =pop+qogq
(on note 1 l'identité).

Remarque IX.1.1. — Par analogie au cas de la dimension finie, I’algébre de Lie du groupe
unitaire U(H) devrait étre l’algébre de Lie u(#) des opérateurs anti-hermitiens de sorte qu’il n'y
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a pas lieu de s’étonner que le crochet [p, ] = —[ip, iq] soit 'opérateur anti-hermitien ¢ et non un

opérateur hermitien.

FI1GURE 4. Sophus Lie

D’un point de vue formel, une récurrence sans mystére donne

n—1

p"q—qp" = —inp

pour tout n > 0 d’olt en sommant aprés multiplication par (Zf}n ,z €R
exp(izp)q — qexp(izp) = x exp(izp)
a savoir
exp(izp)q exp(—izp) = ¢+ x.
De méme, on obtient
exp(izp) exp(iyq) exp(—izp) = exp(iy(q + x))

et donc

(IX.1.2) (exp(izp),exp(iyq)) = exp(izy) pour tout z,y € R

ot (g1, 92) = 919297 'g5 * désigne le commutateur de deux éléments gy, go d’un groupe (ici U(H)).

IX.2. Groupe et algébre d’Heisenberg

I1X.2.1. Rappels sur le groupe de Heisenberg. — Rappelons que le groupe de Heisen-
berg H,, a n degrés de libertés peut-étre vu comme le sous-groupe de GLg,11(R) des matrices
exp(M(z,y,z)) =1d + M(z,y, z) avec

0 tz 'y 2z
0 0 =« n
M(x,y,2) = 00 0 —y avec r,y € R", 2z € R
0O 0 0 O
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avec

1
exp(M(x,y, z)) exp(M (z',y/, ")) = exp(M(z + 2’y + ¢/, 2+ 2 + @@y, N0)))

ot w(z,y, 2,y ) =tay — tya’. L’algebre de Lie b, de H,, est
R* =R.E®RP, © RQ;

avec

Pi = M(ei,0,0),Qi = M(O, ei,O),E = M(0,0, 1).

FIGURE 5. Werner Heisenberg

Le crochet de I’algébre de Lie b,, de H,, est donc donné par
[M(2,y,2)), M(z', ¢/, 2')] = M(0,0,w(x,y,2",1/)),
ou encore est déterminé par les conditions E central et
(IX.2.1) [Fi, Pj] = [Qi, Q5] = 0, [P, Q5] = bi 5 E.
Du point de vue groupe, H,, est engendré par les groupes & 1 paramétres

exp(aP,), exp(Qy), exp(E)

soumis aux seules relations exp(zF) central et

(IX.2.2) (exp(xF;), exp(yP)) = (exp(zQi), exp(yQ;)) = 1d,
(exp(zP;), exp(yQ;)) = exp(d; 7y L)

pour tout z,y € R. En effet, les relations de commutation (IX.2.2) entrainent immédiatement
la formule

H exp(xP;) H exp(yQ;). exp(zE) H exp(z'P;) H exp(y'Q;). exp('E)
= [T exo((e + )P TLexp((y +9)Q)) exp((= + 2/ + peo(a, v, 4/ ) E)

qui est la loi de groupe.
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IX.2.2. Oscillateur harmonique et représentations de b, H;. — La formule (IX.2.1)
montre, au moins formellement que se donner p, ¢ satisfaisant (IX.1.1) n’est rien d’autre que de
se donner une représentation

0:by —>u(7—[)

grace a la régle

(IX.2.3) §(P) = ip,8(Q1) = iq,6(E) = i.

Une maniére équivalente est de définir ¢ par I’opérateur d’annihilation
- ( p)
a= +1
NG qT1wp

et opérateur de création (son adjoint)

en respectant la relation
[a,a*] = 1.
De méme, se donner p, g satisfaisant (IX.2.2), c’est formellement se donner 1
p: H — U(H)

intégrant J, c’est-a-dire faisant commuter le diagramme

b —> u(H)
eXle i \Lepr(H)
H —2U®)

ou, plus concrétement, tel que

(IX.2.4) plexp(zP1)) = exp(izp), p(exp(yQ1)) = exp(iyq), p(exp(z2E)) = exp(iz).

1X.2.3. Représentations de Schrodinger, de Fock. — On pose

H = I(R.C) avee () = [ TWla(t)dt et p = ~ia =1

et on tombe sur la représentation dg de b1 dite de Schrodinger.

Dans cette représentation, il y a (& une phase prés) un unique état de plus basse énergie(ce
qui est conforme a I’expérience), associé a la valeur propre 1 de I'Hamiltonien H = Idy + 2aa* :

il s’agit de la gaussienne

1 t2
0) = mexp(—g)

1. Evidemment, on ne regarde que les représentations continues, ce qui par locale compacité de H, équivaut
au fait que pour tout v € H, Papplication g — p(g).v de H,, dans H est continue.
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FIGURE 6. Erwin Schrédinger

C’est 'unique (& une phase prés) vecteur de vide unitaire, & savoir annulé par 'opérateur
'anmnihilati -1 d
d’annihilation a = ﬁ(t + 3
Mais on peut aussi considérer F I'espace des fonctions holomorphes entiéres (c¢’est-a-dire défi-

nies et développables en séries entiéres sur tout le plan complexe de variable z = z+1iy, z,y € R),
muni du produit hermitien

(1.9) = = [ FEa(e) exp(lz)dady

(exercice : vérifier que l’espace de Fock F est bien un Hilbert). On pose alors

_d

-~ dz

dont 'adjoint a* est 'opérateur z de multiplication par z définissant une représentation dr dite
de Fock d’aprés le paragraphe précédent.

a

FIGURE 7. Vladimir Fock

Dans cette représentation, « le vecteur de vide » |0) = 1/4/7 est 'unique (& une phase preés)
état de plus basse énergie H = 1 + 2a™a.

Ces deux représentations semblent trés différentes. Il n’en est rien, et, comme on le verra plus
bas (Thm. IX.3.5), ce n’est pas un hasard. Pour l'instant, contentons-nous de I’énoncé suivant.
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Ezercice 1X.2.1. — Montrer que a : F — H défini par
2

a0 =1 [ fG)expl—5 + 2 -

est une isométrie hi-équivariante d’inverse

52
%)dxdy

2 22
a=1(6)(2) = /R By exp(— +12v3 — T )it

Mais comme dit un auteur célébre, « on ne nous dit pas tout ».

FIGURE 8. Un auteur célébre

I1X.2.4. « On ne nous dit pas tout » : domaine de définition de p,q. — Regardons par
exemple la représentation de Schrédinger. L’opérateur p n’est hélas pas défini partout : il vaut
mieux définir les dérivées de fonctions qui ont tendance a étre dérivables! Introduisons 1’espace
de Sobolev

H' = {f € L? tels que f’ € L?}
ou f’ est par exemple la dérivée au sens des distributions.

Une autre maniére de voir est d’utiliser la transformée de Fourier f de sorte que
H' = {f € L? tels que zf € L?}.

On vérifie que H'! est dense dans H et que le graphe {(f, ', f € H'} de p est un fermé du Hilbert
H x H. Un tel opérateur (défini sur un espace dense a graphe fermé) est dit opérateur fermé.
Notons (exercice) que p n’est pas continu, i.e. non borné sur la boule unité : on parle d’opérateur
non borné. Il est facile de montrer que p n’a pas de prolongement fermé sur un espace plus gros.
On est donc sorti du cadre des opérateurs au sens usuel du terme.

La question qui se pose alors est la suivante : peut-on trouver une représentation
b1 = u(H)

a valeurs dans les endomorphismes bornés anti-hermitiens. La réponse est négative !

Lemme IX.2.2. — Il n’existe pas de C-algébre normée A contenant deux éléments a,b tels que
[a,b] = —1i.
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FIGURE 9. Joseph Fourier FIGURE 10. Serguei Sobolev
Démonstration. — Une récurrence immédiate donne pour tout n € N la relation

(IX.2.5) a"b —ba" = —ina""".
Prenons la norme. Tenant compte de la sous-multiplicativité de la norme, on a
nlla | < 2llal|[[B]] [Ja™ 1.

Comme a, b sont nécessairement non nuls, on déduit I'existence de n > 0 tel que a® ' = 0. Mais
la relation (IX.2.5) entrainerait par récurrence descendante la nullité de a, une contradiction avec
[a,b] = —i # 0. O

La considération d’opérateurs non bornés, i.e. non définis partout et/ou non continus est
donc nécessaire. On peut alors se demander, dans la mesure ol p, g ne sont pas définis partout,
ce que signifie [p, ¢|, au cas ol ¢ ne serait pas partout défini sur I'image de p...

IX.2.5. « On ne nous dit pas tout » : définition de exp(izp), exp(izq). — Usuellement,
I’exponentielle d’'un endomorphisme continu w est défini par

. ixu)”
exp(izu) = Z (n')
n>0 )

Mais dans 'exemple de Schrédinger, u n’est pas défini... On va plutot partir de ’équation diffé-
rentielle et caractériser I'exponentielle exp(izu) comme étant 'unique solution de

fl(z) =iuf(z), f(0)=1d
ou f(x) est a valeurs dans End(H).

Exercice IX.2.3. — Regardons les opérateurs p = —i%, q = t de Schrodinger. Pour calculer
exp(izp)(fo), fo € L%, on doit résoudre

of (x,t) _ Of(x,)
or ot

f(oa t) = fo
autrement dit
exp(izp)(fo(t)) = fo(t + x)
qui est un élément bien défini de U(H) au contraire de p lui-méme! De méme, pour calculer
exp(izq)(fo), fo € L?, on doit résoudre

8{&2’6 =itf(x,t), f(0,t) = fo
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autrement dit

exp(izq)(fo) = exp(izt) fo
et 1a encore est un élément bien défini de exp(iq) € U(H) au contraire de g. Un calcul direct
donne

(exp(izp), exp(iyq)) = exp(iry)

de sorte qu’on a bien défini une représentation unitaire
ps : H — U(H)
grace a (IX.2.2).
Ezercice IX.2.4. — Montrer que la représentation de Fock s’intégre en une représentation

unitaire H; — U(F) qu’on explicitera.

L’exemple précédent suggére que le passage & ’exponentielle améliore la situation. Cette
constatation n’a absolument rien d’exceptionnel.

IX.3. Le théoréme de Stone - von Neumann

FIGURE 11. Marshall Stone FIGURE 12. Un lien de famille ?

IX.3.1. Le théoréme de Stone. — Commencons par un « rappel ». Soit u un opérateur
défini sur un sous-espace dense dom(u) de H. Pour tout € dom(u), posons ¢y (x) = (u(x),y) :
on définit ainsi une forme linéaire, en général pas continue, sur dom(u). Posons alors

dom(u*) = {y € H tels que ¢, continue sur dom(u)}.

Si y € dom(u*), la forme ¢, se prolonge par continuité en une unique forme continue définie

sur H = dom(u). D’aprés le théoréme de Riesz, elle s’écrit de facon unique ¢, (x) = (z,u*(y))
définissant sans ambiguité une application linéaire

o { dom(u*) — H
' y = ut(y)

On a donc la formule

pour tout z € dom(u),y € dom(u*), (u(x),y) = (x,u"(y)).
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On dit que u est symétrique si on a
pour tout z,y € dom(u) (u(x),y) = (x,u(y)),
ce qui entraine évidemment dom(u) C dom(u*). On dit que u est autoadjoint s’il est symétrique
et si dom(u) = dom(u*).
Ezxercice IX.3.1. — Montrer que le graphe de u* est
{(z,y) € H? tels que pour tout z € dom(u) (y,2) = (z,u(z))}.

En déduire que le graphe de u* ainsi que de tout opérateur auto-adjoint est fermé.

On a alors le théoréme, en un sens assez étonnant, suivant.

Théoréme IX.3.2 (Stone). — Soit u(t) : R — U(H) un groupe a un paramétre continu .
Alors, il existe uj, auto-adjoint défini sur un sous-espace dense AW de H tel que upy soit l'unique
solution sur W de

(%) fi@) =iupf(z), f(0)=1Id.

Inversement, siu est autoadjoint, il existe une unique groupe & un paramétre continu R — U(H)
noté x — exp(izu) unique solution sur dom(u) de (*).

Démonstration. — C’est la réciproque qui nous intéresse. Expliquons heuristiquement pourquoi
I’exponentielle améliore la situation. Imaginons, comme dans le cas de la dimension finie, que
‘H admette une base hilbertienne e,,n > 0 de vecteurs propres pour u (c’est le cas pour p,q
par exemple, mais c’est faux en général). On note \; les valeurs propres correspondantes. Si
T = Y wpe, avec Y. |x,|? < oo, u(z) nest défini que si Y [A\pzn|? < co. Mais, comme u
autoadjoint, A, est réel. Formellement, exp(izu) est diagonalisé sur les e, de valeur propre
exp(i\, ), nombre complexe de module 1. Du coup, si on a Y |z,|? < oo alors

Z |exp(izn )z, |> = Z |l2n? < 00

ce qui montre que exp(iu) est bien défini et continu sur tout H (et solution de I’équation diffé-
rentielle sur le domaine de u). La preuve dans le cas général est tout a fait abordable et jolie,
mais est un peu longue : on renvoie en appendice (IX.6) pour plus de détails. O

Ezercice IX.3.3. — Soit H = L?([0,1],C) et u I'opérateur non borné défini par
dom(u) = {f € H continue |f’ € H} et u(f) =if’.

Montrer que u est symétrique mais pas autoadjoint. En revanche, montrer que I'opérateur non
borné défini par

dom(v) = {f € H continue |f' € H, f(0) = f(1)} et v(f) =if

est autoadjoint.

3. Au sens ou pour tout v € H, Papplication ¢ — u(t).v est continue.
3. En fait, on montre que dom(u) est ’ensemble des v € H tels que ¢ — u(t)v est dérivable.
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IX.3.2. Irréductibilité de la représentation de Schrodinger. — On sait (lemme de
Schur) qu’une représentation (continue) de dimension finie d’un groupe compact G — GL(V)
est irréductible si et seulement si les seuls endomorphismes de V' commutant a l'action de G sont
les homothéties. Ce résultat est encore vrai pour les représentations unitaires & valeurs dans les
Hilbert (une représentation sera dite irréductible si elle n’a pas de sous-espace fermé stable non
trivial), pour autant qu’on se restreigne aux endomorphismes continus commutant & ’action du

groupe.
Proposition 1X.3.4. — La représentation de Schrédinger est irréductible.
Démonstration. — Soit donc o un endomorphisme de L?(R, C) commutant & exp(izp), exp(izq).

En dérivant (soigneusement), on se raméne a prouver que si & commute avec ¢ (sur son domaine
de définition) et exp(izp), alors « est scalaire. La formule a(¢™f) = ¢"a(f),n > 0 appliquée a
f = exp(—t?) prouve que pour tout polynéme

a(P(t) exp(~12)) = P(t)a(exp(~12)).

Posons ¢(t) = exp(t?)a(exp(—t?)) qui est bien défini presque partout et soit f € H. Comme
les fonctions P(t) exp(—t?) sont denses dans L? (voir cours de tronc commun de mathématiques
ou de physique), il existe une suite f,, de telles fonctions convergeant vers f dans L2. On a donc,
par continuité de «,

a(f) = lim f, ¢,

la limite étant & comprendre dans L?.

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que f, converge simplement presque partout
vers f et fn¢ vers a(f) . En regardant ces sous suites, on déduit qu'on a a(f) = f¢ presque
partout. Donc, la multiplication par ¢ respecte L? et est continue, ce qui entraine que ¢ € L™
et plus précisément que ||@||oo < |||c|| car si

6] = llaf| +€

sur un ensemble de mesure positive F, on aurait
la(1p)|? —/Ekﬁlzdt > (ol + €)?|I1g]?
ce qui est absurde car ||1g|| > 0 par hypotheése.
En utilisant que o commute avec exp(ixp), on obtient
(ot +x) — (1)) f(t) =0

pour tout f € L? et * € R de sorte que ¢(t + x) = ¢(t) p.p. et donc ¢ constante, ce qu’on
voulait. O

IX.3.3. Unicité de la description quantique : le théoréme de Stone-von Neumann.
— La question qui se pose est de savoir si I’axiomatique de Heisenberg caractérise la description
de loscillateur harmonique, autrement dit, la description de Schrodinger est-elle unique & un
changement de base unitaire prés?

La réponse est négative (cf. section suivante) si on se contente des relations
(IX.2.1), c’est-a-dire qu’on regarde les représentations de b, et positive si on pose
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convenablement le probléme, a savoir si on regarde les relations (IX.2.2), c’est-a-dire
qu’on regarde les représentations unitaires de H;.

Commencons par quelques remarques formelles.

D’abord, si p est une représentation unitaire irréductible de Hy, le centre commute a ’action de
H1, et donc agit par homotéthies grace au lemme de Schur. Autrement dit, il existe un caractére
unitaire x : R — Uj tel que p(exp(zFE)) = x(x) ot Uy est le cercle unité dans C (en tant que
groupe multiplicatif). Or, c’est un exercice de taupe que de vérifier qu’il existe un unique A € R
tel que x(z) = xa(z) = exp(iAz). On dit que A est le niveau de la représentation. Physiquement,
changer X\ # 0, c’est simblement changer la constante de Planck ou si on veut les unités.

La représentation de Schrédinger est de niveau 1. En général, on peut la modifier pour obtenir
une représentation py de niveau A par les formules

palexp(izP))(f(t)) = exp(iAzt) f(t), pa(exp(iz@Q))(f(t)) = f(t + z).

La preuve de IX.3.4 s’adapte immédiatement pour montrer I'irréductibilité de py) pour A non nul.

FIGURE 13. Max Planck

Bien entendu, lorsqu’on a n degré de libertés, on définit 1’espace de Schrédinger par L2(R”, dt)
et la représentation py est définie « coordonnée par coordonnée » par

pa(exp(izP,))(£(£)) = exp(idat:) £ (1), p(exp(izQ0))(F()) = F(t+ we,)
ou ey est la base canonique de R™.

La description de Fock est analogue : on regarde ’espace des fonctions holomorphes sur C™
muni de la mesure [[;_; %dxkdyk et on pose ap = )\% de sorte que af f(2) = 2. f(2).

Le cas A = 0 est le cas de la mécanique classique qui correspond & une représentation de R?"?
vu comme le quotient de H,, par son centre qui est de dimension 1 et pas trés intéressante de ce
point de vue.

Théoréeme I1X.3.5 (von Neumann, 1931). — Pour tout A\ # 0, la représentation de Schro-
dinger py du groupe H, dans l’espace L*(R",dt) est, a isomorphisme unitaire prés, l'unique
représentation unitaire irréductible de niveau .

Il n’est pas question de donner la preuve (cf. [10], ou, plus lisible, [2]) ici - bien soit du niveau
de ce cours -.
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FIGURE 14. John von Neumann

IX.3.4. Lien entre représentation du groupe et de ’algébre de Heisenberg. — Bien
que H,, soit simplement connexe, on peut se demander si le calcul formel aboutissant a (1X.2.2)
est justifié, ce qui entrainerait le théoréme de Stone-von Neumann au niveau des algébres de
Lie. Il n’en est rien. En effet, on peut méme trouver des opérateurs auto-adjoints u,v (non
bornés) d’un Hilbert qui commutent sur un espace stable dense D tels que exp(izu) et exp(iyq)
ne commutent pas (cf. |7, VIIL.5.Ex 1]). Mais on a un résultat positif lorsque que I’hamiltonien
est raisonnable (cf. [5] et ses références).

Théoréme IX.3.6 (Nelson, 1959). — Supposons que p,q sont auto-adjoints, laissent stable
un sous-espace dense D C dom(p)Ndom(q) et vérifient (IX.1.1) sur D. Supposons que l’adhérence
du graphe de H = p? + q? sur D soit le graphe d’un opérateur autoadjoint (condition de Nelson).
Alors, les relations (1X.2.2) sont vérifiées.

IX.3.5. La représentation métaplectique. — D’un point de vue sans coordonnée, on a
considéré V = R"™ @& R" muni de sa forme symplectique ( i.e. alternée non dégénérée) standard
(unique a changement de base prés). Le groupe de Heisenberg est alors H,, = R @ V muni de la
loi 1

(tye).(t',e) = (t+t + iw(e,e'),e +¢€') avec e, e’ € V

tandis que son algébre de Lie h, = R @& V muni du crochet

(IX.3.1) [(t,e),(t e)] = (w(e,€),0)

de sorte que E' = (1,0) est une base du centre de bh,. L’espace R™ est simplement un lagrangien
L de w (sous-espace totalement isotrope maximal) et la représentation de Schrodinger p : H,, —
U(H) sur H = L?(L, C) est 'unique représentation unitaire de niveau 1. Soit alors g € Sp(V),
le groupe symplectique de w. Comme g préserve la forme w, application (¢,e) — (¢, g(e)) est un
isomorphisme de G préservant le centre de H,. On déduit une nouvelle représentation de niveau
1

pg : Hy, — U(H)
défini par
py(t,e) = p(t, g(e)).
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Par construction, p, est irréductible de niveau 1. Le théoréme de Stone-von Neumann assure qu’il
existe un endomorphisme unitaire 14, bien défini & une phase prés (lemme de Schur) identifiant
p et pg, i.e. tel que

(IX.3.2) pg(p(h).v) = pg(h)pg(v) avec h € Hy,v € H.

Comme fig4, © ftg, €t fig,4, sOnt solutions de (IX.3.2), ils coincident & une phase prés d’aprés le
lemme de Schur, donc coincident dans U(#H)/U;. On a donc un morphisme de groupes

p:Sp(V) — U(H)/Uy,
ce qu’on appelle une représentation projective du groupe symplectique. Lorsqu’on a une telle
représentation G — U(H) /Uy, on construit formellement un autre groupe de Lie

G ={(g,u) € G x U(H) tels que p(g) =u mod Uy }.

Il est muni d’un morphisme surjectif sur G (la premiére projection) dont le noyau s’identifie a
U, et est central par construction. On dira que G est une extension centrale de G par Uj. La
représentation p induit trivialement une représentation unitaire

p:G — UH).

—_~—

Dans le cas précédent, Sp(V') s’appelle le groupe métaplectique et la représentation corres-

pondante la représentation métaplectique. On peut prouver que Sp(V') n’est pas un groupe
linéaire. Cette construction pour un espace vectoriel réel est due au physicien Shale ([9]) et
a ensuite été considérablement développée par Weil (cf. [11]) qui a notamment découvert des

liens avec... la théorie des nombres. En fait, il existe un sous-groupe Sp, (V') de Sp(V') extension
centrale de Sp(V') par £1 qui donc par restriction joue le méme role que le groupe métaplectique
(loc. cit. page 197, ou, plus lisible, [4]).

FIGURE 15. André Weil

IX.4. Algébre d’Heisenberg de dimension infinie

IX.4.1. L’oscillateur harmonique & une infinité de degrés de liberté et sa représen-
tation de Fock. — L’algébre de Heisenberg opére par restriction de la représentation de Fock
sur I'espace des polynomes Clz1, - - , z,] grace aux opérateurs de création a; de multiplication
par zj et d’annihilation a; de dérivation par rapport a z. Le polynéme constant 1 est le vecteur
de vide normalisé |0), autrement dit est tué par tous les opérateurs d’annihilation.



IX.4. ALGEBRE D’HEISENBERG DE DIMENSION INFINIE 153

1

Considérons V,, I'espace vectoriel des polynémes en z,z~* sans terme constant. On pose

w(P,Q) = Res(Q dP) = Res(Q(z)P'(z)dz)
oit Res(P(z)dz) est le résidu en zéro, a savoir le coefficient du terme en z~'dz de P. Comme
Res(dP) =0, on a
Res(QdP + PdQ) =0

de sorte que w est alternée. La formule

Res((z apz¥)z717"dz) = a,
prouve que w est non dégénérée.
Ceci permet de considérer comme plus haut (cf. (IX.3.1)) I'algébre de Heisenberg
h=bhoo =R.E® V
avec F central et
e, €] = w(e, e )E avec e, €’ € V.
On a donc
[2",2™] = nRes(2" """ 1d2) = nd, mE
qui est bien une algébre de Lie.

De méme que dans le cas V = R" @ R"”, ou 'algébre b, opérait sur les fonctions holomorphes
a n variables, on va construire une représentation (de Fock)

0 : hoo — End(Fx)
sur les polyndémes sur « la moitié » de V. Posons donc
Foo = C[Zl,"' 7Zn’...],

I’algébre de polynémes a une infinité de variables z,, n > 0. On a

Foo =Clz1,-++ , 20, -] = SymL™
ot LT est le lagrangien

LT ={z",n>0)

de hoo, ce qui est la version algébrique de F = {fonctions entiéres sur R"} dans le cas de la
dimension finie (les polynémes sont denses dans F pour la norme L?).

En g’inspirant de la dimension finie, on pose
)
0

0z

5(z") (z™") =nzp, n >0, §(F) = 1.

Ces formules définissent un morphisme d’algébre de Lie
doo : hoo = End(Foo),

la représentation de Fock de hoo. Notons que le polynéme constant |0) = 1 € F, est un vecteur de
vide, c’est-a-dire est tué par tous les opérateurs d’hannihilation 6(z"), n > 0. La représentation
est de niveau 1, a savoir 6(F) = Id.

Remarque IX./.1. — Le lecteur esthéte décrira cette action indépendamment des coordon-
nées.
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Cette situation algébrique (Y est en tout point analogue a ce qui précéde.

Proposition I1X.4.2. — La représentation de Fock de o est irréductible, engendrée par le vec-
teur de vide |0) comme hoo-module. Le lemme de Schur est valable dans cette situation. De plus
(forme faible de Stone-von Neumann), toute représentation irréductible de b engendrée par un
vecteur de vide (annulé par les z¥,k > 0) et de niveau 1 est isomorphe a la représentation de
Fock.

Démonstration. — Soit P = P[z1,- -+ ,2zp] € Foo non nul contenu dans un espace stable S. Par
applications successives de §(2"), on peut supposer que P n’a pas de terme faisant apparaitre
zn. Par récurrence sur n, on peut supposer que P est une constante non nulle. Mais alors par
application successive de 5(27"”, k > 0), on obtient que tous les monémes sont dans S et donc

S = Foo.
Le méme argument prouve que |0) engendre.
Comme
Niso ker(8(2*)) = C|0),

un morphisme f de Fo commutant & § préserve C|0) : soit A € C tel que f(|0)) = A|0). Alors,
Ker(f — \) est stable par hoo et non nul, c’est donc Foo, ce qu’on voulait.

Si maintenant F' est irréductible engendrée par |0' >, on définit
FP(z1,--- z0)) = f(P(S(z71), -+ ,0(27))[0)) = P(8'(z71), -+, 8" (z7™)[0" > .

On vérifie que f commute & ’action de ho. Comme f est non nulle, son noyau est, qui est invariant
par oo, est nul (irréductibilité de F). De méme, son image est F' par irréductibilité. OJ

IX.4.2. Action de C*. — Si on change z en A1z, A € C*, le coefficient de z7'dz reste
inchangé et donc le résidu de P(z)dz I'est aussi. On déduit que P’action induite sur Vs, = C[zF!]
préserve w et donc induit une transformation symplectique de V..

On déduit comme dans la section précédente une action de C* sur ho, et donc pour tout A € C
une nouvelle représentation définie par

Ox(P(2)).v = 6(P(A\"12)) ., P(2) € ClzF], v € Fu.

Comme C|z] est préservé, |0) est encore un vecteur de vide pour Jy et la représentation est
encore de niveau 1. Grace a (IX.4.2), on déduit comme plus haut I’existence d’un automorphisme

/L)\:.F—>f,

a priori seulement bien défini & un scalaire prés, identifiant 0y et §, c’est-a-dire vérifiant

(IX.4.1) pA(P(2)v) = PO\ 12)ux(v), P(z) € Clz],v € F.

4. Si on veut vraiment une situation d’action sur un Hilbert, il faut un peu compléter. C’est technique et
n’apporte pas grand-chose pour comprendre. Le lecteur intéressé pourra aller consulter le trés beau livre [6].
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Comme gy doit envoyer |0) sur un de ses multiples, on peut normaliser uy en lui imposant
12 (10)) = 10).

Dans ces conditions, on a donc une représentation C* — GL(F) définie par A — puy. La
formule (IX.4.1) et le fait que |0) engendre F comme ho module prouve que pour tout v, on
peut écrire ) (v) comme un polynome en les z; a coefficients dans C[\]. Comme g est polynomial
en A, on a au niveau des algébres de Lie une fléche

C — End(F)

définie par 'image Lo de 1 obtenue en écrivant A = 1+¢€ et en regardant & 1’ordre 1 en e. Ecrivons
donc

pive =1+ €eLo+ O(e)
et remplagons dans (IX.4.1). On trouve alors
dpP

(1+€Lo)(P(2).v) = (P(2) — eza).(l +¢eLo)(v) + O(e)
et donc
dP

Lo(P(z).v) = P(2).Lo(v) — Sl

Ainsi, Ly vérifie
dP +

(I1X.4.2) [Lo,0(P)] = 6(—25), P(z) € C[z7].
I1X.4.3. Action par transformation holomorphe. — On a utilisé dans la section précédente

le fait que la transformation z — Az préservait Clz] et le résidu pour définir une action de C*
puis L.

Généralement, on a envie de faire la méme chose en utilisant une transformation z — h(z) in-
versible préservant I'origine. L’idéal serait qu’elle soit polynomiale. Hélas, le théoréme de d’Alem-
bert interdit cette possibilité dés que h est de degré > 1 (exercice : pourquoi?). L’idée est d’au-
toriser h & étre holomorphe et de développer h en série entiére. Mais du coup, il faut un peut
agrandir b, pour autoriser des séries de Laurent car P(h(z)) ne sera plus un polynéme en 2z},

mais une série. On définit simplement
h=C.EaC((2)

ot C((2)) = CJ[2]][z7!] est 'anneau (en fait le corps) des séries de Laurent formelles. Si h(z) =
Az +O(2?), on a

2" =AT"2T1420(2) " =AT"27"(1 = nz0(2) + ...) € C((2))
de sorte que

P(z) € C((2)) = P(h(2)) € C((2))-

Le résidu est toujours défini sur C((z))dz ce qui permet de définir le crochet de Lie par E
central et

[P, Q] = Res(QdP)E.
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Comme pour tout v € Foo = Clz1,-++ ,2n,- -], 0n a 2"v = %v = 0 pour n >> 0, l’algébre de

Lie h agit encore sur Fo, puisque seuls un nombre fini de termes de la série
P(z) = g anz"
n>—N

contribuent donc au calcul de P(z).v. Bien entendu, comme b, C 6, les analogues des énoncés
(IX.4.2) sont encore vrais pour b.

Pour qu’une transformation holomorphe
z+ h(z),h(0) =0
agisse sur 6 par reparamétrisation
P(z) — P(h(2)).
encore faut-t-il vérifier qu’on a invariance du résidu afin qu’elle soit symplectique.

Lemme I1X.4.3. — Soit h(z) = 3,51 an2",a1 # 0 une série entiére. Pour tout P € C((2)),
on a

(%) Res(P(h(z))dh(z)) = Res(P(z)dz).
Démonstration. — Si P € C[[z]], les deux membres de (*) sont nuls. Par linéarité, il suffit de le
vérifier pour P =2"""m < 0.Sim < —1,o0n a
1
mi/ _ m—+1
h(z)™h'(z)dz = 1 1dh(z)
de résidu nul de sorte que les deux membres de (*) sont nuls. Si m = —1, on a
A+ 0(z) 1+40(2) 1
h(z)"h (z)dz = = =-+0(1
(2)" R (z)dz Az+0(22)  240(2?) =z +0()

de sorte que les deux membres ont résidu 1. O

Soit I" I’ensemble des séries entiéres de la forme
h(z) = Z anz", a1 # 0,
n>1

supposées convergentes () pour simplifier, pensées comme des applications holomorphes définies
au voisinage de zéro et C préservant l'origine. Le théoréme d’inversion locale assure 1’existence
pour tout h dans I' d’une série convergente

hl(z)eT
tel que
h(h™(2)) = h™H(h(2)) = =
au voisinage de 'origine, et donc avec 1’égalité correspondante des séries.

L’action de I" sur C((z))
P P(h™'(2))

5. c’est-a-dire de rayon de convergence non nul.
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s’étend en une action sur 6 grace au lemme précédent. On a donc un groupe I' qui agit sur 6
Comme dans le cas A € C* de la section précédente, on peut « tordre » 'action de b sur Fyo
grace a h € I' et ainsi définir comme plus haut

8+ h — End(Fs)
par la regle (©)
Sn(P(2)).v = 6(P(h(2)))w, P(2) € C((2)), v € Fno.
Comme 'action de I" préserve par construction C[[z]], le vecteur de vide |0) est encore annulé

par 0,(2CJ[z]]). Comme plus haut, (IX.4.2) permet de définir pj, : Foo — Foo normalisé par
ur(|0)) = |0) identifiant 0y, et J, c’est-a-dire vérifiant

(IX.4.3) pn(P(2)v) = P(h™'2)un(v), P(z) € ClzF],v € Fuo.

On a donc obtenu une représentation

[T = GL(Fx)
S

On peut montrer que, dans un sens convenable, I'algébre de Lie £7 de I' s’identifie & 1’algébre
des champs de vecteurs holomorphes a coefficients polynomiaux de base d,, = fz"“‘l%, n >0
avec comme crochet celui des champs des vecteurs, a savoir

[dn, dim]o = (n — m)dpim
de sorte qu’on doit avoir un morphisme d’algébre de Lie
dp: £7 — End(Fa).
Pour éviter trop d’abstraction inutile, voyons comment faire apparaitre les endomorphismes
L,,n>0
images de d,, par du. On regarde pour n > 0 I’élément

hl(z) = 2 — ezt

(si n = 0 on suppose € # 1, ce qui n’aura pas d’influence car on va développer formellement en
€, c’est-a-dire si on veut & € petit). En regardant a 'ordre 1 la relation (IX.4.3) aprés avoir écrit

Hhe =1+ €Ly,
on trouve exactement comme plus haut la relation
dP
Ln(P(2).v) = P(2).Lo(v) — z”“d—.v
z
c’est-a-dire
(IX.4.4) [6(z™), L] = md(z"™), m € Z.

Remarque IX.4.4. — La formule (IX.4.4) caractérise L,, puisqu’elle traduit la relation d’en-
trelacement (IX.4.3).

6. On est contraint de prendre 'inverse de h pour avoir une action a gauche.
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Comme p est un morphisme de groupes, du doit étre un morphisme d’algébre de Lie, c’est-a-
dire qu’on doit avoir

(IX.4.5) [Ly, L] = (n —m)Lp4y, pour tout n,m >0

IX.5. Algébre de Virasoro

IX.5.1. La formule de Sugawara. — 1l est clair que la formule (IX.4.4) permet de calculer
L,,n > 0 de proche en proche en partant de L, (]0)) = |0)). Il se trouve qu’il existe une formule
remarquable permettant de les calculer. Commengons par introduire [’ordre normal sur les

an “ 5(z"), n€Z" et ap =0
(dans ce qui suit, on aurait pu supposer ag égal & n’importe quel homotéthie) de sorte qu’'on a
[@m, an] = mdp, —n
puisque d est de niveau 1.

Avec ces notations, (I1X.4.4) devient

(IX.5.1) [@m, Ln| = manm.

On pose

a; © a; sig < j
L aiay = .
aj; o a; Ssmon.

On utilisera sans plus de précaution la formule triviale
[0, be] = [a, ble + bla, ]
valable pour 3 endomorphisme a, b, c d'un espace vectoriel quelconque.

Proposition 1X.5.1 (Sugawara). — Pour tout v € Fuo, l'ensemble des j € Z tels que
fa_jjpn (V) #0

est fini et on a L, = %Z] DAy

Démonstration. — D’apreés la remarquelX.4.4, il suffit de vérifier que % :a_jajqy : satisfait les

relations (IX.4.4). Prouver la proposition par un calcul brutal n’est pas difficile, mais on peut
aller trés vite en utilisant une idée chére aux physiciens. Considérons I’expression formelle

1
An = 5 Z a_jaj+N7
J

qui elle a un nombre infini de termes non nuls lorsqu’on cherche & I’évaluer sur un élément de
Foo. La remarque est que la différence

L aia5 L —aiay
est soit nul soit égal a [a;, a;] et donc est toujours central. Ainsi, on a formellement

L,=A,+ NId
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ol IV est une constante... infinie, ou plutdt une somme infinie
N = E C;
I

de constantes ¢;. Evidemment, ceci ne veut rien dire, sauf si on calcule un crochet [a, L;,] puis-

[a,ZciId] = Zci[a,ld] = ZO =0

I 1 1

qu’alors on a

de sorte qu’on a

1
[a, L,] = B Z[a, a—jajin|« = »[a, Ay
J
Et ce raisonnement est en fait... parfaitement correct méme si expliqué de fagon un peu provo-
catrice. On a donc

1
[ak7 Ln] = 5 Z[aka a—jaj—l-n}
j
1 1
= 3 > lar,ajlajin + 3 > ajlar, ajia
j j

1 1
= Qkak—l-n + §k5ak+n
- kak-ﬁ-n

ce qu’on voulait. O

Comme on voit, la preuve n’est pas difficile. C’est trouver la formule qui était aussi difficile
qu’inattendu. Outre la possibilité de calculer les L,, apparait un autre phénomeéne : les calculs
n’utilisent pas la positivité de n.

Définition I1X.5.2. — Pour tout n € Z, on définit 'endomorphisme de L,, de F par

1
Ln = 52 CA—5A54n ¢ -
J
Ainsi, pour tout n la formule (IX.4.4) est valable.

1X.5.2. La représentation de ’algébre de Virasoro. — On va définir une nouvelle algébre
de Lie, dite de Virasoro, en deux étapes.

D’abord, on considére 1'algebre de Lie £ des champs de vecteurs méromorphes base
d
dy=—-2"""—neZ
dz

avec comme plus haut le crochet celui des champs des vecteurs, a savoir
[dn, dm]o = (n — m)dp4m.

On définit ensuite une extension centrale Uit = C.c & £ de £ par C.c par les régles ¢ central et

3 _
(IX.5.2) [dp, dyn] = (1 — 1) duym + 5n,,m%c.
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FIGURE 16. Miguel Virasoro

Lemme IX.5.3. — Yir est une algébre de Lie.

Démonstration. — On doit vérifier I'identité de Jacobi, autrement dit
[[dmdq]adr] + quver dp] + [[drvdp]adq} =0
pour tout p,q,r € Z. C’est un calcul. 0

Notons que £ est bien une sous-algébre de Lie de Uit puisque la partie centrale s’annule sur
£, En fait, et c’est un point clef de la théorie des cordes, la représentation £ — End(F) se
prolonge a *Uit. Précisément, on a

Proposition I1X.5.4 (Sugawara). — Pour tout n € Z, les opérateurs Ly, vérifient
3
m° —m
[Ly, L) = (n—m) Lyt + 5n7,m712 Id

de sorte que l’application linéaire

Vir — End(Fao)

d, — Ly
c — Id
est un morphisme d’algébre de Lie.
Démonstration. — On utilise la méme astuce pour se débarrasser de 'ordre normal (pourtant

indispensable pour définir les L,, sans sommer une infinité de termes non nuls!). On écrit d’abord,
avec la convention d’écriture que les sommes en jeu sont des sommes finies une fois évaluées sur
v € Foo donné, 'ensemble d’indice étant aussi grand qu’on veut dans Z.

1
(IX.5.3) (Lo, Ln] = 5 Z[afjaﬂm, L)
J
1 1
(IX.5.4) = 52 a-jlajem Lal + 5 D _la—j, Lnlajim
j j
1 , 1 .
(IX55) = 5 Z(] + m)a_jaj+m+n — 5 Zja_j+naj+m
j j

On va remettre dans 'ordre normal. Dans la premiére somme, on sépare les indices j tels que
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1)—j < j 4+ m+ n pour lesquels l'ordre est 'ordre normal des indices j tels que
2)—j > j+m+n. Pour ceux 1, on observe que a_; et ajimirn commutent sauf si m+n =0
de sorte qu’on a

A jljtmin =5 G—j@jtmin - F0n,—m[0—j; Qjimin] = @—j@jtmin : =j0n,—m-

Mais si n 4+ m est nul, j < 0 de sorte qu’on a

1 . 1 ) 1 .
B Z(J +m)a—jajpmin = 5 Z(J +m) A jjimn ) ZJ(J + m)0n,—m.
J

7 7<0

Exactement de la méme maniére dans la seconde somme, on obtient

1 . 1 . 1 .
) Z]afjnLnajer = ) Z] P0—jnQitm D) Z J+ m)énﬁm
J J

jz—m
ou l'on rappelle que les sommes sont finies, mais sommées sur un intervalle de Z aussi grand
qu’on veut.
En additionnant et en changeant d’indice j — j + n dans la seconde somme, on obtient

1—1

[Lm, Ln) = (m = n) Linn = 5 Z 3G + M) .
<—m
On calcule alors —% Zj_i_mj(j +m) = (m® —m)/12 pour conclure. O

Le lecteur intéressé par ce sujet, notamment pour le lien entre cette théorie et la correspondance
bosons-fermions, pourra consulter [3], référence de laquelle les derniers présentés calculs sont
essentiellement issus.

1X.5.3. Remarques finales. — On pourrait penser que 'action de la partie négative de Uit
engendrée par les d,,n < 0 devrait s’obtenir aussi simplement que celle de la partie positive,
simplement en changeant z en 27 Clest plus compliqué que cela, car cette opération ne préserve
pas C[z] et donc on n’a plus préservation du vecteur de vide. On pourrait obtenir une représen-
tation de cette maniére, mais il faudrait montrer qu’on a encore un vecteur de vide pour ’action
tordue, ce qui est lourd. C’est pourquoi ’on a procédé de cette maniére.

Par ailleurs, comme on le voit, ce n’est pas £ qui agit, mais Ui, & savoir une extension centrale
avec action scalaire du centre. Autrement dit, on a une action projective de £ : ¢’est une situation
en tout point analogue a la situation métaplectique.

On peut se demander si I'étrange facteur central ”ﬁ%mém7,n a une propriété particuliére,
autrement dit s’il y a d’autres extensions centrales non triviales de £ par C. En fait, il n’y en a
essentiellement qu’'une (voir |3, 1.3]).
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IX.6. Appendice

On veut donner ici quelques détails de plus sur la définition de exp(itu) dans le cas auto-
adjoint. La clef est d’approximer u par des opérateurs continus auto-adjoints, qui donc eux ont
une exponentielle simplement définie par la série entiére habituelle, puis de passer a la limite.
Il n’est pas question de donner la preuve dans son intégralité, qui est assez longue quoique
élémentaire, mais de donner les idées clefs.

Soit donc u auto-adjoint.

Lemme IX.6.1. — Soit A € C — R. Alors u + X\ est une bijection de D sur H. Son inverse
(u+ X)7t est continu de norme < 1/|J(N).

Démonstration. — Comme (u(x),z) = (z,u(z)) = (u(z),z), on a (u(z),z) € R. On déduit que
ses valeurs propres sont réelles et donc u + A est injectif. Montrons la surjectivité.

On a donc
(IX.6.1) (u+ ANz, x)| > |S((u+ Nz, z) = |SN)|(z, x)
de sorte que (Cauchy-Schwarz)
[|(u + A)zl| = [SA)]]]]-

Montrons que I'image I de (u+ \) est fermée. Soit donc y,, = (u+ A)(xy,) € I convergeant vers
y € H. On a donc
[yn — yml|

[S(A)]
prouvant que z,, est de Cauchy, donc converge vers z € H. On déduit que la suite (x,, u(zy,) =
Yn — ATy ) du graphe de u converge vers (x,y—Ax). Comme le graphe est fermé, on a y— Az = u(x)

lzn — 2m|| <

et donc y € Iy, ce qu'on voulait. Montrons que Iy est dense. Soit donc y dans 'orthogonal. La
formule

(u(z) + Az),y) =0
prouve que = +— u(z),y) est continue sur dom(u) donc y € dom(u*) = dom(u) puisque u
autoadjoint. On a alors

(z,u(y) + A(y)) = 0 pour tout € dom(u)

et donc u(y) = — Ay par densité de dom(u). Comme les valeurs propres de u sont réelles,  est nul
puisque A € R de sorte que u + X est bijectif. Ainsi, Iy = H puisque dense et fermé. L’inégalité
(IX.6.1) se réécrit en posant x = (u + \)~!(y)

_ ||yl
[[(u+ 2" ()] <
RICY]
ce qui achéve la preuve du lemme. O
L’idée est alors de considérer
(1 +deu)™t — 1

Ue =
1€
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En développant formellement & I'ordre 1 en €, on s’attend & lim¢_,o ue = u, ce qui est bien le cas
au sens ou pour tout v € dom(u), on a

lii% ue(v) = u(v).

On montre alors que les exponentielles usuelles exp(itu,)(v) convergent pour tout v € H vers un
vecteur noté exp(itu)(v) qui a les bonnes propriétés. Pour les (longues) vérifications, adapter |1,
VILT].
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