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Baréme (sur 24 points 1) : Les exercices sont indépendants
Exercice 1 8 2 pages imprimées
Exercice 11 3 Par défaut, les notations sont celles du cours
Exercice III : 8 Des rappels sont donnés en fin de texte.
Exercice IV : 5
Exercice 1
Convergence d’intégrales
1. Soit l'intégrale :
g [T°° Inz
I = / ——dx . (1)
0 x4 + 1
a) Cette intégrale est-elle convergente (justifier la réponse) 7 11
2
(b) Effectuer le changement de variable y = % dans l'intégrale (1), et comparer l’expression ainsi obtenue
a la forme originale (1) [13]
(c¢) En déduire la valeur de I (3]
(d) Soit l'intégrale :
g [T Inx
I(a) € / ——dz a>0) . 2
@2 [ e @0 2)

A Paide d’un changement de variable simple, exprimer I (a) en fonction de I, et en déduire la valeur
de I(a) [13]
Rép: (a) CV;(b)I=—1;(c)I=0;(d) I(a) =

Ina
a

voly

2. Précisez les propriétés de convergence des intégrales suivantes :

sinh x x2

&f +oo &f Feo 1 of oo 1
g / VT de , K % / —In(z—a)dz (a>0), L d:‘f/ EArctanxdx .3
0 a 0

[141+41]
Rép : J CV; K CVenaetaloo L CVen0,DV alco.
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Exercice 11
Convergence de séries

Pour chacune des séries de terme général ci-dessous, établir si elle est convergente, absolument convergente

ou divergente :
(=)™ 1 Inn

n — "o | 1. . nn_ n = —t h 5 n — . 1
tn n? + tan Sl v p2 AnAn v n 2n (1)
Rép : u, Abst CV (ne pas invoquer AbeLeibniz !); v (Abst) CV wy, (Abst) CV. [14+141]

Exercice III

Equations différentielles

1. Quelle est la solution générale de 1’équation :

F(2) = 4" (@) + () = 02 (1)
Rép : f= Ae™+® + Be®? +C ot ax =2+ /3 [13]

2. Soit I’équation différentielle :
1) = 2coshp /() + f(x) = 0, 2)

ou ¢ est une constante réelle.

(a) Ecrire la solution générale de cette équation

Rép : f = Ae” 4 Bee ’® [11]
(b) Trouver la solution satisfaisant les conditions initiales f(0) = 0, f/(0) = 2
ba_ebo
Rép: f=“—Fmg— [1]
(¢) Par la limite appropriée, trouver la solution quand ¢ = 0.
ePa e P
Rép : limyo “—f5— = 2ae” [1]

3. Soit I’équation :
2 f'(x) + xf(x) = 2 [f ()], (3)

avec la condition f(1) = %

(a) On pose g(x) = ﬁ Quelle est I’équation différentielle satisfaite par la fonction g(z) ?

Rép : z2¢' — 229 = —22* [1]
(b) On pose maintenant g(z) = z2h(z) ; trouver la fonction h(x)
1
Rép : —§x4h’ =a* donc h= 22+ C (1]

(¢) En déduire f(x) et préciser son intervalle de définition.

Rép : g(z) =2*(-22+C), g(1)=C —2=4donc C =6, f(z) = [(6 - 2x)x2}_% dans Dintervalle
(6 — 22)2% > 0 soit = < 3. [1]
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Exercice IV

Mouvement d’une fusée

Une fusée est propulsée verticalement par un moteur fournissant une force de poussée constante P. La
combustion du carburant se fait & taux constant, de sorte que la masse de la fusée m(t) décroit linéairement
en temps : m(t) = mo(l —~t), entre t = 0 et t = t; < v~!. La force de freinage dans l'air, F', est supposée
proportionnelle & la vitesse v(t) : F' = —av (o > 0). On posera u = mL(;w parametre supposé inférieur a 1.
Enfin, les variations d’altitude étant petites par rapport au rayon terrestre, on négligera les variations du champ

de pesanteur, dont I'intensité est notée g.

1. Ecrire 'équation de la dynamique de la fusée [1]

Rép : Attention ! avec une masse variable, I'équation de la dynamique s’écrit 4 (m(t)v(t)) = Y. forces,
donc ici mo(1 — vt)(Z + g) + (o — ymg)z = P soit encore mo(1 — )0 + (a — ymo)v = P — mo(1 — t)g

2. Trouver vy(t), solution générale de I’équation homogene (on désignera par C' la constante d’intégration)
(1]
Rép : vp(t) = C(1 —yt)*~1 ot u = a/mory

3. L’équation du mouvement a une solution particuliere de la forme v,(t) = At + B ; trouver les deux

constantes A et B [1%]
Ay - — _9_ P _ _ 9
Rép: A= i B =+ =)
4. En déduire la vitesse de la fusée pour 0 < t < t; sachant qu’elle était nulle a ¢ = 0. [1%]
P _ P . P _ _
Rép : C = (u*gQ)W T a—mor’ VT a—mony [1 = (1 =ty 1] - ﬁ [(1 =)t = (1~ 'Vt)}
Rappels
1 1 inh
coshz = §(ew +e ), sinhz = §(em —e ) tanh x = (S:;r;hi
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