Ordres de grandeur et méthodes perturbatives

TD n°5 : Solution auto-semblable de I'équation de diffusion,
Développement asymptotique des fonctions de Bessel

Sylvain Nascimbéne

1 Solution auto-semblable de I’équation de diffusion
On cherche la solution u(x,t) de ’équation de diffusion :
o _
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telle que
— u est auto-semblable (existence d'une invariance de type u(z,t) = 0%u(65z,07t)) avec des

exposants «, [ et 7,
— u satisfait

/00 u(z,0)dx = 0, /OO zu(x,0)dr = My # 0.
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1. Effectuer une analyse dimensionnelle du probléme et mettre en évidence deux paramétres
sans dimension Il et II; tels que la solution auto-semblable s’écrit comme IIy = ¢(I1;).
Pour des raisons pratiques, faire le choix tel que seul Il contient u et que seul II; contient
x (au numérateur).

2. En substituant cette forme pour u(z,t) dans I’équation de diffusion, trouver 1'équation
différentielle ordinaire pour ¢(z).
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3. Vérifier que ¢(z) = Cze™ T satisfait cette équation, et déterminer la valeur de la constante

C.
4. Identifier les valeurs 8/« et v/a.

2 Deéveloppement asymptotique des fonctions de Bessel

1. L’équation de Bessel du n-éme ordre s’écrit

7o) + %f’(r) + (1 - Tz) F(r)=0.

Montrer que la fonction J,(r) définie par la fonction génératrice
ezrsme _ Z eznGJn(T)
n=—oo

satisfait I’équation différentielle précédente. On utilisera la relation a démontrer (A +
1)esin6 = 0 ou (r,0) sont les coordonnées polaires 2D.



2. En utilisant I'idée du développement WKB, montrer que la solution de cette équation qui
tend vers 0 pour r — 0o se comporte pour r — 0o comme

£(r) o \};cos(r—i-A). (1)

Quel est le petit paramétre du probléme ?
On pourra utiliser le développement f(r) = "), et ¢(r) = ayr +aoInr+ag+a_1r~14. ..
3. Montrer que J,(r) peut s’écrire a ’aide de la représentation intégrale
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En appliquant la méthode du col a cette représentation, déterminer la constante A dans
I’équation (1).



