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Développements asymptotiques d’intégrales
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Dans ce TD, nous nous proposons d’étudier le comportement de fonctions définies par des intégrales
ba
a parametre du type I(t) = / f(x)e® dz lorsque le paramétre ¢ tend vers 4oo. Lintervalle ]by, bo|
by

pourra étre non borné.

Définitions — Notations

e On dit que la fonction f est de lordre de la fonction g au voisinage de ty € [—o0, +00], si le rapport

Q)

est borné au voisinage de tg, ce que 'on note f(t) = t_l@) (g(t)).

g(t)
e On dit que la fonction f est négligeable devant la fonction g au voisinage de ¢y € [—o0, +00], si
()
lim ——= =0, ce que 'on note f(t) = o t)).
Jim 25~ 0.ceq 7= 0, (s(0)
t
e On dit que les fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de ty € [—00, +00], si tlir? f((t)) =1, ce
—to g

que l'on note f(t) e g(t).

e La fonction Gamma d’Euler se définit pour des réels ¢ €]0, +oo] sous la forme d’une intégrale comme

I'(t) = /0+oo e xt~!da. (1)

On rappelle que I'(3) = /7.

1 Intégration par parties

En faisant des intégrations par parties, calculer les premiers termes du développement asymptotique,
lorsque t — 400, des intégrales suivantes :

+oo etz
L(t) = dz; 2
0= [ )

1eitz
I(t) = dx. 3
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Lorsque I'on ne peut pas se ramener a des intégrations par parties, trois méthodes générales existent selon
les valeurs de la fonction g(z) :

— la méthode de Laplace (g est réelle) ;

— la méthode de la phase stationnaire (g est imaginaire pure);

— la méthode du col (g est & valeur complexe).

2 Méthode de Laplace

Dans cette section, on supposera que les intégrales a parametre sont absolument convergentes.



2.1 Résultat préliminaire

Soient «, 3, a, c des réels tels que a« > —1, 6> 0, ¢ > 0 et 0 < b < 4o00. Alors on a ’équivalent

b

1 _ 1+« _lta

J(t :/xaet(“_cmﬁ)dm ~ =T(——)e(ct)” 7 |. 4
- o TR (@) @)

Montrer ce résultat et remarquer que le résultat reste le méme que b soit fini ou infini.

2.2 Cas général (admis)

La méthode de Laplace s’applique aux intégrales de la forme

+oo
1) = /O F@)el?® da (5)

ol g prend son maximum (supposé fini) en x = 0 et que 'on a les développements asymptotiques au
voisinage de 0

f(a) ~ Az® 9(@) = a — ca’ + o(a”) (6)
ou A # 0 et ¢, o, B vérifient les conditions du 2.1. On peut alors montrer que les contributions essentielles
au développement asymptotique de I(t), lorsque t — 400, sont dues au voisinage de zéro, ce qui revient
a remplacer I(t) par J(t) et 'on a alors

Ap 1;“)@” (ct)™ 5" |. (7)

2.3 Cas usuel

Supposons que dans I'intervalle ]by, bo[ (borné ou non) les fonctions f et g soient de classe €2 et que
¢’ ne change de signe qu’en un unique point by tel que by < by < by ot de plus ¢ atteint un maximum.
On suppose f(bg) # 0 et g’ (bo) < 0. Alors on a

ba
10 = [ 1@ e pe)en) [ (8)

by —+oo —tg" (bo) |

En admettant le cas général, montrer ce résultat.

2.4 Applications

1. Retrouver la formule de Stirling
n
n!  ~ 2mn (ﬁ) . 9)

n—-+oo e
en utilisant le fait que I'(n+ 1) = n! et en effectuant un changement de variable tel que le maximum
bo de la méthode de Laplace soit indépendant de n.
2. Donner un équivalent lorsque ¢ tend vers +oo de

I3(t) = /_ T emtsine gy (10)

3 Meéthode de la phase stationnaire

Dans cette section, nous supposerons que les intégrales a parametres existent au sens des intégrales
généralisées, sans étre pour autant absolument convergentes.

Etudions maintenant lorsque le parametre ¢ tend vers 4+oco le comportement asymptotique d’intégrales
du type

ba _
It)y= [ f(z)e"*® da (11)
b1
ou f et ® sont des fonctions réelles que nous supposerons de classe 6.
On se place dans le cas —oo < by < by < 400 et dans I’hypothese ot ' ne s’annule jamais, montrer
que I(t) = O(1/t). Sous les mémes hypotheses sur ®, qu’en est-il si |by, ba[=] — 00, +00[ et que la fonction
f est €°° & support compact 7



3.1 Résultat préliminaire

Soient «, 3, a, c des réels tels que ¢ # 0, 0 < o+ 1 < 3. Alors, pour tout b tel que 0 < b < +00, on a
I’équivalent

b . 8 eiat
goeltleterD ey ~ A— (12)
t—+00 Lo
0 B(lelt) 7
avec
L_;’_l im af1 .
Ao L(eg)e 7 sic>0 (13)
B ]."(0‘74'1 e T sic<0

Montrer ce résultat (on établira pour cela que f0+oo uwLeF dy = T(N) e*21™)) et remarquer que b peut
étre fini ou infini.

3.2 Cas général (admis)

On suppose que les fonctions f et ® vérifient dans V'intervalle ]0, b[ les conditions suivantes :
(i) f et ® sont € et que P’ ne s’annule pas;
(ii) dans un voisinage de 0, on a

f(2) = Ca*(1 4+ 0(x)) () = a+ cr’(1 + g(x)) (14)

ou «, 3,a,c sont des constantes réelles telles que 0 < a+ 1 < ( et les fonctions 6 et g sont de classe
%> dans [0,b] telles §(0) = g(0) = 0. Dans ces conditions, comme pour la méthode de Laplace, on
peut montrer qu’on peut remplacer f et ® par les premiers termes de leur développement asymptotique
(c’est-a-dire f(x) ~ Cz® et ®(x) ~ a + cz”) ce qui entraine que

b ia
I(t) = /0 f@)e®@ dz  ~ ACL (15)

t=too " B(left)H

ot A est donné par (13).

3.3 Cas usuel

On suppose dans ]by, bo[ que les fonctions réelles f et ® sont de €°°, que &’ ne s’annule qu’en un seul
point by tel que by < by < ba et que 'on a f(by) # 0, P (bg) # 0. Alors on a I’équivalent

1/2 . .
b 2m it®(bg)+iZ PN
I(t) = ’ f(z)eit'i‘(z) de t (tqw(bo)) 1/£(bo)e | 4' si ®”(bg) > 0 . 16)
by —+o00 (4@2/77/\@0)) f(bo)elﬂb(bo)fl% si q)//(bo) <0

Montrer ce résultat en s’appuyant sur le cas général.

3.4 Applications

1. Pour n entier, donner un équivalent de J,(n), ou J, désigne la fonction de Bessel ayant pour
représentation intégrale

1 s
Jo(t) = L / cos(tsinz — nz) da. (17)
0

™

2. Donner un équivalent, lorsque t tend vers +oo, de Jo(t).

3. Donner un équivalent, lorsque t tend vers o0, des intégrales

3 +oo
IL(t) = / et ST dg et I5(t) = / cos(tr? — x) da. (18)
0

—00



4 Méthode du col

4.1 Principe de la méthode

La méthode du col (appelée aussi en anglais, method of steepest descents) est une méthode pour
déterminer un développement asymptotique lorsque ¢ tend vers +o0o d’intégrales le long d’un contour
s’écrivant sous la forme

I(t) = / f(2)et®) dz (19)

ou f et g sont des fonctions analytiques sur un domaine {2 que I’on supposera simplement connexe.

On suppose que g posséde un point col, ¢’est-a-dire qu’il existe zq tel que ¢'(2¢) = 0 et nous n’étudierons
que le cas < standard » ou ¢’ (zg) # 0. Rappeler l'allure de la surface Re(g(z)) au voisinage du point col.

Montrer alors que 'on peut déformer le chemin v en gardant ses extrémités fixes de facon a ce que
I’équivalent recherché puisse s’exprimer en appliquant la méthode de Laplace. Si 'on avait voulu se
ramener a la méthode de la phase stationnaire, quel chemin aurait-on choisi ?

Expliquer alors pourquoi en choisissant le chemin ad hoc on a

2 P
~ 2T ST tg(zo0) )
t—+oo t\g”(zo)|e 7 zo)e (20)

ot 'on a posé ¢g”(z0) = |g"(20)]e!?, le signe & dépendant du sens de parcours du chemin déformé.

4.2 Applications
4.2.1 Formule de Stirling

Soit v un lacet simple fermé entourant 0. Que vaut l'intégrale

e(n-i—l)z
v

En utilisant la méthode du col, retrouver a nouveau la formule de Stirling.

4.2.2 Fonction d’Airy
On cherche I'équivalent, quand ¢ tend vers +oo, de la fonction d’Airy définie sous forme intégrale
comme
L[t 1
Ai(t) = 7/ cos <53 + ts) ds. (22)
i 0 3
1. Par un changement de variable, mettre cette fonction sous la forme
tl/Q +o00o X
Ai(t) = / ot (52°+2) gz, (23)

21 ) o

2. En déduire I’équivalent
1 _243/2

Yoo 2O

On indiquera quels sont les points cols et les lignes de plus grande pente associées.

Ai(t)



