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1 Fonctions d’opérateurs

Soit A une observable dont on note \, les valeurs propres et |1),,) les vecteurs propres. Sgit de
plus f une fonction du plan complexe dans lui-méme. On définit I'application linéaire f(A) par

FA) i) = FOa) [P

1. A quelle condition f(A) est-elle une observable ?

2. Soit P, le projecteur sur le sous-espace propre associé a \,. Montrer que

FA) =3 f(ha) P

3. Montrer que

4. Application
Soit R la matrice définie par

= (01
(1)

Trouver les valeurs propres de R. En déduire la matrice de f (E’) = exp(i@ﬁ). Cet opérateur
est-il une observable 7

5. A partir de maintenant on suppose que f est développable en série entiere, de la forme

f(2) =) a,z"

Montrer que

fA) =3 a,A"
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6. Changement de base
Soit U un opérateur unitaire, qui représente un changement de base de vecteurs orthogo-
naux.
Montrer que

UM f(A)U = f(UTAD)
Montrer que

A, f(B)] = [A, E’]f’(é)-A A

Indication : on pourra montrer que pour n entier, on a [A, B"| = né"‘l[ﬁ, §]
Application au cas ou [A, B] = ih.

2 Notion d’opérateur d’évolution

On considere un systeme quantique évoluant selon un hamiltonien H (t).

1. Ecrire équation de Schrédinger satisfaite par un ket [(t)).

2. Soit [1)(tg)) I'état du systeéme a un instant ¢y. En utilisant la linéarité de I’équation de
Schrodinger, montrer qu’a un instant ¢ quelconque on a une relation du type :

[0(t)) = Ut to)[¥(to)),

ol U est un opérateur linéaire satisfaisant 1’équation différentielle :

~

U(to,to) - Id

U est baptisé opérateur d’évolution du systeme.

3. Soit T = U'U. Montrer que
8tj:’ = 0

En déduire que U est unitaire. A quelle propriété physique ceci est-il rattaché ?
4. Soit U'(t,ty) = U(t, t1)U(t1, o). Quelle équation différentielle U’ satisfait-elle ? En déduire

que :

Ut to) = U(t, t1)U(t1, to),
puis que :
U(tl, to)il - ﬁ(to, tl)

5. Dans le cas ou H est indépendant du temps montrer que :

U(t, ty) = e~ it-t) /B,



3 L’effet Zénon quantique

On consideére dans cette partie un systeme préparé a t = 0 dans un état |1g) et évoluant selon
un hamiltonien Hy indépendant du temps.

1. Montrer que pour un temps dt¢ suffisamment court, on a :

7 72
l(6t)) = (1 — @'(St};;o — &257102 + O(5t3)> [10).

2. En déduire que la probabilité de trouver le systeme dans I’état [1)g) & I'instant §t s’écrit :

2
Py(6t) =1 — Ahl;lo 52 + O(6t%),

avec AHG = (4ol Hgltho) — (Yol Holeo)?.
3. On réalise des mesures sur le systeme aux instant ¢y, to,..., ty, avec t;.1 —t; = dt. Calculer

la probabilité Py(N, dt) de trouver a toutes les mesures le systeme dans I’état |1)g). On se
placera dans la limite 0t — 0, N — oo, avec Nt = T fixé.

4. Que trouve-t-on dans le cas d’une observation continue du systeme? En déduire qu’une
casserole quantique ne bout pas si on 'observe.
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