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Théorie classique des champs

I. Analogue mécanique de l’équation de Klein–Gordon

Ce problème a pour objectif la réalisation d’un analogue mécanique de
l’équation de Klein–Gordon. C’est aussi l’occasion de manipuler la notion de
dérivée fonctionnelle.

L’équation de Klein-Gordon décrit une particule de spin nul et de masse M .
Pour une particule libre, elle se met sous la forme

(

� + M2
)

Φ = 0

où � = ∂µ∂µ = ∂2
t − ∂2

x − ∂2
y − ∂2

z et avec le choix d’unité ~ = c = 1.
Soit une châıne de pendules de masse m de longeur R et couplés à leurs

plus proches voisins par des ressorts de raideur k et de longueur au repos nulle.
Chaque pendule est contraint de se déplacer dans un plan perpendiculaire à
l’axe (Ox) situé en x = a i (i est un entier). Il fait un angle θi avec la verticale
(axe (Oz)). On notera g l’accélération de la pesanteur et on se placera dans la
limite des faibles oscillations.
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1) Montrez que le lagrangien du système peut se mettre sous la forme

L =
∑

i

[

mR2

2

(

dθi

dt

)2

−
mgR

2
θ2

i −
kR2

2
(θi+1 − θi)

2

]

En déduire les équations du mouvement ainsi que l’expression de l’action.
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2) Quelle est la limite continue de ces équations du mouvement? On posera
x = ai, θ(x) = θi, µ = m/a la masse liné̈ıque et κ = ka le module d’Young.
Faire le lien avec Klein–Gordon.

3) Même question pour l’action. Mettez le résultat sous la forme

L =

∫

dx L

où L est la densité de Lagrangien.

4) Soit S [φ] une fonctionnelle (comme l’action par exemple). La dérivée fonc-
tionnelle est définie par

δS

δφ (x, t)
= limǫ→0

S [φ (x′, t′) + ǫδ (x − x′) δ (t − t′)] − S [φ (x′, t′)]

ǫ

ce qui permet d’écrire :

S [φ + δφ] − S [φ] =

∫

dxdt
δS

δφ (x, t)
δφ (x, t) + O

(

δφ2
)

En particulier, les équations du mouvement s’écrivent sous la forme :

δS

δφ (x, t)
= 0

Calculez les dérivées fonctionnelles par rapport à φ (x′, t′) des fonction-
nelles suivantes

∫

dxdt φ (x, t) ,

∫

dxdt (φ (x, t))
n

∫

dxdt φ (x, t)
∂m

∂tm
∂n

∂xn
φ (x, t) et

∫

dxdt

(

∂φ (x, t)

∂t

)2

5) Retrouvez ces résultats en utilisant la règle suivante :

δφ (x, t)

δφ (x′, t′)
= δ (x − x′) δ (t − t′)

et en remarquant que la dérivée fonctionnelle agit dans l’espace des fonc-
tions alors que les dérivées et intégrales par rapport à x et t agissent dans
l’espace temps (i.e. ces opérations commutent).

6) A partir des résultats précédents, déterminez directement les équations du
mouvement pour le modèle continu à partir l’expression de l’action.

7) Montrez que les équations du mouvement peuvent aussi de déduire de

∂µ

∂L

∂ (∂µθ)
=

∂L

∂θ

Faites le lien avec la mécanique lagrangienne.
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II. Le champ électromagnétique

Soit le champ électromagnétique décrit par le potentiel vecteur Aµ. La
densité de Lagrangien est définie dans ce cas par

L = −
1

4
FµνFµν − jµAµ

où Fµν = ∂µAν−∂νAµ est le tenseur champ électromagnétique et jµ le quadrivecteur
courant. On rappelle que la métrique Minkowskienne est donnée par le tenseur
diagonal ηµν = ηµν avec η00 = 1, η11 = η22 = η33 = −1

1) Montrez que la densité de Lagrangien peut se réécrire sous la forme

L = −
1

2
(∂µAν) (∂µAν − ∂νAµ) − jµAµ

2) Vérifiez que

∂L

∂ (∂µAν)
= −Fµν

3) Déduisez-en les équations du mouvement. Les plus courageux pourront
vérifier qu’il s’agit bien des équations de Maxwell.

4) On considère la transformation de jauge

Aµ(x) −→ Aµ(x) + ∂µΛ(x)

Vérifiez que les équations du mouvement sont bien invariantes de jauge.

5) Montrez que la condition d’action invariante de jauge est reliée à condition
de conservation du courant ∂µjµ = 0. Le lien entre symétrie locale et
conservation du courant est en fait une propriété générale découlant du
théorème de Noether.
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