Quantification et espaces de Fock

Examen de théorie des champs, M1 2009-2010
Vendredi 29 janvier 2010

L’examen comprend trois parties A, B et C.
La partie A est une suite de questions de cours.

Les parties B et C utilisent quelques résultats énoncés explicite-
ment dans la section A.I, et qui peuvent étre utilisés dans la suite
meéme s’ils n’ont pas été démontrés.

La partie B est un échauffement pour la partie C, mais cette
derniére peut néanmoins étre traitée presque indépendamment.

Les questions marquées d'un * sont des questions indépendantes
du reste du probléme et que vous étes invités a ne traiter qu’apres
avoir résolu (ou avoir essayé de résoudre) les autres.

A part pour la toute derniére question, on prend des unités oul
h=c=1.






Introduction

En théorie quantique des champs, les produits d’opérateurs aux
meéme point sont singuliers, divergents. Le produit normal (ou pro-
duit de Wick) est une quantification des produits classiques qui
évite ces divergences, au sens ou un produit normal a des €léments
de matrice finis entre états de Fock ne contenant qu'un nombre fini
d’excitations.

Le but du probléme qui suit est d’analyser plus en profondeur
dans un cas simple les vertus et les défauts du produit normal.
Le contexte est le suivant : on ajoute a un hamiltonien de champ
libre agissant dans I'espace de Fock usuel une perturbation qua-
dratique et on étudie dans quelle mesure le systéme perturbé peut
étre décrit dans l'espace de Fock de départ. La réponse dépend de
la dimension de 'espace-temps.

Méme si I'étude qui suit ne va pas jusque la, un cas concret ou
les calculs proposés sont pertinents est le calcul de la réponse (par
exemple la matrice S) d'un champ libre soumis a4 une source exté-
rieure (ne dépendant que du temps) couplée non pas au champ lui
méme mais a son carré. La création de paires €lectrons-positrons
par un champ €lectromagnétique reléve de cette problématique.



Partie A : Questions de cours.

A.I Théoreme de Wick

Soient ¢ et d deux opérateurs tels que [¢,d] = hout [h,¢] = [h, d] =
0. Les symboles A et p désignent des parametres commutants (par
exemple des nombres complexes).
A.1 : Montrer que
erde ™ =d + Ah.

Etablir sans calcul supplémentaire que
e Pdgerd = ¢ 4 ph.
Conclure que ¢d™ = d"¢ + nhd™ ', n=2,3,---. 5,

A.2 : ° Utiliser la question précédente pour montrer, par exemple
en dérivant par rapport a A, que

e—pde?\cepd — e)\phe)\c.

A.3 : " Soit la fonction F(t) = e tedet(Pd+A)e—tAC Vérifier que

F'(t) _ e—tpa(_pa)et(pa+?\é)e—t7\é
+ e—tpaet(pd+)\é)(pa+ Aé)e—t?\é
+ e—tpaet(paJr)\é)(_}\é)e—t)\é
En utilisant [Aé + pd, d] = Ah déduire des questions précédentes que
F/(t) = tAphF(t). o,
A.4 :’ Conclure que

epd+?\c — ep)\h/Zepde?\c.

A.Il Espace de Fock d’un oscillateur

Soit F I'espace de Fock associé a la paire d’opérateurs a, a' tels
que [a, @'] = 1. On rappelle que cet espace a une base orthonormée
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{iIn)smn=0,1,---} telle que a|0) =0, a/n) = y/nn—1) pour n =
1,2, etdln)=vn+1n+1)poura=0,1,---.

On désigne par a* et a des variables commutantes et on définit
l'ordre normal d’'une fonction de a* et a développable en série f =

Zm.n:O,l,-.. fm,n(a*)man par

On définit

ou w est une constante > 0.

A.5 : Calculer [q, p]. &,
Soit Ho = : (p? + w?q?) :.

A.6 : Ecrire Hy en fonction de a et af. Donner une base orthonor-

mée d’états propres de Hy et les niveaux d’énergie correspondants.
Comparer Ho a (p? + w?g?). &

A.III Espace de Fock d’un champ libre réel

On travaille en dimension d’espace d générique!.

On dit d'une fonction f(x;,---,xq) définie sur R¢ qu’elle est pé-
riodique de période L si f est périodique de période L indépendam-
ment suivant les d composantes xi,---,%xi, -+ ,Xq, donc si f est
invariante sous l'action des translations par tous les vecteurs de
[* = (LZ)¢. On rappelle que I = ( ZT”Z)d est I'ensemble des vecteurs
qui interviennent dans le développement de Fourier des fonctions
de période L sur R¢, et que pour k € I,

do ,ikx __14d
J[o L]dd X e =L 512,6-

1. A part cette généralisation, les définitions et notations qui suivent sont
celles du cours et devraient étre familieres. Pour mémoire, d ~ 3 dans le monde
réel.



Soit F, ort I'espace de Fock associ€ aux paires d’opérateurs dag, at,

=~

k e I tels que

[Cl,z, a

—] =+

]=0

——+

J=6¢; lagag=Ial,a

pour k,l € I. On rappelle que cet espace a une base orthonormeée
{Im)joun=Mnmgg,; €N I parcourt I'ensemble des applications de I
dans N tellei que Y . ng < +oo. L'état |0) est le vide, annihilé par
tous les ai, kel et

AT ng
|ﬁ>EH(a’2) 0).

1 ng!
Rer  ®

On désigne par a et a; pour Kk e I des variables commutantes et
on définit 'ordre normal d’'une fonction des az et a; développable

en série f =} . fmw [ [zer(az)™e(ap)™e par

tfr= menH ajz
kel
= /K2 + m2. On définit

e pae™) D) =:0(%):,

Soit m > 0. Pour k € I on pose w

&

(X)) =

Ld/2 Z \/2—W

?) Wi K% ikz oy =
(%) Ld/sz’ ki(ate ™ — ape™™) M(X) = :TI(X) .
kel

Ces fonctions et les opérateurs associés sont périodiques de période
L sur R4,
A.7 : Rappeler (sans refaire le calcul) la valeur de [®(X), TT(§)].  «
Soit ~ )
H, =: J A% =(T1? + (VD)2 + m202?):.
oL 2

A.8 : Ecrire H, en fonction des opérateurs ap et d]Tz. Donner une

base orthonormée d’états propres de H, et les niveaux d’énergie

correspondants.
Sans calculs, rappeler en quoi H, differe de Jiorjad?% 3(T12 +

(VD)2 + m2d2) et pourquoi il lui est préférable. &
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Partie B : Oscillateur harmonique.

On reprend les notations de la section A.Il.

Soit H=:1(p? + Q2q?):, ou Q est une constante > 0.

B.1 : Ecrire H en fonction de a et a'. Expliquer, de préférence sans
aucun calcul, pourquoi (OH|0) = 0. &

On définit des opérateurs b et b’ agissant sur F par

(Q+ w)da+ (Q—w)af (Q+w)dal + (O —w)a

b= bf =
2vVw 2vVw
B.2 : Vérjﬁer (en utilisant que a et a' sont adjointsi l’yn de l'autre)
que b et b’ sont adjoints I'un de I'autre et calculer[b, b']. o,

B.3 : Montrer que X o
H=0Qb'b—Eo(Q, w)
et donner I'expression de Eqo(Q, w). En déduire le spectre formel de

H. Par « spectre formel » on entend « spectre dans I'espace de Fock
de b et b' » (dont la relation avec F n’est pas tout-a fait évidente). «,

B.4 : On constate que Eqo(Q, w) est toujours positive, et on on veut
I'interpréter. A partir des questions B.1 et B.3, montrez que
Eo(Q, w) = Q[[6]0)]?.
N
Pour aller au dela du spectre formel, on cherche une base d’états
propres de H sur F. On rappelle que, pour [u| < 1, on a

( V2= Z n4nn!2 Z n Znny

B.5 : Montrer qu’il existe dans ¥ un unique état normalisé, qu’'on
notera |0),, annihilé par b et dont la composante sur |0) soit réelle
positive. Quelle est I'énergie (pour H) de cet état ?

On cherchera cet état sous la forme ) c,|n), on donnera une
relation de récurrence sur les ¢, que 'on résoudra. On en déduira
la normalisation.

Vérifier que |0), peut se récrire sous la forme compacte :

!

4 4w 1liah)? +Q
10), = mez |10).
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On définit A
_ (N
In), = N |0),, m=0,1,---
B.6 : Expliquer sans nouveaux calculs pourquoi les états {{n),}n-o0.1....
forment une base orthonormée de 7. &,

Les calculs de la question B.5 montrent en particulier que le
développement de |0 ), sur les états |n) ne fait intervenir que les n
pairs. On cherche a I'interpréter. On définit un opérateur lin€aire
U sur F par U/n)=(—1)"n)

B.7 : Vérifier que U = Uf = U~!, puis que, en tant qu’opérateurs
sur J,

En déduire que
bl =-b UbIU ! =-b'.

puis que U commute avec Ho et H. Conclure sur les états propres
de H et en particulier sur |0),,. a,



Partie C : Théorie quantique des champs.

On reprend les notations de la section A.IIIL.

Soit

-~

H

1 . -~
: J A% = (TP (VD)24+M202) : = Ho+: J dix
[0,L]d 2 [0,L]¢ 2

ot M est une constante > 0. Pour k € I on pose Q; = Vk2 + M2.

C.1 : Exprimer ]:l en fonction des a; et d]Tz. Ecrire le résultat comme
une somme sur K € I de hamiltoniens H® tels que H®¥) = A=) ne
soit fonction que de ag, a', a_g et a' .. Justifier que [H“z), H(T)} =0
pour K.lel o,

On définit des opérateurs by et bl agissant sur Forr par

(Qp + wp)ag + (Qp —wg)al - (Qr + wglal + (Qp —wp)a

oH
&
Il
oH
Foy il
Il

—k
2 wEQE

C.2 : Montrer que la transformation est canonique, i.e. telle que les
by et bjz sont adjoints I'un de l'autre et vérifient

b, bl =8p; K.Tel

On admettra que [bg, byl = [B]Tz, 6%] — 0 pourk,lel.
. Montrer que (pour k # 0 fixé) I'état

(Uf('*QE
wlz-l-Q]z

C.3 : On pose si; =

At
eSﬁaEailq O >
est normalisable de norme carrée

NI . 2
||es]za;fza1]2| O>||2 — (wk + Qk) ,
4(1)]2_(1]2
et est annihilé par b; et b_¢.
On pourra par exemple développer I'exponentielle en puissances
de s et remarquer que by est proportionnel a a; — 512(1:2- &



C.4 : Montrer que O (blbg + b7 b ¢) = FF) 4+ AP 4 2E0(Q, wp)
ou Ey est donné par la méme formule qu’a la question B.3.
En déduire en utilisant la question précédente le spectre de
A + AR agissant sur Fopr. N
Dans la suite du probléme, on pourra utiliser sans justifica-
tion? le résultat suivant. Si (ug)g.; est une famille de réels indexée
par I telle que ug ~ Clk|—® pour k| — oo alors la somme D ke U
converge si et seulement si 6 > d. La notation K| désigne la norme
euclidienne de k.
. )2
C.5 : Montrer que le produit infini [[;, % converge si et
seulement si d < 4. On pourra se ramener a une somime en consi-
dérant le logarithme. &,

C.6 : Conclure a partir de la question C.3 que pour d < 4 I'état

est normalisable et annihilé par tous les b;. Donner sa norme. On
notera |0 )\ 'état normalisé correspondant.

Que se passe-t-il pour d > 4 ? La représentation de Fock usuelle
des 6]2 et ETE, et leur représentation dans F. ort sont-elles €quiva-
lentes ? a,

() )2
C.7 : Montrer que Y -, ‘2%~ converge si et seulement si d < 3,,

4-UJ'Z
C.8 : Donner pour d < 3 la valeur de H agissant sur |0)y, et en

déduire que H est diagonalisable sur F orr. Donner son spectre
sans calculs supplémentaires.

Montrer que H nest pas borné inférieurement si d > 3. o,

C.9 : Pour d < 3, donner sous la forme d'une intégrale I'expres-
sion de la densité d’énergie (i.e. 'énergie par unité de volume) du

fondamental de H agissant sur F. ort dans la limite L — oo. ey

C.10 : Evaluer cette intégrale explicitement pour d = 2. Restaurer
les c et h. a,

2. Mais quand méme de préférence en comprenant pourquoi c’est vrai!
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