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Kapitel 1

Einleitung

Die Zeta-Funktion fiir ein supersymmetrisches nichtlineares Sigma-Modell — unter dieser
Uberschrift werden Phaseniiberginge zweiter Art untersucht. Sie zeichnen sich durch eine
unendliche Korrelationsldnge bei der kritischen Temperatur und eine damit einhergehende
Nichtanalytizitdt von Groflen wie der spezifischen Wirme aus. In nicht explizit 16sbaren
Modellen ist die Renormierungsgruppe das geeignete Instrument, um den Phaseniibergang
qualitativ wie quantitativ richtig zu beschreiben [31]. Analysiert wird, wie sich ein System
unter Skalentransformationen verhélt. Das ist deshalb wichtig, weil am Phaseniibergangs-
punkt die Korrelationsldnge unendlich, das System also skaleninvariant wird. Daraus folgt,
daf die Gitterkonstante des Systems, fiir das man den Phaseniibergang untersuchen will,
am kritischen Punkt keine Rolle mehr spielt. Diese Beobachtung motiviert, anstelle eines
diskreten Systems ein feldtheoretisches, d.h. kontinuierliches System, zu untersuchen. In
zwei Dimensionen wire das einfachste kontinuierliche System ein n-komponentiges skala-
res Feld ¢ mit ,nichster Nachbar“-Wechselwirkung (E ~ (V)?), dessen Betrag keiner
Beschrinkung unterworfen ist. Seine freie Energie ist exakt berechenbar (vgl. Abschnitt
7.2). Ein Phaseniibergang tritt aber erst dann auf, wenn ein zusétzlicher nichtlinearer
Term hinzuaddiert wird. Dieser lieBe sich wie in vier Dimensionen durch einen Term g¢*
realisieren. Drei Kritikpunkte konnen an dieser Vorgehensweise angebracht werden:

1. Feldamplituden bekannter physikalischer Systeme wie von Spin-Modellen sind be-
schrankt.

2. Das Modell hat zu viele relevante Operatoren (vgl. Abschnitt 6.4), die den sto-
rungstheoretisch bestimmten Phaseniibergangspunkt storen.

3. Ein Beweis der Renormierbarkeit (vgl. Abschnitt 6.3) ist {iberaus schwierig, wenn
nicht gar unmoglich.

Statt einen Term g¢* hinzuzuaddieren, wird eine Zwangsbedingung dadurch eingefiihrt,
daBl der Betrag des Feldes auf 1 normiert wird. Das Modell, ein sogenanntes bosonisches
nichtlineares Sigma-Modell, ist renormierbar [8]. Aus der Storungsrechnung und der zu-
gehorigen feldtheoretischen Renormierung lassen sich (vgl. Abschnitt 6.5 und [6], [7])
folgende Eigenschaften extrahieren:

e die kritische Temperatur in d = 2 4+ ¢ Dimensionen,
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das Verhalten der Korrelationsfunktionen fiir sehr grofie und sehr kleine Impulse,

das Skalierungsverhalten der Korrelationsfunktion am kritischen Punkt,

das Verhalten der Korrelationsldnge in der Ndhe der kritischen Temperatur,

das Verhalten in einem &ufleren schwachen Magnetfeld bei der kritischen Tempera-
tur.

Diese Groflen lassen sich alle aus der Kenntnis der sogenannten Renormierungs-(3- und
-(-Funktionen herleiten. Das nichtlineare Sigma-Modell ist in der angegebenen Form in-
variant unter Rotationen des Feldes. Diese Symmetrie ist nach [8] das entscheidende Hilfs-
mittel beim Beweis der Renormierbarkeit.

Man kann nun {iberlegen, ob sich ein analoges Modell auch fiir Fermionen entwickeln
liele. Das ist in der Tat mdoglich. Moglich ist ebenso eine Mischung beider Modelle. Beim
richtigen ,, Mischungsverhéltnis® tritt, wie gezeigt wird, ein bemerkenswertes Phinomen
auf: Eine neue Symmetrie, die Supersymmetrie, erscheint, die bosonische in fermionische
und fermionische in bosonische Felder iiberfiihrt [10], [11], [23], [30].

Mit Hilfe einer systematischen Entwicklung in der Temperatur und dem Parameter ¢ =
d—2 lassen sich der kritische Punkt und die kritischen Exponenten ermitteln. Hierfiir muf3
man die §- und (-Funktionen aus der freien Energie bestimmen. Sie wurde bis zur 3-Loop-
Ordnung berechnet. Man erhélt die S-Funktionen in 2- und die {-Funktionen in 3-Loop-
Ordnung. Die - und ¢-Funktionen fiir das bosonische Modell, Gleichungen (7.46), (7.48)
und (8.27), stimmen mit [16] bzw. [17] tiberein, die f-Funktion fiir das supersymmetrische
Modell, Gleichung (7.47), mit [13]. Die (-Funktionen fiir das supersymmetrische Modell,
Gleichungen (7.49) und (8.28), werden hier erstmals in einer e-Entwicklung berechnet.
Fiir den Spezialfall [ = 1 stimmt das Ergebnis mit der 1/N-Entwicklung in [12] {iberein.
Die Gliederung der Arbeit ist wie folgt:

Das 2. Kapitel befafit sich mit der Supersymmetrie. In die Durchfiihrung der Rechnun-
gen gehen soviele Details ein, dafl es unabdingbar ist, diese prézise zu erfassen und dar-
zustellen. Die Supersymmetrie &8t sich elegant als zusétzliche Symmetrie des um zwei
GraBmann-Variablen erweiterten Ortsraumes einfithren. Ausgehend von einer Darstel-
lung der Symmetriegruppe des Ortsraumes und der zugehorigen Spindarstellung, die die
Transformation der fermionischen Freiheitsgrade des Systems beschreibt, wird die Super-
symmetrie zwischen den zwei bosonischen und den zwei fermionischen Freiheitsgraden des
Modells, in unserem Fall eines supersymmetrischen nichtlinearen Sigma-Modells, konstru-
iert.

Dieses Modell wird — ausgehend vom bosonischen nichtlinearen Sigma-Modell — in Kapitel
3 vorgestellt. Es wird gezeigt, dal im wesentlichen nur eine mogliche supersymmetrische
Verallgemeinerung existiert. Im Gegensatz zu der iiblichen Vorgehensweise [3], [13] liegt
dieser Arbeit kein masseloses, sondern ein massives nichtlineares Sigma-Modell zugrunde.
Als grundlegendes Hilfsmittel wird in Kapitel 4 die Stérungsrechnung eingefiihrt. Die
Korrelationsfunktionen fiir die nichtwechselwirkenden Felder — diese sind immer Aus-
gangspunkt der Storungsentwicklung — lassen erste Riickschliisse auf die Eigenschaften
des Modells zu. (Vgl. [1], [3], [4], [13], [18], [20], [21], [32].)
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Weitere Eigenschaften, die entweder fiir supersymmetrische Theorien allgemein gelten
oder die den Vergleich von bosonischem und supersymmetrischem Modell betreffen, wer-
den in Kapitel 5 diskutiert.

Dem Problem der Renormierung, das bei jeder wechselwirkenden Theorie auftaucht, ist
Kapitel 6 gewidmet. Aufbauend auf einem expliziten Beweis fiir die Renormierbarkeit des
bosonischen Modells nach [8] wird hier der Beweis fiir das supersymmetrische Modell ver-
allgemeinert. Breiten Raum nimmt schliefllich die Frage ein, was aus der Stérungsrechnung
gelernt werden kann.

Kapitel 7, das die Durchfithrung der Renormierung behandelt, ist das technisch aufwendig-
ste Kapitel. Die freie Energie der freien Theorie wird explizit berechnet. (Fiir die verwen-
dete Methode vgl. [17] und [28].) Fiir die supersymmetrische Theorie wird ein Analogon
definiert, das nicht verschwindet. Die anderen Resultate der Renormierung werden nur
angegeben. Thre vollstandige Darstellung wiirde den Umfang der vorliegenden Arbeit bei
weitem sprengen. Man erhélt die g-Funktionen in 2- und die (-Funktionen in 3-Loop-
Ordnung.

In Analogie zu [7], [17] und [28] wird in Kapitel 8 die Renormierung einer grofien Klasse
relevanter Operatoren fiir das supersymmetrische Modell diskutiert.

Kapitel 9 zeigt, wie die Ergebnisse auf andere nichtlineare Sigma-Modelle verallgemeinert
werden konnen.

Der Ausblick, Kapitel 10, zeigt, wo noch Fragen offen geblieben sind.



Kapitel 2

Supersymmetrie

In diesem Kapitel wird das Phinomen Supersymmetrie erértert. Wie schon in der Einlei-
tung angedeutet, handelt es sich um eine zusétzliche Symmetrie, die bosonische und fer-
mionische Felder mischt. Es ist leicht, eine Hamiltonfunktion in den Komponentenfeldern
sowie eine supersymmetrische Transformation hinzuschreiben und zu iiberpriifen, daf die-
se die Hamiltonfunktion invariant 148t. Diese Vorgehensweise hat jedoch zwei Nachteile:
Erstens ist nicht ersichtlich, warum gerade diese Symmetrietransformation gewéahlt wurde
und zweitens fithrt dieser Ansatz zu einer Komponentendarstellung, die rechentechnisch
praktisch nicht handhabbar ist. Es wurde hier deshalb der Superfeld-Zugang gewé&hlt. Er
beruht auf einer Erweiterung des Ortsraumes (R?) um zwei zusitzliche Graimannvaria-
blen zu R? x G2, das dann Triger des Superfeldes ist. Konstruiert wird die Erweiterung
des Ortsraumes aus einer Erweiterung der Symmetriegruppe des R?, der affinen Trans-
formationen. Sie kann wegen des Coleman-Mandula-Theorems keine Lie-Gruppe sein'.
Grundlage fiir die Konstruktion ist eine prizise Darstellung der Symmetrie-Gruppe des
R2. Diese wird in Abschnitt 2.1 gegeben. In Abschnitt 2.2 bis 2.3 werden als notwendi-
ges Hilfsmittel Dirac-Spinoren iiber dem R? eingefiihrt. Die Analyse zeigt, welche Teile
der Konstruktion zwangsldufig und welche willkiirlich sind. Mit Hilfe von Graimann-
Variablen (Abschnitt 2.4) gelingt in Abschnitt 2.5 dann die Erweiterung der Symmetrie-
Gruppe des R?. Abschnitt 2.6 erértert die angesprochene Superfeld-Darstellung. Sie zeigt
insbesondere, warum gerade die Erweiterung in Abschnitt 2.5 gewéhlt wurde. Abschnitt
2.7 behandelt die Frage, wie eine supersymmetrische Hamiltonfunktion definiert werden
kann. Abschnitt 2.8 ist Grundlage fiir simtliche folgenden Rechnungen.

Als Literatur fiir dieses Kapitel wurden [3], [10] und [23] verwendet. Die ersten Arbeiten
auf diesem Gebiet sind [26] und [30].

2.1 Symmetrien des R?

In der vorliegenden Arbeit werden euklidische Feldtheorien iiber dem R? mit Metrik
G = 0, behandelt. Es ist deshalb nicht zwischen kovarianten und kontravarianten
Groflen zu unterscheiden. Die zugehorigen Hamiltonfunktionen sind invariant unter den

Vgl. Abschnitt 2.5.



affinen Transformationen des R?, die zusammmen eine Lie-Gruppe bilden?. Die zugehorige
Lie-Algebra wird erzeugt von den Generatoren, M,,, und P,, der Drehungen und Verschie-
bungen. Fiir deren Untersuchung beschranken wir uns beispielhaft auf die Dimension 2
des zugrundeliegenden Raumes und auf eine explizite Darstellung. Die Argumentation ist
aber so allgemein gehalten, daf sie grundsétzlich fiir beliebige Dimensionen gilt.

Versuchen wir, eine Darstellung D,, der Lie-Algebra auf C*(R?) zu finden®. Es muf gelten:

D, (¢F) f(y) = flw+y)  Vf € CY(RY) (2.1)
Daraus folgt: 5
D, (P,) = %&E (2.2)

Die Drehungen, die von M), induziert werden, bilden die {sx, v}-Ebene auf sich selbst ab,
wihrend Koordinaten orthogonal dazu unveréndert bleiben.
Ferner gilt M, = —M,,,. Die Drehrichtung wird dadurch festgelegt, daf§ e'™i/2 gerade

die v-Achse auf die p-Achse abbilden soll.
Eine Matrixdarstellung der Generatoren der Drehung ist:

1
DM(MMV)T)\ = ;(g,u‘rgzx/\ - gu)\gm') (23)

Ein explizites Beispiel fiir 2.3 ist:

D (M) = <—Oz 8)

B

n=0
- n - n n 0-1
:; +nz 2n+ QH( 1 (1 o)

— cosi) + 0—1 g — cos¥ —sin?
- o 10 )™ {sing cosd

Eine Darstellung auf C*(R?) ist deshalb:

0
,Dw(M,u,z/> — xTDM(MuV)TA 8_1:)\
1 0
_ = _ — 2.4
i (g;u'gu/\ gu)\gur) XTr 633',\ ( )
Fiir jede Darstellung der Lie-Algebra gilt per definitionem:
Do([Myw, Fo]) = [Dus(Myuw), Des(Fo )] (2.5)

2Statt affine Transformationen des R? wird im folgenden — nicht euklidischer Terminologie folgend —
der Begriff Poincaré-Gruppe verwendet.
3C%(R?) sind die analytischen Funktionen auf R?.
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Daraus folgt:

a 0
DwMV;DwPo = - 2 vT T . 2.
D) PulP)] = = (i = i) [0 5
= (gurtir — 93907) (9075
= GurGvx — Gu Gvr Jor 8:@
=1 (guagu)\ - g,u)\gua) Dw<P/\) (26)
Bei Berticksichtigung von (2.4) muf gelten:
[M;wv PO'] =1 (guapu - gyapu) (27)

Die abgeleiteten Relationen lassen sich in einen abstrakten Rahmen einordnen: A, und
P, bilden eine graduierte, d.h. geordnete, Lie-Algebra: Jedem Element der Lie-Algebra ist
seine, durch eckige Klammern bezeichnete, kanonische (Energie-) Dimension zugeordnet:

[M/W] =0
[P =1

Da in den Kommutatorrelationen keine dimensionsbehafteten Grofien auftauchen, addie-
ren sich bei Multiplikation (Bildung des Kommutators) die kanonischen Dimensionen. Sie
bilden eine Graduierung g der Lie-Algebra mit Elementen {L;}:

9 ([Li, Ly]) = g (L) + g (L;) (2.8)
Schon aus dieser einfachen Uberlegung folgt, da keine Elemente der Ordnung 2 existieren:

[M, M) ~ M
[M,P] ~ P
[P,P] =0

Wir werden in Abschnitt 2.5 diese Lie-Algebra unter Beriicksichtigung der vorhandenen
Graduierung erweitern.

2.2 Spinoren

Supersymmetrische Theorien enthalten stets Fermionen, also Spinoren. Diese lassen sich
als Vektoren mit komplexen Eintrdgen darstellen. Ein kanonisches Skalarprodukt wird
mit Hilfe einer Matrix o definiert?:

<@, >= Or51g (2.9)

Aus der Forderung <1,9 >€ R folgt

Yo =0 (2.10)

459 = 4% und die Null wird so gesetzt, daB sie nicht mit anderen Indizes kollidiert.
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d.h. 7 ist eine hermitesche Matrix. Zur Abkiirzung schreibt man héufig

¢=v", (2.11)
so daf3
<, >= @Y (2.12)
und nennt ¢ den zu ¢ adjungierten Spinor. Es soll gelten’:
(0)* =1 (2.13)

Wie wir unten sehen, werden Matrizes (7,),=1..4 bendtigt, die folgende zwei Bedingungen
erfiillen®:

{1} = 29 (2.14)
v R VY _ (2.15)

& () = vy Y = vyov ey
= T = W0V %0 = Vo s (2.16)

d.h. v, ist selbstadjungiert bzgl. der Metrik 7y. Zur Abkiirzung definieren wir fiir einen
beliebigen Vektor A:

A=A, (2.17)

Die Bedingung (2.14) resultiert aus dem Versuch, eine Differentialgleichung 1. Ordnung
fiir ein Teilchen zu finden, deren Losungen zusétzlich die Laplace-Gleichung

(~A+m?*) =0 (2.18)
erfiillen. Eine Moglichkeit ist
(i —m)y =0, (2.19)
denn durch Multiplikation mit (—i¢) — m) von links folgt
0= (=id —m)(i —m) = (=A +m?) ¢ . (2.20)

Die zweite Bedingung (2.15) riihrt daher, daB £ = [d%z (i) — m)y als Lagrange-
Funktion, welche die Euler-Lagrange-Gleichung (2.19) liefert, reell sein soll.

Eine Ankopplung an ein &ufleres elektromagnetisches Feld F,, = 0,4, — 0, A, wird mit
Hilfe der minimalen Substitution

i@u — ’iau — eAu , (2.21)

5Fiir nichteuklidische Diracspinoren wire diese Forderung redundant. Man kann sich jetzt und im
-100

folgenden R! x R? mit Metrik g, = ( 0 10 | vorstellen. Der hier benutzte Teil (R?) ist eine raumartige
001

Hyperfliche, die Teil der Lorentzmannigfaltigkeit (R! x R?) ist.
6Vorausweisend sei angemerkt, daf§ das Minuszeichen in (2.14) notwendig ist, damit eine Majorana-
Darstelung (Abschnitt 2.3) existiert.
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die aus der Forderung nach lokaler Eichinvarianz herriihrt, erreicht. 1) kann sowohl Losung
fiir Teilchen mit Ladung e als auch fiir Locher mit Ladung —e sein. Wir suchen deshalb
eine Transformation

Y — e, (2.22)
so daf3
(id+ed —m)be =0 . (2.23)
Ausgehend von
(i —ed—m)yp =0 (2.24)

erhalten wir durch komplexe Konjugation:

(=" —ed" —m)y* =0
= 0 (=i — ed" —m)y gt =0
= (=" —ed" —m)ygyT =0

Nun existiert in jeder Darstellung der y-Matrizes eine sog. Ladungskonjugationsmatrix C'
mit

(2.25)

CEC™ = —, (2.26)
ctC =1, (2.27)
ct=-C. (2.28)

Schieben wir C~*C' in (2.25) ein und multiplizieren mit C' von links,
C(=ig" —ed” —m)C™'Cygv" =0,

so erhalten wir
(i) —ed —m) e =0
mit
Yo = —ncCry (2.29)

und einem beliebigen Phasenfaktor 7c.

Untersuchen wir als ndchstes das Transformationsverhalten von Spinoren unter der Poin-
caré-Gruppe.

Bei Verschiebungen © — &’ = x + y bleibt ein Spinor unveréndert:

() = Y(a') = Y(z +y) (2.30)

Unter Drehungen z — 2/ = Rz hingegen ist der Spinor selbst zu transformieren. Die
Dirac-Gleichungen im ungestrichenen und im gestrichenen System lauten:

nga—n0¢m»=o (231)
Qwé%—m)wmvzo, (2.32)
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wobei

g Ox, 0 . 0
oz}, N Oz}, Oz, = (R )Wax,, (2.33)
und
V'(2') = S(R)¢(Rx) . (2.34)
Gleichung (2.32) kann man umformen:
o1 0
(ZS (R)v.S(R)R,, 5 m> (Rx) =0 (2.35)

Da geméf der Forderung nach Kovarianz die Dirac-Gleichung in jedem Bezugssystem die
gleiche Gestalt haben muf, gilt:

STHR)WS(R) = Ry (2.36)

Gleichung (2.36) 148t sich am einfachsten l6sen, wenn R Matrixdarstellung einer infinite-
simalen Drehung YM), um den Winkel 9

R =1+ i9Dy(My,) (2.37)

und S Spindarstellung derselben infinitesimalen Drehung

S(R) =1+ iWDg(M),) (2.38)
ist. Dann gilt:
[V Ds(Mxr)] = Dt (Mir ) Vo (2.39)
= % (93uGrv = GawGru) Vo (2.40)
= % (G Yr = GruVr) (2.41)

Es ist einfach zu sehen, daf Dg(M,,) ~ v die Gleichung nicht 16st. Deshalb versuchen wir
den Kommutator zweier Dirac-Matrizes, [yx, V-],

Vs 1o Yol = 2 {3 w3 e + v {0 3 = 2 {0 v o4 = s {0 90 ]
- _4,9;1)\’77 + 49#7’7)\ 3 (242)

so dafl man .
i
Ds(Mxr) = 7 [vn ] (2.43)

wéhlen kann. Das Resultat ist unabhéngig von der Darstellung der ~-Matrizes.
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2.3 Darstellung von Dirac-Matrizes,
Majorana-Spinoren

Fiir die spéter einzufithrende Supersymmetrie interessieren wir uns fiir reelle Losungen
von

(i —m)yp =0 . (2.44)

Das ist moglich fiir v = —7, (Majorana-Darstellung). Unsere Wahl der y-Matrizes, der
Matrix C' und des Phasenfaktors ¢ lautet deshalb:

C=v= (Q _i) (2.45)

i 0
= (? é) (2.46)
= g) (2.47)
ne =1 (2.48)

Die Bedingungen des letzten Abschnitts sind erfiillt. Es folgt

Yo =9". (2.49)

Da (2.44) reelle Losungen zuléft, konnen wir im folgenden

Y =1vc=1" (2.50)

fordern. Der so eingeschrinkte sog. Majorana-Spinor (¢, )a=12 hat zwei Freiheitsgrade. Die
im letzten Abschnitt berechnete Spindarstellung von M, ist mit der Majorana-Bedingung
vertraglich.

Ein wichtiger Punkt darf nicht unerwahnt bleiben. Startet man bei einer nichteuklidischen
Feldtheorie — diese Vorghensweise wird von den meisten Feldtheoretikern bevorzugt — so
mufl die Feldtheorie anschlieBend Wick-rotiert werden, um d-dimensionalen Integralen
einen Sinn zu verleihen. Der mitzurotierende Spinor erfiillt dann allerdings nicht mehr die
Majorana-Bedingung. Auch wenn sich das rechnerisch nicht bemerkbar macht, so ist es
logisch unbefriedigend.

2.4 Grafimann-Variablen

Um fiir Fermionen ein Pfadintegral definieren zu kénnen, werden wir Fermionen nicht
mehr als komplexe Zahlen, sondern als Grafimann-Variablen auffassen. Wir stellen deren
wichtigste Eigenschaften zusammen. (Vgl. Berezin [5])

Seien {6,601,05,...} Gramannvariablen, dann sind Summe und Produkt definiert mit
folgenden Eigenschaften:

0, + 6y = 0y + 0, (2.51)
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(01 4 02) + 03 = 01 + (02 + 03) (2.52)
01605 = —050, (2.53)
(6192)93 == 91(‘9293) (254)
(61 4 02)05 = 0,05 + 0,05 (2.55)
Das Minuszeichen in (2.53) hat zur Folge, da8
0 =00 =—00=0. (2.56)

Das Produkt zweier GraBmanvariablen verhélt sich wieder dhnlich einer komplexen Zahl
(0102)05 = 05(6,65) , (2.57)

da die beiden beim Tauschen von #3 mit 6; und 5 entstehenden Minuszeichen sich weghe-
ben. Aufgrund dieser Vertauschungseigenschaften nennt man die 6; ungerade und ebenso
alle Objekte, die beim Vertauschen mit einem der 6; ein Minuszeichen einsammeln. Alle
anderen nennt man gerade.

Die Menge {6, ...0,} als Basis der Algebra erzeugt den 2"-dimensionalen Vektorraum

gn =< {1791’ coiy0,,0105,0105,...,0,_10,,...,0:05.. Qn} >,

dessen Basiselemente linear unabhéngig sind, d.h. eine Funktion der 6; hat die einfache
Gestalt:

FOL0s . 0,) = FO Y 10,43 (P00, + .+ £ 0020, (258)

1<j

Ordnen wir allen nicht verschwindenden Produkten der ; die Norm 1 zu, so ist auf G"
eine Norm definiert durch

HAR = 1FOR TP+ AP+ 1)1 (2.59)
i i<j

Wir definieren die Ableitung nach 6; als

0

Die iiblichen Differentiationsgesetze (Produktregel, Kettenregel) sind zu verwenden. Aus
(2.53) leitet sich ab, dafl

) )
a0 = - (3_9262) 0, = —0, (2.61)

und nicht etwa +6;. Die Regeln liefern auch fiir % = 0 das richtige Ergebnis:

%(99) _ (%9) 00 (%9) —g—0=0 (2.62)
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Analog ist die Linksableitung als

«—

0 _
definiert. Wahrend die Ableitung nach GraBmann-Variablen weitgehend wie bei reellen
Zahlen definiert werden konnte, ist das bei der Integration nicht moéglich. Fiir das Integral
iiber 6, ist Translationsinvarianz zu fordern:

[ o ri6) = [ aoy rion +-6) (2.64)

0 5 (2.63)

Aulerdem mufl das Integral natiirlich unabhéngig von #, und linear in f sein. Mit der
Entwicklung

f(0)=fo+0fi (2.65)
lautet (2.64)

/ 00, (o + 00 1) & / 40, (fo + Oafy + 01 11) | (2.66)

so daf} bis auf einen Vorfaktor nur f; in Frage kommt:

/ 46 (fo+0f) = fu (2.67)

Das Integral iiber 6 ist demnach identisch mit der Ableitung nach 6:

/ a0 £(0) = % 0 (2.68)

Man kann auch fiir Grafmannvariablen das konjugiert Komplexe definieren. Unsere Basis
{6y,...,0,} der Algebra wihlen wir reell:

) (2.69)

)

Fiir das Produkt zweier Grafmann-Variablen nutzen wir die Moglichkeit, bei der Bildung
des konjugiert Komplexen die Reihenfolge umzudrehen:

(Py)" = "¢" (2.70)

Diese Vorschrift stellt sicher, daB das Produkt 17 zweier Gramann-wertiger Spinoren
wieder reell ist.
Fiir reelle Spinoren 9% = 1, und ¢} = ¢, gilt insbesondere:

o = @ (2.71)
und B
VY = =Yt - (2.72)

Diese beiden Gleichungen werden im folgenden haufig verwendet, ohne dafl explizit darauf
verwiesen wiirde. Einen weiteren Trick fiir reelle Spinoren lohnt es sich zu merken:

(60)(8p) = Bt G0 = BathaPabe = —%ée@w , (2.73)

da 0,6y = 050, = 0 und 6,6, = 050, = %99. Wir werden auch ihn haufig benotigen.
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2.5 Erweiterung der Poincaré-Algebra

Fassen wir unsere obigen Ausfithrungen unter feldtheoretischen Gesichtspunkten zusam-
men: Neben der Invarianz der Lagrangefunktion unter der Poincaré-Gruppe spielt auch
die Invarianz unter internen Symmetrietransformationen eine wichtige Rolle. Invarianzen
liefern immer einen zugehorigen erhaltenen Strom (Noether-Strom). Interessant wére es
deshalb, Symmetrieoperationen zu finden, die vom Ort selbst abhédngen. Anders ausge-
driickt: Die Generatoren der zugehorigen Lie-Algebra sollen nichtverschwindende Kom-
mutatoren mit den Generatoren der Poincaré-Algebra besitzen. Gerade das wird aber
vom Coleman-Mandula-Theorem [9] verboten. Wir wollen hier nicht die Voraussetzungen
des Theorems diskutieren. Die Idee ist: Die Lie-Gruppe der Symmetrien zerfillt in ein
direktes Produkt der Poincaré-Gruppe und einer internen Symmetrie-Gruppe.

Eine Moglichkeit, die Restriktionen des Coleman-Mandula-Theorems zu umgehen, besteht
in der Verwendung von Super-Lie-Gruppen (Haag et. al. 1975 [15]).

Wir definieren, was wir unter der zugehorigen Super-Lie-Algebra verstehen: Eine Menge
{L;,Q;} von Generatoren bilden eine Super-Lie-Algebra, falls die folgenden vier Bedin-
gungen erfiillt sind:

1. {L;} als gerade und {Q;} als ungerade Elemente bilden eine graduierte Algebra’:

gerade - gerade = gerade
gerade - ungerade = ungerade

ungerade - ungerade = gerade

Das Produkt wird als Kommutator bzw. Antikommutator geschrieben:

L - Qj == [Li, Q]
Qi Q; :={Qi,Q;}

2. Die Produkte sind symmetrisch respektive antisymmetrisch:

[Li, L] = — [Ly, Li] (2.74)
[Li, Q;] = — [Qy, Li] (2.75)
{Qi Qi =1{Q;, @i} (2.76)

3. Die Produkte sind linear in jedem Argument.

4. Es gilt eine graduierte Jacobi-Identitét fiir die Generatoren. Diese ergibt sich aus
der Forderung, daf fiir ; € R und 6; € G die Jacobi-Identitat fiir Lie-Algebren
Giiltigkeit hat (keine Summation):

[l‘iLi, [l’ij,Q?kLk]] + [l’ij, [.T}kLk, LZ'ZLzH =+ [l’kLk, [l’lLl, l’ijH =0
=0

= [Li7 [Lj’ Lk“ + [Ljv [Lk7 Ll“ + [Lk” [Liv Lj]] (2'77>

"Diese Graduierung gilt im iibrigen auch fiir Gramann-Variablen.
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[0:Qi. [x; Ly, wp Ly]] + [ Ly, [wx L, 0:Qi]] + (2 Ly, [0:Qs, x;Lj]] = 0
= [Qi, [Ly, Le]] + [Lj, [Ly, Qil] + [Ly, [Qis Ly]] = 0 (2.78)

[0:Qi, [0;Q;, xx Li]| + [0;Q;, [wr L, 0:Qu]] + [xrLi, [0:Qi, 0;Q;]] = 0
= {Qi, [Qj, Lk} —{Qy, [Li, Qil} + [Li, {Qi, Q;} =0 (2.79)

0:Q:,[0;Q;, 0rQx]] + [0;Q;, [0xQk, 0:Q:]] + [0xQr. [0:Qi, 0;Q;]] = 0
= [Qi, {Q), Qu}] + [Q), {Qr, Qi}] + [Qk, {Qi, @5} =0 (2.80)

Die Konstruktion spiegelt die Tatsache wider, daf sich eine graduierte Lie-Algebra iiber
den reellen Zahlen auch als Lie-Algebra {iber den Grafimann-Variablen auffassen 1afit.
Der Begriff der Super-Lie-Algebra ist eine natiirliche Erweiterung des Begriffes einer Lie-
Algebra: Die Menge der geraden Transformationen bildet eine beziiglich Multiplikation
und Addition abgeschlossene Teilmenge, die selbst wieder eine Lie-Algebra ist.
Versuchen wir nun also, die Poincaré-Algebra zu einer Super-Lie-Algebra zu erweitern.
Symmetrien, die nur interne Freiheitsgrade betreffen, denken wir uns ausfaktorisiert. Zu-
erst einmal ist klar, dafy die Poincaré-Algebra Teilalgebra des geraden Teiles der Erweite-
rung ist. Der gerade Teil umfafit wegen des Coleman-Mandula-Theorems aber auch nur
die Poincaré-Algebra.

Fiir die Konstruktion einer Erweiterung der Lie-Algebra ist der folgende Satz von grund-
legender Bedeutung:

Satz 2.1 Der ungerade Teil einer Super-Lie-Algebra ist in natirlicher Weise Trdger einer
Darstellung des geraden Teils.

Beweis: Sei L ein Element des geraden Teils — also der Lie-Algebra — und {Q;};=1..,, eine
Basis fiir den ungeraden Teil der Super-Lie-Algebra. Dann gilt:

(Q;, L ZD )i;Q; (2.81)

Die so eindeutig bestimmte Abbildung
D:L— D(L) (2.82)

vom geraden Teil der Super-Lie-Algebra auf die n x n-Matrizes ist eine Darstellung der
Lie-Algebra des geraden Teils. Warum? Zuerst einmal ist D eine lineare Abbildung, weil
die Lie-Klammer in jedem Argument linear ist. Zu zeigen bleibt, dafl

D([va Lq]) = D<LP)D(LQ) - D(Lq)D(Lp) (2-83>
Es gilt:
D([va Lq])iij = [Qw [sz Lq”
- - [Lp [qu QZH - {an [Qza Lp“
= [vap(Lq)ika] - [qu D(Lp)ika]
= —D(Lq)iD(Lp)kjQs + D(Lp)irD(Lg)r;Q;
= [D(Ly), D(Ly)];; Q; (2.84)
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Die Bedeutung dieses Theorems liegt darin, dafl man es riickwérts benutzen kann, indem
man eine Darstellung der zu erweiternden Lie-Algebra vorgibt und dadurch den ungeraden
Teil der Super-Lie-Algebra definiert:

[Qaa Muu] = pS(M,uu>aﬁQﬁ (285)
= 2 [ Vo @ (2.86)

und
[Py, Qal =0, (2.87)

wobei Qa.a=12 reell, also als Majorana-Spinoren gewéhlt werden sollen. Dieses ist die
einfachste nichttriviale Erweiterung.

Zur besseren Ubersicht iiber die Struktur wollen wir in diesem Zusammenhang noch an-
merken: Beim Beweis von Theorem 2.1 wurde nur vorausgesetzt, dal eine Graduierung
existiert, die eine abgeschlossene Lie-Unteralgebra auszeichnet. Die Menge {Q;} hétte
auch eine Basis fiir den nicht zu dieser Unteralgebra gehtrenden Teil einer Lie-Algebra
sein konnen. Ein Beispiel hierfiir sind die Kommutatorrelationen von M, und P,:

[Pﬂa M;u/] = DM(M;UJ)JTPT (288)
Es ist noch der Antikommutator der @), zu bestimmen. Wegen

[Plu {Qou Qﬁ}] = {Qﬁa [le Qa]} - {Qow [Qﬁ? PM]}

=0 (2.89)
und (2.7) ist der Antikommutator der @, von M,, unabhéngig. Er hat die Form:
{Qa, Qs} = (Fl)as b (2.90)
Seine Jacobi-Identitdt mit P, ist identisch erfiillt. Die andere lautet:
(M, {Qa QY] = —{Qa: [Qs, My ]} + {@p, [Myu, Qal} (2.91)

Nach einigen Umformungen gelangt man zu:

1
(gll)\g,m’ - g,tt)xgl/T)F)\ - _([’7#7 fyl/] FT + FT [7/17 ’YV]T)

4
1 _
= 7 (D] Fr = 07 1,71 ©) (2.92)
Daraus folgt:
_ 1 _
(gu)\g,m‘ - g,U«)\gI/T)F)\C I = Z [[7}17 71/] 7FTC 1] (293>
Wegen (2.42) 16st
F.=2v.C (2.94)

das Gleichungssystem. Der Faktor 2 in (2.94) folgt der heute iiblichen Konvention [11],[23].
Sein Vorzeichen ist in nichteuklidischen Feldtheorien aus der Forderung abzuleiten, daf3
der Erwartungswert der Energie stets nichtnegativ ist®:

0<<9, {Qom Qa}¢>: 2 <9, TT(P70)¢>: 4<¢,Ep> (295)

8Man vergleiche Fufinote 5 auf Seite 10.
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Wesentlich fiir die Vorzeichenwahl ist, daf§ in unserer Darstellung C' = +~4 gilt. Die
Symmetrie aus (2.90) ist ebenfalls erfiillt:

(7.C) = CTv = =Cry,C71C = 7,0 (2.96)

Zusammmenfassend gilt fiir die Poincaré-Superalgebra:

[Py, M) = D (M) ea P
= %(gmgm — GuxGur) Pr (2.97)
[rov Muu] = DS(MW)aBQﬁ
= 2 s Wap @ (2.98)
[P, P,] =0 (2.99)
{Qa, Qs}t = 2(P10)as (2.100)
& {Qa, s} =2(P)as (2.101)
[Qa, P] =0 (2.102)

2.6 Superfeld-Darstellung von @),

In diesem Abschnitt soll ein Teilchen-Multiplett und eine Transformationsvorschrift ange-
geben werden, die die Poincaré-Super-Algebra nichttrivial realisiert. Hierfiir existiert eine
sehr elegante Methode, die bald nach der Entdeckung der Supersymmetrie von Salam und
Strathdee [22] angegeben wurde: Die Superfeld-Darstellung. Die Idee ist folgende: So wie
eine Verschiebung mittels P, durch einen Ortsvektor x, parametrisiert wird

L(z) = ™" | (2.103)

148t sich @), durch einen Graimann-wertigen und reellen Majorana-Spinor 6, parametri-
: 9
sieren”:

L() = 9 (2.104)

Analog zur Darstellung von P als Ableitung nach x wiirde man gerne auch () als Ableitung
nach 0 darstellen. Hierzu mufl der R? um zwei Grafmann-Variablen zu R? x G? erweitert
werden. Funktionen von z werden zu Funktionen von z und 6. Der Wertebereich ist
die Menge der geraden Grafimann-Variablen. Die Taylor-Entwicklung von ®(z,6) — im
folgenden Superfeld genannt — ist nach Abschnitt 2.4:

®(z,0) = p(x) + Op(x) + %Q_QF(m) (2.105)

9Das Skalarprodukt ist dasselbe wie in Abschnitt 2.2.
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Das als reell
O(z,0)" = O(x,0) (2.106)

angenommene Super-Feld enthélt zwei — ebenfalls reelle — bosonische Felder (¢,F) und
einen Majorana-Bispinor (¢4 )a=12. An dieser Stelle wird klar, warum in (2.85) gerade die
Spindarstellung verwendet wurde: Mit dieser Wahl transformiert sich (), wie ein Spinor,
wegen (2.104) 6, und wegen (2.105) schliefllich auch .

Als Superfeld soll ®(x, ) durch Translation aus ®(0,0) hervorgehen:

®(x,0) = L(x,0)P(0,0)L " (x,0) (2.107)
mit
L(z,0) = '@P+0Q) (2.108)

Wegen LT (z,0) = L™'(x,0) ist (2.106) mit (2.107) vertriiglich. Nach (2.99) bis (2.102)
vertauschen Verschiebungen in x-Richtung mit sich selbst und mit Verschiebungen in 6-
Richtung, nicht aber solche in #-Richtung. Untersuchen wir deshalb die Verkettung zweier
Verschiebungen L(0,7)L(0, ¢) in #-Richtung. Fiir nicht kommutierende Abbildungen A, B
gilt die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

AGB _ JATBHAABI L ([AB|BIHAAB)+... (2.109)

Fiir die angegebenen Verschiebungen folgt

L(0,7)L(0, ¢) = Qi@
+0Q-3[104Q] (2.110)

da bereits der zweifache Kommutator

[[7Q.€Q] .¢Q] = [7Q, [7Q.(Q]] =0 (2.111)
ist. Nun gilt weiter
70.2Q] = [10.¢]
= ﬁa{Qaa Qﬂ}cﬁ
= 27 P¢ (2.112)

und schliefllich B _
iR piCQ _ Li(1+0)Q—1P¢ (2.113)

Ein Feld ®(z,0) wird durch L(y, () also transportiert nach:

L(y, Q)®(x,0) L™ (y,¢) = L(y,¢)L(x,0)2(0,0) L™ (2, 0) L™ (y,¢)
i( (2 +y+iCy0) P+(0+0)Q )CD((), 0) o~ i((@+y+iCy0) P+(E+0)Q)
(

=e
= ®(x +y+iCy0,0 + ¢ (2.114)
Fiir infinitesimal kleine ( folgt:

[iCQ, ®(x,0)] = ®(x +i(y0,0 + () — P(,0)
¢ (zae + %) d(x,0) (2.115)
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Hieraus 148t sich eine Darstellung von @, auf C*(R? x G?) ablesen:

o,

Du(Qa) = (90)a — iog (2.116)

Mit Hilfe von (2.116) kann die supersymmetrische Transformation des Superfeldes berech-
net werden. Fiir einen beliebigen Majorana-Spinor n gilt:

5,0(z.0) == D, (i7Q)®(x, 0) (2.117)
= (i999) + 35 ) (0(o) + Bu(o) + 397 ()
= 8ol — SFBTPU(x) + () + BnF(2) (2.118)

Wir erhalten das gesuchte Transformationsverhalten der Komponentenfelder:

(@) = Y (z)
oy () = —id(x)n + F(z)n (2.119)
0y F'(x) = —nidy(x)

2.7 Invarianten eines Superfeldes

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Rotations-, Tanslations- und Supertranslations-inva-
riante Feldtheorie aufzustellen. Mit anderen Worten: Wir suchen eine Dichte, die sich
unter den angegebenen Translationen héchstens um eine totale Divergenz édndert, damit
die zugehorige Feldtheorie invariant unter der Super-Poincaré-Gruppe ist. Von den drei
Superfeld-Komponenten ¢, ¥ und F erfiillt nur F' diese Forderung. F' transformiert sich
unter infinitesimalen Drehungen, Translationen und Supertranslationen als

0o F(z) = ixTDM(wM)TAgF(x) (2.120)
0, F (z) = y%F(x) (2.121)
0y F'(x) = =i (x) (2.122)

also als eine totale Divergenz. In Analogie zu (2.67) definieren wir

/d29 = %/déd& = %/d@ld% : (2.123)

so daB [ d*0 360 = 1 und das Integral

/d29 ®(x,0) = F(x) (2.124)
die invariante Dichte liefert.
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Auflerdem ist das Produkt zweier Superfelder wieder ein Superfeld. Der Beweis ist sehr
einfach:

&, (x,0)®s(x,0) = L(z,0)D1(0,0) L (x,0) L(z, 0)D2(0,0) L (x, )
= L(z,0)®1(0,0)®5(0,0) L (x, 0)
= (®1 - ©2)(w,0) (2.125)

Fiir eine sinnvolle Theorie fehlen allerdings noch Terme, die Ableitungen enthalten. Zwar
ist

/d29 O(z,0)Ad(z,0) = p(x)AF (x) + F(x)Ap(z) — (x)Ah(x) (2.126)

invariant, enthélt aber zu hohe Ableitungen. Ein anderer Kandidat fiir eine invariante
Dichte ist

QP (x,0) . (2.127)

Wegen

L(0, O)Q®(x, )L (x,¢) = e“25Q(x, 6)e "2
£ QPP (z, 0)e 9 (2.128)

ist 7QP(z,0) aber nicht supertranslationsinvariant. Man bendétigt vielmehr eine Ablei-
tung D,, die sowohl mit P, kommutiert als auch mit @), antikommutiert und sich unter
Drehungen wie ein Spinor transformiert. Es ist einfach zu sehen, dafl die superkovariante
Ableitung

o

D, = — —1
00,

(@0)a (2.129)

die Forderungen erfiillt'%1*.
Invariant unter sdmtlichen Operationen der Super-Poincaré-Gruppe ist der Ausdruck

/d29 ®(z, 9)%DD<I>(:1:, 9), (2.130)

der deshalb Verwendung als kinetische Energie findet.

Bevor wir diesen Ausdruck weiter untersuchen, miissen wir uns zunéchst mit den Eigen-
schaften der D,, vertraut machen.

1Tm folgenden bezeichnen — soweit nicht besonders vermerkt — Dg, Qq P, und M, immer die Dar-
stellungen auf C*(R? x G2) und nicht die abstrakten Super-Lie-Algebra-Elemente. B
" Achtung: DY = —D,,. Trotzdem werden wir, allgemein iiblicher Konvention folgend, D, = Dofygﬁ

definieren und nicht D, = (D74°),, wie es konsequent wire. Insbesondere gilt dann wieder (D = D(.
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2.8 Relationen fiir die superkovariante Ableitung

Die superkovariante Ableitung war mit Hilfe der Abkiirzung ¢ = v,0" definiert als

0

Do = 55 = i) (2.131)

Wir gehen zur Darstellung im Impulsraum iiber!?:

)
D, = T (¥6). (2.132)
& D, = —(%a + (0F) (2.133)

Die Bedingung ®*(x, §) = ®(x,0) geht iiber in ®*(k, 0) = &(—k, §). Fiir die Ableitung D,,

beweisen wir die wichtigsten Figenschaften.

Man kann D, partiell integrieren®?:

ek, d’k \
/ 0 G (k0D (k. 6) = = / 0 3Dl Sk 0alk0) (2130

Der Operator %DD ist ein selbstadjungierter Operator:

o Ak 1_ B L dk (1 *
/d 0 (%)df (k:,O)EDD‘Mg(k,@) = /d 0 2n) (§DD_kﬂf (k,9)> g(k,0) (2.135)

Die Wirkung von D,, auf ein Superfeld lautet in Komponentenschreibweise
1_
Da®(k,0) = ta(k) + 0o F' (k) — (k0)asp (k) + 500(k(k))a
_ 1=
= Ya(k) + 0((F (k) + Fp (k)7 )a + 500(F0 (K))a (2.136)

und bei zweimaliger Anwendung
1= _ 1-
5DD O(k,0) = —F(k) + 0y (k) + 59%%(@ : (2.137)

Daraus erhalt man

(%DD)Q O(k,0) = —k*®(k,0) . (2.138)

%DD spielt in supersymmetrischen Theorien dieselbe Rolle wie # in der Diractheorie
(= =),

12Wir folgen wieder allgemein iiblicher Konvention [3], auch wenn man aufgrund von D,,(P,) = —id,
das andere Vorzeichen erwarten wiirde. Zur Verdeutlichung schreiben wir kleine Buchstaben fiir Vektoren
aus dem Impulsraum.

13Man beachte, daf sich das Argument des Wellenvektors umdreht. Man darf beim partiellen Integrieren
auch nicht vergessen, daf Da‘k gf(k, 0" = —(¥0)o f(k,0"), also nicht verschwindet.
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Man kann auch Rechts- in Links-Ableitungen umwandeln und umgekehrt:

Dahﬂ@ﬁgé):-—®@;9)5a‘

—k,0
Wichtig sind auflerdem die Kommutatoren
{Da(k?, Q)? l_)ﬁ(k7 0)} = 2(%70)0@3 )
{Da(k,0), Ds(k, 0)} = 2(F)ap
und
[Dou Dﬁ] = _VgﬁDD )
[Da, Dg| = b6a3DD
sowie

[Dy, DD] = 4(kD)., .

Insbesondere erhalt man daraus:
1 1
DoDp = §{Da’Dﬁ} + §[Da’Dﬁ]

1 -
= (F7")ap — 105=DD

2
DkD = Do (vok)as Ds = (Y0K)ap (K10)as
= —2k?
D,DD D, =DD DD — D, [D,, DD]
= —4k* — AD}D
=A4k* = —-DD DD

Das Integral iiber 6 ist in (2.123) definiert worden:

1 ~ 1

Suchen wir eine Darstellung der §-Distribution fiir das Integral iiber 6:

/ 20 £(0)5°(0 — 0') = F(0)

Wegen der Translationsinvarianz des Integrals iiber 6

‘/feﬂmﬁw—evz/d%fw+aw%m

(2.139)

(2.140)
(2.141)

(2.142)
(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

muf} §2(0) ~ 6,0, sein, damit aus der Taylorentwicklung von f(# + #) nur Terme, die
unabhéngig von 6 sind, iibrigbleiben. Die Darstellung der J-Distribution lautet deshalb:

1
2 — —
5(0) = 500

24

(2.151)



Fiir die Ableitungen der §-Distribution 6%(f —6’) an der Stelle §# = ¢’ erhiilt man mit Hilfe
von (2.145):

620 —0) oy =0 (2.152)
D,6*(0 — 0" oy =0 (2.153)
DaDd*(0 = 6)|_ = (1")as (2.154)
L s ' _
GDDE(O -0  =-1 (2.155)
= 2 / o
Do DDE*(0 —6)| =0 (2.156)
1_
D.Ds 51)1)52(9 — ) oy ™ — (v as (2.157)
%DDDQDQ(SQ(Q —0) oy — (k") (2.158)
1_
DaéDDD552(0 -0 oy (FY%)as (2.159)
DQ%DDDQ52(9 —0) =0 (2.160)
520 — ') Da (k,0) = Do(k,0)82(0 — 0') 5*(k — 1) (2.161)
Do (k,0)6*(0 — 0') = —Do(—k,0)6*(0 — ') (2.162)
82(0 — 0') D (k,0) = —Do(—k,0)5%(0 — 0) (2.163)
Eine #hnliche Formel gilt auch fiir mehrfache Ableitungen der J-Distribution®*:
Do, ... Dan‘k062(6’ — )= (-1)"%"D,. ... Da, L 0-0) (2.164)
Insbesondere ist: ] ]
T 2 o\ = = B 2 _
2DD‘M)5 60— 0 QDD‘%O/(S 0—0). (2.165)

Ferner gilt:
Satz 2.2 Fiir ungerade n verschwindet D, ... D, 6*(0 —0")

=0/

Beweis: Dy, ... Dy, = Da1(Da, - .. Dy, ). Dieses lafit sich mit Hilfe von (2.145) umfor-
men in einen Ausdruck der Form D, (a + b(3DD)), wobei a und b von k* und o ... ay,
abhingen. Wendet man diesen auf §%(f — 6’) an, so ergibt sich fiir # = ¢’ mit Hilfe von
(2.153) und (2.156) die Behauptung. 0

Satz 2.3 Fiir gerade n ist Dy, ... D, 0*(0 — 0) o eine Zahl.

Beweis: Man spaltet wie im letzten Beweis auf: D,, ... D,, = a+ b(%DD), wendet diesen
Ausdruck auf §?(6 —6’) an und wertet ihn an der Stelle § = 6’ aus. Mit (2.152) und (2.155)
erhélt man —b. O

M Beweis: Zuerst wandelt man mit (2.162) die direkt vor §2(6 — 6’) stehende Ableitung nach # und k in
eine nach 6’ und —k um. Diese kann man dann durch die Ableitungen nach 6 und &k (und nur durch diese)
durchtauschen, wobei jeweils ein Faktor (—1) vom Umwandeln und je einer pro Vertauschen entsteht.
Wiederholt man die Prozedur, so erhélt man das gewiinschte Ergebnis.
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Kapitel 3

Das nichtlineare Sigma-Modell

Ein fiir die Festkorperphysik wichtiges Modell ist das N-Vektor-Modell: An jedem Gitter-
platz x sitzt ein N-komponentiger Vektor ¢,, dessen Norm die Bedingung |¢,| = 1 erfiillen
muf}. Die Wechselwirkungsenergie benachbarter Spins ist proportional zu |¢, — @, 1]?. Fiir
N =1 ergibt sich gerade das Ising-Modell. Wir studieren die feldtheoretische Verallge-
meinerung.

3.1 Definition des Modells

Das nichtlineare Sigma-Modell beschreibt ein N-komponentiges Vektorfeld mit Betrag 1.
Durch die Zwangsbedingung tritt in natiirlicher Weise eine Nichtlinearitéit auf, ein zusétz-
licher Wechselwirkungsterm wie bei der ¢*-Theorie in 4 Dimensionen ist nicht notwendig.
Das Modell ist in d = 2 4 ¢ Dimensionen multiplikativ mit zwei Renormierungskon-
stanten renormierbar, wenn als Parametrisierung ein orthogonales Koordinatensystem
{mt, ..., 7N" o} gewihlt und die Zwangsbedingung 7% + 02 = 1 durch

oc=Vv1—m? (3.1)

realisiert wird!. Die resultierende Hamiltonfunktion ist:

Hpos = /ddx %(V’/’T)z + %(VU)2 —m?o (3.2)

Der Term m?c, m # 0 ist notwendig, um Infrarot-Divergenzen zu vermeiden. Er repriisen-
tiert die Ankopplung an ein dufleres Feld H = m?2.

Abstrakt gesprochen handelt es sich um eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Koordi-
naten {7!, 72, ..., 7V 1} und einer Metrik

Oo Oo
9ij(m) = g5 + o om;

'Fiir die Renormierbarkeit vgl. Abschnitt 6.3. Fiir eine weitere Motivation des Modells vgl. die Ein-
leitung.
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iﬂ.j

T
0o
= — — . 3.3
oo (33)
Die Hamiltonfunktion erhélt in diesen Koordinaten die Form:
1 ) .
HBpos = /ddq: égij(ﬂ)ﬁmrz@”ﬂ’ —m?o (3.4)
Als supersymmetrische Erweiterung postulieren wir:
1- . )
Housy = — /dda; d*0 Gij (W)ZDQW’DQWJ — mo (3.5)
Das Feld 7 ist ein Superfeld
) . _ 1- .
' (z,0) = ¢'(x) + 0¢'(x) + 599F1(1’) : (3.6)

H = m wieder ein dufleres Feld, das aber eine andere kanonische Dimension besitzt als
im bosonischen Fall. Aus diesem Grund finden auch sowohl die Bezeichnungen H wie m
Verwendung.

Versuchen wir, Hg,s, durch seine Komponentenfelder auszudriicken. Fiir den Massenterm
ist zu berechnen (o = o(¢)):

do -~ . 1. . 1 02 _
/ &0 o (1) = / 20 () + a—;(ew’ + 500F") + 2 aw; (G
L. 1 - .
— ~aule) (o' F - 50 (37)

Fiir den kinetischen Term gilt entsprechend:
/ d*0 gij(w)%bawiz)aﬂ
= [ @6 (500 + 9@+ L00F) + Jasaao) - 30001 )
(300 + 8 (@0 + F'o) + 500(-0,9,1 + igu! + FF) )
= 9ij(0)(=0u' O’ + Vi + F'FY)
+gual@) (TR + PRI+ Pe) - ol T (39
Die Hamiltonfunktion Hgys, ist deshalb:

1 o
Hsusy = / Az 9ij ()5 (0w O’ — 'i? — F'FV)

+ 50PN — PRI — PR + o) P T

+malie) (=ow P+ oot ) (39)
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Der letzte Term (2g;;(¢)¢"1h7) liefert eine Masse fiir das fermionische Feld ¢. Die Masse
fir das bosonische Feld ¢ steckt in —mg;;(¢)og'F?. Wieso?

In (3.9) tritt F* nur linear und quadratisch auf, auBerdem besitzt es keine Ableitungen.
Es ist daher naheliegend, eine quadratische Ergédnzung so durchzufiihren, dafl

1 o '
Hsusy = /ddx — §gij(<p)GZGj + Terme unabhéngig von G* (3.10)
und | |
G'=F"+4+....
Problematisch ist hierbei der Term
1 . i
59k () (Y FT — FEiy) (3.11)

Er ist antisymmetrisch in j und £, so dafl

) Do
Gij () = 3_@’“ _Uagpigpj
k92
— % 89&5@ + (Terme symmetrisch in i, j, k)
Lk
= f -gij(¢) + (Terme symmetrisch in i, j, k) (3.12)
o

durch
k

%2
—;gzj(w)
ersetzt werden darf:

. . 1 oF o .
SOk TG FT — FRI) = =2 E gy (o) (PhY Y — FHGy))

= S0Pl FY — P P (313)

Daraus folgt:

G' = F' - mogt + 5(0 MM+ gul0)9) (3.14)

Fiir Hgysy ergibt sich:

Hsusy = /ddfﬂ gij(go)% (0u9'0,¢" + mPc*p'? — ' (i — m)y’ — G'GY)
+ mAj ()" + Bij(0)0 (i@ WF + Cijma(p) "I pFy!

(3.15)

A, B und C sind komplizierte Ausdriicke in ¢, die sich aber alle durch g;;(¢) und §;;
ausdriicken lassen?.

2In Normalkoordinaten sind B und C im wesentlichen Christoffelsymbol und Riemannscher
Kriimmungstensor.
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3.2 Uberlegungen zum Massenterm

Eine Frage stellt sich beim Betrachten des freien, d.h. in den Feldern quadratischen Anteils
von (3.5):

Ho = %/ddx d*0 @(%DD —m)® (3.16)

Warum wurde als Massenterm, respektive als Ankopplung an ein d&ufleres Feld H = m, die
Kombination —3m [ ®? gew#hlt*? Eine Antwort lautet: Weil eine Konstante die einzige
Grofe ist, die sowohl in z- als auch in #-Richtung translationsinvariant ist, die also die
Supersymmetrie nicht bricht.

Es gibt noch eine zweite Antwort. Im bosonischen Modell bewirkt der Term [ m?y? die
Infrarot-Regularisierung. Wir fragen deshalb: Wie muf} ein supersymmetrisches Analogon
aussehen? Um dieser Frage nachzugehen, mufl eine Norm fiir das Superfeld

(z,0) = o(x) + us(x) + %Q_QF(m) (3.17)
definiert werden:
ol = [ diajo(, o)
_ ddk 2
_ /(%)d 1Bk, 0)]2 (3.18)

wobei ||®(z,0)|| bzw. ||®(k,0)|] in (2.59) definiert wurde?. Sei auBerdem fiir einen belie-
bigen Operator Op:
{Op} = {llOp2||. ||®|| = 1} (3.19)

Dann gilt (k = fest):
Satz 3.1 inf{;DD} = 0 und das Infimum wird angenommen fiir k = 0.

Beweis: ||3DD1|| = 0. O

%DD ist also nicht invertierbar, was sich in der Storungsrechnung durch Infrarotdivergen-
zen bemerkbar macht.

Satz 3.2 {1DD} < (k*+1) .
Beweis: $DD® = —F + 0f1p + 300k*p = {1DD} < V1+ k> + k* <1+ k% O
Satz 3.3 {3DD —m} <1+m+k* .

Beweis: ||(DD — m)®|| < [sDDP| + [[m®]| < (1+ K +m)||@]| 0

3Das Vorzeichen von %m i ®? ist — im Gegensatz zum bosonischen Modell — ziemlich unerheblich. Es
vertauscht nur die Rolle von fermionischen Teilchen und Antiteilchen, beldfit aber das Pfadintegral {iber
den bosonischen Teil invariant.

4Diese Norm enthilt implizit neue Massenskalen.
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Satz 3.4 %DD — m st tnvertierbar.

1 - i1DD +
Beweis: (§DD —m) (_214:2—1——m;n> = 0
1 _ 2 2
Satz 3.5 < -DD —m ; > M )
2 1+m+ k?
Beweis: Da %DD — m invertierbar ist, kann man die Inverse untersuchen:
1 _ [3DD4m) _l+m+k
iDD —m Sl R 4m? [ T k2 m?
1. 2 2 2
=<=-DD—m ZMZmin 1, m
2 14+m+ k2 1+m
%DD — m ist also positiv definit. O
Aus der Sicht des bosonischen Modells wiirde man zunéchst eher eine Kopplung
2 29 L7,20
m / P9 000 (3.20)
vorschlagen, da diese auf
m?p? (3.21)

so daB (DD + 160m?) weiterhin nicht positiv definit und damit nicht invertierbar ist.
Als letzte Moglichkeit bleibt B
m3/20¢ . (3.22)

Nun ist aber

m®/2 / 420 0£0% = —m¥2plep . (3.23)

Es ist klar, daB auch mit diesem Ausdruck keine Stérungsrechnung méoglich ist.
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Kapitel 4

Storungsentwicklung

Dieses Kapitel behandelt die Entwicklung der Zustandssumme nach Potenzen der Tem-
peratur t. Um sprachlichen Verwirrungen vorzubeugen, sei bemerkt, dafl die Zustands-
summe in der statistischen Mechanik und das Pfadintegral in der euklidischen Feldtheorie
identische Objekte sind. Der Temperatur ¢ in der statistischen Mechanik entspricht das
Plancksche Wirkungsquantum A in der euklidischen Feldtheorie. Ebenso werden die Be-
griffe Korrelationsfunktion, Greenfunktion und Propagator synonym gebraucht.

4.1 Der Formalismus

In der statistischen Mechanik diskutiert man die Zustandssumme
1
2(7)~ [ (pa]emi ot Mot 30) (4.1)

mit (symbolisch)

1
Ho == §(I)F0(I)

Hy = —tJD . (4.2)

'H, ist die Hamiltonfunktion des freien, d.h. nicht wechselwirkenden Modells, H;,; enthélt
alle Potenzen ®", n > 2. Wire H;,; = 0, so liele sich die Zustandssumme explizit
ausfiithren:

1
_ /[DCD]G_%%((I) — JE)To(® = £ J) + 55T
~ G%JFLOJ’

so daf durch die Normierung Zy(0) =1

J&=J

N |+

t
To

Z()(J) =€
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eindeutig festgelegt wird. Wegen

e_%Hint<®)6_%HJ(Jv CI)) — e_%H'mt(%>e_%HJ(Ja (I)) (45)
und (4.1) 148t sich Z(J) umformen zu
1 a2y Lyt
2(J) = et Mint(37) 27157 (4.6)

Hieraus ergibt sich durch Vergleich mit (4.1):

0
<®>=——

e I10) (4.7)

J=0
2

0J10J,

<(I>1(I)2> -

Z(J) (4.8)

J;i=0

Da sich die Korrelationsfunktionen durch Ableitungen von Z(.J) nach den dufieren Stromen
darstellen lassen, wird Z(.J) auch erzeugendes Funktional fiir die Korrelationsfunktionen
genannt. Der freie Propagator, d.h. der Propagator der freien, nicht wechselwirkenden
Theorie, ist

92
<P1Py >0 = ——— Zo(J
0= g A)
t
= — . 4.
5 (4.9
Wichtig ist auBerdem das Funktional
W(J):=InZ(J), (4.10)

welches die zusammenhéngenden Korrelationsfunktionen generiert, d.h. in der Stérungs-
entwicklung werden nur zusammenhéngende Graphen beriicksichtigt [20]. Welche Auswir-
kungen das auf die sogenannten zusammenhéngenden Korrelationsfunktionen hat, zeigt
die folgende Rechnung:

82
PPy >, = J
Sz g0, J:OW( )

= <((I)1— <P, >)(<I>2— <P, >)> (411)

Zum Schluf definieren wir noch die Legendre-Transformierte!
I(®) = m?x/ddasfbl] -W(J), (4.12)

das sogenannte Vertexfunktional. Storungstheoretisch bleiben aus W(J) noch die Ein-
teilchen-irreduziblen Graphen, multipliziert mit (—1), ibrig [1]. Die zusammenhéngenden

!Die Vorzeichenwahl ist in der Literatur nicht eindeutig.
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Korrelationsfunktionen héngen von I' durch einfache algebraische Relationen ab. Deren
wichtigste ist?:
92

<P Dy>,) L =
(<®1D2>) 00,0,

r(®) (4.13)

®=0

Fiir eine nicht wechselwirkende Theorie ist die rechte Seite von (4.13) gerade I'y, was die
Bezeichnungsweise rechtfertigt. Eine weitergehende Analyse findet sich in [1].

Dieser Formalismus 148t sich sowohl auf die Komponentenfelder als auch auf das Superfeld
anwenden. Fangen wir mit den Komponentenfeldern an.

4.2 Der Propagator fiir das ¢-Feld

Die freie Hamiltonfunktion fiir das ¢-Feld lautet:

1
Ho = 5 / dz (V)2 +m?p? (4.14)

Transformation in den Fourierraum ergibt:

d
Ho= 5 [ G & (B + (k) (1.15)

Durch Ankopplung an einen dufleren (reellen) Strom j(x)

k.
My =t [ s (R)e(h) (4.16)
erhalt man fiir die Zustandssumme:
1
Z0(j) ~ / D] e (Ho+ ) (4.17)

Quadratisches Ergédnzen und Ausfithren des Gauflintegrals liefert mit der Normierung
Z()(O) =1:

t A%k 1 ;
Zy(j) = e? f @m)d J (k) k2+m2j(k) (4.18)

Es gilt also ein Wick’sches Theorem

ij

) ! (k) >o=1t
<™ (k) ¢’ (k) >0 2o

(2m)? 64k — k) . (4.19)

2Das Inverse ist das Operatorinverse!
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4.3 Der Propagator fiir die fermionischen Felder

Fiir die fermionischen Felder lautet die freie Hamiltonfunktion:

1 _
Ho =~ [ ' 0(2)(ip - m)u(o) (4.20)
Transformation in den Fourierraum liefert?:
1 Ak -
Ho= =5 [ g OB = m)u(h (421)
4

Durch Ankopplung an einen dufleren (reellen) Strom «(z)

Moo=t [ S a vt (4.22)

a = — (8% .
(2m)4

erhélt man analog zum bosonischen Fall fiir die Zustandssumme:

Zo(a) ~ / Dyl e~ i (Mot Ha) (4.23)

Quadratisches Erginzen und Ausfithren des Gauflintegrals® liefert mit der iiblichen Nor-
mierung Zy(0) = 1:

d% =1\ =1
Zy(a _ezf 2m? @ k a(k) (4.24)

Es gilt wiederum ein Wick’sches Theorem mit

59
kE—m

<Y} (k) (k) >o= —t ( ) ) 2m)* 5%k — k') . (4.25)

4.4 Der Propagator fiir das F-Feld

Die freie Hamiltonfunktion fiir das F-Feld nimmt die Form
1
Hy = —5 / dr G2 () (4.26)

an, wobei®
Go:=F+myp. (4.27)

3Vgl. Fufinote 12 auf Seite 23.

1Achtung: a(r) und &(z) sind nicht unabhiingig voneinander, wie es bei Dirac-Spinoren der Fall
wiire. Die Verwendung des Dirac-Quellterms [ @ (k)i (k) + 1 (k)a(k) wiirde deshalb einen Faktor 2 zuviel
ergeben.

% Achtung: Das Gauflintegral wurde dieses Mal iiber Gramann-Variablen ausgefiihrt!

SWir fithren die Stérungstheorie so durch, dafl nur quadratische Terme in den Feldern in H, beriick-
sichtigt werden. Die Folge ist, dal noch Wechselwirkungsterme in G auftreten. Die Korrelationsfunktion
ist dieselbe, die man in der Superpropagator-Theorie erhélt, da auch dort nur Terme, die quadratisch in
den (Super-)Feldern sind, beriicksichtigt werden. (Vgl. den folgenden Abschnitt.)
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Sie unterscheidet sich von den anderen Feldern, die alle eine k-Abhéngigkeit besitzen. Man
ist deshalb versucht, diesen Freiheitsgrad im Pfadintegralformalismus vor Entwicklung
einer Storungsrechnung zu eliminieren. Das 1483t sich sogar fiir die vollstindige Hamilton-
funktion durchfithren und wird auch von einigen Autoren vorgenommen [3]. Allerdings
benutzen sie hierfiir die klassische Euler-Lagrange-Gleichung, vernachléssigen also den
Faktor g;;(p) vor F*F7. Dies fiihrt zu inkonsistenten Ergebnissen der Stérungsrechnung,
wie in Abschnitt 5.2 ersichtlich wird. Wir werden deshalb die Stérungsrechnung auch fiir
diesen Freiheitsgrad durchfithren. Wie man anders vorgehen kann, zeigt ebenfalls Ab-
schnitt 5.2.

Da die freie Hamiltonfunktion keine Ableitungen enthélt, kann die Zustandssumme auch
im Ortsraum ausgefiithrt werden. Mit der Stromkopplung (.J(x)=reell)

Hy=—t / d%x J(2)Go(z) (4.28)

lautet das Pfadintegral:
1
Zo(J) ~ / DF] ¢ t(Ho+Hy) (4.29)

Nach quadratischer Ergénzung

Zy(J) ~ /[DF]e%fddl“ (Go(w) +tJ(2))? = § [ d J*(x) (4.30)

sieht man, daf das Pfadintegral fiir das rein reelle Feld Gy nicht definiert ist”. Man kann
die Integration aber iiber die imaginére Achse durchfithren und erhélt (Z4(0) = 1):

Zy(J) = e% f d'z Ji(x) (=0Y) Jj(@) (4.31)

Das Wick’sche Theorem gilt mit folgender Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion:

<GE(K) G (k) >o= —t67 (2m)2 5% (k — k') (4.32)

Fiir die urspriingliche Variable F' gelten etwas ungewohnliche Korrelationen:

< FY(k)F(K') >0 = < (Gy(k) — mep(k)) (Go(K') — mp(K)) >o
k2

= tm (2m)2 6% (k — k') (4.33)
< F(k)p(k') >0 = < (Gi(k) — mp™(k)) o(k) >0
- tk;me (27)2 6%(k — /) (4.34)

Die anderen Korrelationen verschwinden.

"Dieses ist ein Artefakt der Regeln zur Bildung der Adjungierten von 66: Wiirde man (6400)* = 6,0,
definieren anstatt (0,0,)* = 0507, so wire F' rein imaginiir, das Pfadintegral konvergent.

[e'Rlie'R)
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4.5 Der Propagator fiir das Superfeld

Das Superfeld
B, 0) = p(z) + G (z) + %éem:) (4.35)

enthélt zwei bosonische Freiheitsgrade (p, F') und zwei fermionische Freiheitsgrade in
Form eines Majorana-Bispinors (¢ )a=12, die auf kanonische Weise im Superfeld ,, ver-
packt® sind. Es stellt sich daher die Frage, ob es nicht moglich ist, die Stérungsrechnung
fiir das Superfeld als Ganzes durchzufiihren, und so den Rechenaufwand zu minimieren.
Dieses ist in der Tat mit demselben Formalismus moglich, der fiir die Komponentenfelder
verwendet wurde.

Die freie Hamiltonfunktion fiir das Superfeld lautet:

Hy = %/ (;Zﬂ];d d*0 7 (k,0) (%DD — m) m(k,0) (4.36)

Als Stromkopplung verwendet man:

Hy = —t / (;li’;fd 20 J* (, 0) 7 (k, 0) (4.37)

Die Variation von [ A% 420 £*(k,0)g(k, #) nach f*(k',6) muB dann als®

2m)?

5 ek,
/( _d%0 f* (k. 0)g(k.,6) =

Sfr(k,0) | (27)
1 ko > : : .
= lim — (/ )i d*0 (f*(k,0) +e6%(0 — 0') (2m)? 6%k — K'))g(k,0) — f (k:,Q)g(k,Q))

dk
= [ ——d%05%(0 — 0 (2m)46%k — K g(k, 0
| g 090 = 0) 5k = K)g(0.0)
=g(k',0) (4.38)
definiert werden. Die Zustandssumme fiir das nicht wechselwirkende Modell ist wieder:

Zo(J) ~ / (D] e~ (Mo + 1) (4.39)

Dabei ist das Pfadintegral iiber [D®] identisch mit dem oben eingefiihrten Pfadintegral
tiber [Dy][Dy][DF]. Nach den iiblichen Rechenschritten erhélt man:

Zy(J) = exp (%/ (;l:;d d*0 J*(k, 0) __r J(k, 9))

(3DD —m)
B 1 [ d% 5, —t(3DD +m)
— exp (5 / (%)dd 0 J*(k, 0) Py J(k:,@)) (4.40)

8Man beachte den Faktor (27)¢ bei der §-Distribution fiir den k-Raum, der Riicksicht auf das kanoni-

sche Maf3 (ng’)“d nimmt.
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Aus dieser Darstellung der freien Hamiltonfunktion 1&8t sich sofort das zugehorige Wick’sche

Theorem ablesen?:

%DD—l—m

< 7'k, 0) 7 (K,0') >o= —t6" ( e

)

(k,0)

520 — 0) (2m)? 8U(k — I')

(4.41)

Man kann nun die explizite Form der Korrelationsfunktion aus der Superpropagator- und
aus der Komponenten-Rechnung herleiten. In beiden Féllen erhdlt man:

k% +m?
(2m)46%(k — k)

1 _ 1 1- 1 1
<7k, 0) 7" (K, 0) > = ——— (1 Ok +m)0’ — 200 00K —m00 - m§9’¢9')

(4.42)

9Man beachte, da8} sich das Argument von %DD immer auf das nicht komplex konjugierte Feld bezieht.

Dies ist wegen des Terms 5%9’, vgl. (4.42), wichtig.
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Kapitel 5

Besonderheiten supersymmetrischer

Theorien

In diesem Kapitel werden einige Besonderheiten supersymmetrischer Theorien diskutiert.

5.1 Wundersames Wegheben von Divergenzen

Entwickelt man die Metrik bis zur zweiten Ordnung in ¢, so ergibt sich:

Gii () = 6;; + Cz‘jleDkSDZ + O(p")

Dies liefert drei Korrekturen zu Hy, die alle vierter Ordnung in den Feldern sind:

(5.1)

d d
Vi= 1/ h (2m) 6% (ky + . .. + ka) Cijrae® (k1) (ko) ' (—ks) (—Ka + m)o (ky)

2] (2n)d " (2n)

1 ddkl ddk4 dgd k l *i 2\, 4
Vo=3 . (2m)0% (k1 + - . . + k) Cigrasp” (k1)@ (ko) @™ (—k3) (kska + m”) ¢’ (ks

2) (2m)d " (2m)d

2

1 ddkl ddk4 ded k l *7 J

(2m)* " (2m)

Kontrahiert man die freien Felder nach den oben genannten Regeln, so ergeben sich in

2-Loop-Ordnung mit den Abkiirzungen

/ dk 1
Il =
(2m)e k? 4+ m?

folgende Beitriage zu



mit V=Volumen:

-V 1

<TI>Z2X§XCZ'iijIl><IQXt (58)
-V 1

<T2>:_1X§X0iijj><[l><]2><t (59)
-V 1

<T3>:—1X§X0iijjx_[1><[2><t (510)

Die Beitrige von Vi bis V3 in 2-Loop-Ordnung heben sich gegenseitig weg, egal welches
Regularisierungsschema verwendet wird.

5.2 Ausintegration des Freiheitsgrades ¢

Méchte man den Freiheitsgrad G* vor Entwicklung einer Stérungsrechnung eliminieren,
so geht man folgendermaflen vor:

2(.0) ~ [ D4l [De) (DG =1 (M~ MMy £ Ha) = Mo 5.1
mit ) ) .

H — He + H;j + H, héngt nicht mehr von G ab. Die Integration iiber G, die wieder iiber
die imaginére Achse zu erstrecken ist, liefert:

Z(j,a) ~ / Dyl [Dy] — e 1 (H = o+ H; + Ha) (5.13)
9(p)
wobei
g(p) = det(g;;(p)) - (5.14)

Mit Hilfe der Formel |
det(gij(gp)) = etr( n(gij((:p))) (5.15)

erhalt man im Ortsraum mit a = Gitterkonstante fiir

H det(gi;()) = exp ( Z tr(lngij(gp))>

alle Gitterpunkte alle Gitterpunkte

—exp (3 [ atotring, (o)
exp (12 / ' tx(In g,;j(go))) | (5.16)
Somit ist Z(j, a):

2G0) ~ [ (Dg) 1Dy T~ Mo+ Py Mo+ e (5.17)
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mit

He' = %]2 /ddfvtr(lﬂgij(sﬁ))
= %IQ/ddx tr(In((gi;(¢) — 0i5) + i)
d
i1 / % (%C’kkijcp*i(k)goj(k) +0(¢4)) (5.18)

Schlieft man den in den Feldern quadratischen Term mit dem zugehorigen Propagator,
so ergibt sich nach Division durch V als Beitrag zu F:

1
—1x 5 X Cu]] X [1 X IQ Xt (519)

Dieser Term ist identisch mit dem Zwei-Loop-Beitrag (5.10) von V3 in Abschnitt 5.1. Fiir
die Entwicklung in Loops ist der Faktor ¢ in (5.18) als ein Loop zu zéhlen.

5.3 Vergleich der supersymmetrischen Theorie mit
dem bosonischen Fall

Das Pfadintegral fiir ein bosonisches Feld ist!

1
Z(j) N/[Dsa] o) e T+ M) (5.20)
Mit Hilfe der im letzten Abschnitt hergeleiteten Beziehungen erhélt man hieraus

2() ~ /[Dgo] o1 (H+H; =50 [dwtr(In(g;(v)))) (5.21)

Die in 2-Loop-Ordnung relevanten Terme

dk 1 i
V= —tl /W§Ckkij¢ (k)¢ (k)
1/ d?k, d?k,

5 [ g (g 08t o k) Coaig () ()™ (=) k) (k)

(5.22)

liefern in 2-Loop-Ordnung zusammen ebenfalls keinen Vakuum-Beitrag.

!Der Faktor /g(i) ist notwendig, damit das Pfadintegral invariant unter Koordinatentransformatio-
nen ist.
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5.4 Auswirkungen auf Vakuum-Blasen

Satz 5.1 Alle Einteilchen-irreduziblen Vakuumblasen verschwinden identisch.

Beweis: Die Kontraktion von D, ...D,, ® mit Dg, ... Dg @ liefert immer einen Aus-
druck der Form D,, ... D, ., 6%(0 —§), wobei 6 und 0’ von verschiedenen Termen in der
Entwicklung kommen koénnen und deshalb nicht sofort gleichgesetzt werden diirfen. Man
mufl deshalb solange partiell integrieren, bis auf eine d-Distribution keine Ableitungen
mehr wirken. Diese wird dann ausintegriert. Es ist klar, daf§ das genau dann moglich
ist, wenn zu jeder Variablen # mindestens zwei d-Distributionen gehoren, der Graph also
Einteilchen-irreduzibel ist. Ubrig bleibt schlieBlich eine einzige Variable § und Ableitungen
der diesbeziiglichen §-Distribution an der Stelle Null, also Zahlen. Die letzte Integration

iiber 6 ergibt dann Null. 0
Satz 5.2 FEinteilchen-reduzible Graphen verschwinden fir den freien Propagator (4.41).

Beweis®: Jeder Vakuum-Graph a8t sich zunichst auf einen Baum-Graphen reduzieren.
Angenommen, er hat n + 1 Vertizes (f-Integrationen) und n Linien (freie Propagatoren).
Damit die #-Integrale nicht verwschwinden, muf fiir jedes Integral f d?6; ein Faktor %éiei
vorhanden sein. Aus (4.42) sieht man, da$ dafiir mindestens ein Faktor 6616'¢’ notwendig
ist. Der durch einen Vakuum-Baum-Graphen durchlaufende Impuls ist aber £ = 0. Der
Graph verschwindet identisch. O

Satz 5.3 Die freie Energie verschwindet.

Beweis: F := In [[Dr]e~"/!. Die freie Energie der freien Theorie verschwindet. (Vgl. Ab-
schnitt 7.2.) Vakuum-Graphen verschwinden wegen Satz 5.1 und Satz 5.2. (Da die Hamil-
tonfunktion die Symmetrie 7 — —7 besitzt, reicht sogar Satz 5.1 aus.) O

Aus diesem Grund ist die Thermodynamik supersymmetrischer Theorien trivial.
Satz 5.4 Der Erwartungswert der potentiellen Energie

<V>=m<o>
verschwindet identisch.

Beweis: wie im vorigen Satz. O

Diese Sétze sind auch anschaulich klar: Der Erwartungswert der kinetischen Energiedichte
an einem festen Punkt im Orts- und #-Raum hé&ngt nicht vom Ort ab, da die kinetische
Energie so konstruiert wurde, daf} sie translationsinvariant ist. Die #-Integration einer kon-
stanten Grofle verschwindet aber identisch. Das angelegte Magnetfeld zeichnet zwar einen
Punkt auf der Mannigfaltigkeit (den Nordpol der Kugel) aus, reicht aber nicht aus, um
die Translationsinvarianz zu brechen; und letztere ist entscheidend fiir das Verschwinden
der #-Integration.

Man kann jedoch die Magnetisierung an einem festen Punkt im Orts- und #-Raum berech-
nen. Aufgrund der Translationsinvarianz héngt diese nicht von x und 6 ab. Wie gezeigt
wird, verschwindet sie auch nicht.

2Dieser Beweis nimmt im Gegensatz zu Satz 5.1 explizit Bezug auf den freien Propagator (4.41).
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Kapitel 6

Renormierung

Dieses Kapitel behandelt Ideen und Techniken der Renormierung. Zunéchst wird gezeigt,
wieso die Storungsrechnung naiv nicht durchfiihrbar ist. Sofern man wihrend der Rech-
nung einen Teil der Freiheitsgrade in der Hamiltonfunktion unterdriickt (,,Regularisie-
rung“), 1Bt sich diese trotzdem durchfithren. Die Ergebnisse hidngen von der Regula-
risierungsvorschrift ab. Am interessantesten sind die Groflen, die bei allméhlichem Ab-
schalten der Regularisierung einem Grenzwert zustreben. Soll die Theorie nédmlich expe-
rimentell iiberpriifbare Aussagen machen, so miissen alle physikalisch relevanten Grofien
unabhéngig von der Regularisierung, die ja willkiirlich eingefiihrt wurde, werden. Diese
Uberlegungen sind eng verwandt mit der Idee der Skalentransformation. Da im allgemei-
nen die kurzreichweitigen Freiheitsgrade eines Systems die Storungsrechnung unmoglich
machen, miissen auch nur diese unterdriickt werden. Durch eine Skalentransformation
verschiebt sich die Grenze dieser Unterdriickung. Ihr Studium zeigt daher das Verhalten
der physikalisch relevanten Gréflen.

6.1 Regularisierung und feldtheoretische Renormie-
rung

Versuchen wir, die in Kapitel 4 entwickelte Methode explizit anzuwenden. Der Einfachheit
halber betrachten wir ein skalares Feld ¢ mit Hamiltonfunktion

1
M= [ s Sole)(-A+ m?)o(o) + go(o)* (6.1)
Der freie Propagator wurde in Abschnitt 4.2 berechnet. Er lautet:

<4 (0K >0= 15— (2m) 5k — I (6.2)

Dieser Term gibt die erste Ordnung in ¢ wieder. In der néchsten Ordnung kommt hinzu:

dl t t —12¢ t
Q2T 2+ m2k?2+m?2 ¢t 2+ m?

<6 (0ol == [ @Ryl k—K)  (63)
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Der entscheidende Term ist

d?l 1
b / 2m)4 12 + m? (64)

Das Integral in d = 2 Dimensionen ist unendlich! Es spiegelt damit das grundsétzliche
Dilemma einer jeden Feldtheorie wieder. Trotzdem gibt es mehrere Moglichkeiten weiter-
zurechnen.

Man erinnert sich daran, dafl das feldtheoretische Modell aus einem Gittermodell mit Git-
terkonstante a gewonnen wurde. Dann ist im Impulsraum ein Cutoff A = 27” einzufiihren:

't
b / 7 g ~ (6.5)

Diese Methode — Cutoff-Regularisierung genannt — ist logisch einfach, aber umsténdlich
in der Anwendung. Wir verwenden deshalb eine andere Regularisierungsvorschrift, die
dimensionelle Regularisierung: Erniedrigt man in (6.4) die Dimension des Raumes auf
d=2+¢, <0, so wird das Integral ebenfalls endlich?,

1 e E, .
— —E(Qﬁ) NG 5) m-, (6.6)

héngt aber noch von ¢ = d — 2 ab. Die Idee der Renormierung ist nun die folgende:
Samtliche Parameter der Theorie wie Masse m, Temperatur ¢ und Normierung der Wel-
lenfunktion sind prinzipiell nicht beobachtbare Groflen. Entwickelt man nédmlich das 2-
Punkt-Vertexfunktional I'® (4.12) nach Potenzen von k2,

T@E)=a+bk*+... (6.7)

so sind @ und b nur in erster Ordnung der Stérungstheorie m? und 1 aus (6.1). Die
Normierung der Wellenfunktion kann dadurch neu festgelegt werden, daf§ b wieder gleich
1 sein soll:

@ =a+k+... (6.8)

V@ ist die Masse des ¢-Feldes. Da sie in Experimenten gemessen werden kann, muf sie
fur alle € einen endlichen Wert haben. Umgekehrt mufl die Masse m aus (6.1) fiir ¢ — 0
unendlich werden, ansonstern wére a nicht endlich.

Die allgemeine Strategie der Renormierung kann nun so beschrieben werden: Die Grofien
der urspriinglichen Theorie, im folgenden nackte (engl. bare) bzw. unrenormierte Groéfen
genannt und der Deutlichkeit halber mit einem Index g versehen,

Hp = / 0% 3 () (— A + m3)ép(x) + gpods(c)! (6.9)

1S. Anhang A.
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werden durch renormierte, endliche Gréfen ausgedriickt:

¢ =/ Z(tr,€) Or (6.10)
mpg :ZB<tR,€) mpg (611)
tp = Zi(tr,e) trp° ( )
9B = Zy(tr,€) gr (6.13)

Die GroBe p ist eine beliebige frei wiahlbare Massenskala. Der Faktor x4~ in (6.12) muf}
eingefiithrt werden, damit die renormierte Temperatur ¢z dimensionslos ist. Das wiederum
ist notwendig, damit die Z-Faktoren als Taylorreihe in nur zwei Gréflen, der renormierten
Temperatur ¢tz und dem Regularisierungsparameter ¢ geschrieben werden koénnen. Diese
Vorschrift legt die Z-Faktoren eindeutig fest.

Zwei Fille konnen eintreten:

1. Samtliche renormierten und beobachtbaren Groflen werden endlich.

2. Es ist nicht moglich, mit endlich vielen Z-Faktoren allen beobachtbaren Gréfien
einen endlichen und damit physikalisch sinnvollen Wert zu geben.

Im ersten Fall sagt man, die Theorie sei renormierbar, im zweiten Fall, die Theorie sei
nicht renormierbar.

Der entscheidende Punkt ist: Auch wenn die nackte Theorie als solche nur bei gleich-
zeitiger Angabe einer Cutoff-Prozedur, der Vorgabe einiger Fixpunkte der renormierten
Theorie und der Entwicklungsordnung sinnvoll ist, so reichen doch endlich viele Fixpunk-
te aus: Alle anderen physikalisch meflbaren Grofien lassen sich daraus berechnen. Das
ist fiir nicht renormierbare Theorien nicht moglich. Vielmehr wiren in jeder Ordnung
der Storungstheorie neue Fixpunkte notwendig. Es ist klar, daf eine solche Theorie nicht
geeignet ist, Vorhersagen zu machen.

Das nichtlineare Sigma-Modell ist renormierbar. Hierfiir reichen zwei Renormierugskon-
stanten aus, vgl. Abschnitt 6.3.

6.2 Kanonische Dimension der Felder und naives Ska-
lenverhalten

Bevor wir mit unserer Untersuchung fortfahren, miissen wir einige einfache, aber wichtige
Punkte klaren. Es handelt sich hierbei um die kanonischen Dimensionen der relevanten
GroBlen der Theorie. Da wir das o-Feld durch das m-Feld in der Form

o(z) =+/1—7%(z) (6.14)

ausdriicken, ist klar, daf die kanonische (Energie-) Dimension beider Felder Null ist:
7(2)] = [o(@)] =0 (6.15)

Das gilt sowohl fiir den bosonischen als auch fiir den supersymmetrischen Fall. Die durch
die Temperatur dividierte bosonische Hamilton-Funktion

iHB _ 1 /ddx% (V7 (z))* + (Vo(2))*] + Hp(z)o(z) (6.16)

44



muf} dimensionslos sein. Wir erhalten deshalb:
[t =2—d=—¢ (6.17)
Die gleiche Argumentation liefert fiir die supersymmetrische Hamilton-Funktion

i?’(s = i/dda: d29i [Dn(z,0)Dn(z,0) + Do(z,0)Do(x,0)|+Hp(z,0)0(z,0) (6.18)

tg] = —d+1+1=—¢. (6.19)

Unterschiede gibt es in der Dimension der d&ufleren Felder. Wéhrend im bosonischen Fall
[Hp] =2 (6.20)
gilt, ist im supersymmetrischen Fall
[Hg] =1. (6.21)

Aus der Taylorentwicklung eines dimensionslosen Superfeldes
_ 1-
O(z,0) = @(x) + 0yY(x) + 599F(m) (6.22)

kénnen wir wegen [] = —3 die kanonische Dimension des fermionischen Feldes und des
bosonischen Hilfsfeldes ablesen:

(6.23)
(6.24)

Bezeichnen wir diese kanonischen, naiven Dimensionen mit yy, so lassen sich fiir die
Korrelationsfunktionen

G (xy,...,20) =< d(z1) ... P(xn) > (6.25)
die kanonischen Dimensionen als
[G(")(xl, e Ty)] =nyN (6.26)

schreiben. Wichtig sind noch die Korrelationsfunktionen im Impulsraum. Wegen

b(k) = / a3 = () (6.27)
gilt fiir beliebige Felder ¢:
[¢(k)] = [o(x)] —d (6.28)
und analog
(G (ky,. . k)] = n(yn — d) . (6.29)



6.3 Beweis der Renormierbarkeit

Der Beweis fiir das bosonische Modell findet sich bei Brézin et al. [8]. Wir erweitern den
Beweis fiir das oben eingefiihrte supersymmetrische nichtlineare Sigma-Modell mit?

H = Housy + M (6.30)

1, - 1, -
Hsusy = —/dQI d*0 (Z(Dw(a:, 0)Dr(x,0)) + A—L(Da(ac, 0)Do(x,0)) — H(x,0)o(z, 9))
(6.31)
Hy;=— /d2x d*0 J(x,0)r(z,0) (6.32)
durch. Wir unterdriicken dabei in diesem Abschnitt an nackten Grofien den Index . Das
Modell ist O(n + 1) invariant, wobei die Invarianz in den ersten n Komponenten (den

7 -Komponenten) trivial ist. Wir wollen daher die Auswirkungen einer Drehung aus der
Untergruppe O(n + 1)/O(n) betrachten:

om(z,0) = wo(x,0) (6.33)
do(x,0) = —wm(z, ) (6.34)
Die Invarianz der Zustandssumme
1 1
Z(J, H) = / (D] et tsusy = tH (6.35)
unter den Transformationen (6.33) und (6.34) liefert:
1 1
0=52 = % / iz d20 / Dr] (H(x, 0)wr(z, 0) + J(z, O)wo(x, ) e 1 Lsusy = 1H
) J
_ 2. 12 H _ Z(J H '
/d xd Hw( <x’9)5j(w,€) J($’9)5H(x,9)> (J,H) (6.36)
Dieselbe Gleichung erfiillt das Funktional
W(J,H) =l Z(J,H) . (6.37)
Die Legendre-Transformation
I(r, H) = / Pz 20 7(z,0)J (x,0) — W(J, H) (6.38)
, oW . or
v 0 e —— ’ 0 — T .
™ (‘/E’ ) 5Jl<x7 9) Y J (l‘7 ) 57'(_1(3:7 0) (6 39)

definiert das erzeugende Funktional I'(w, H) fiir die Einteilchen-irreduziblen Graphen,
d.h. das Vertexfunktional. Ausgedriickt durch I" ergibt (6.36):

/ iz d20 ( W’(Z, 5 H‘zg 5+ H@ O 9)> 0 (6.40)

2Zur Vermeidung zusitzlicher Faktoren ¢ ist in diesem Abschnitt 7{; ohne Faktor ¢ definiert.
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In der Storungstheorie entwickelt man nun das Vertexfunktional in eine Taylorreihe in ¢:
I =TO 4+7® 4 £27@ (6.41)

In der verwendeten Konvention ist
' = Hgys, - (6.42)

Hsusy erfiillt tatséchlich (6.40), wie man durch direktes Nachrechnen tiberpriifen kann. In
1-Loop-Ordnung finden wir:

PO ST T STO
2 2
_ 4
/d vd’0 (57r(x,9) SH(2,0) | om(z,0) 5H(m,0)) 0 (6.43)

Diese Gleichung muf insbesondere fiir den divergenten Anteil ') 4% gelten?.
Wir wollen nun (6.43) 16sen. Mit Hilfe von Power-Counting (vgl. Abschnitt 6.2) sieht man,
da neben Termen mit zwei Ableitungen auch ein ableitungsfeier Term proportional zu

H(z,0) auftauchen kann. Der allgemeine Ansatz fiir ") % Jautet deshalb:
rWdiv — / d*z d*0 (B(r) + H(z,0) C(7)) (6.44)

7 héngt dabei selbst wieder von = und 6 ab. Fiir B(w) konnen wir folgenden Ansatz
machen:

1~ 1~ 1~ 1~
B(r) = a(o) §D7TD7T + b(o) §DUDO' + c(o) 7T§DD7T +d(o) §DDU (6.45)

Da die Vorfaktoren a,b,c,d skalar sind, lassen sie sich als Funktionen von 72 oder alternativ
in der hier angegebenen Form als Funktionen von o schreiben. Wegen

1~ 1 /12 12 1_
§DDO' = (§D7TD7T + §DO'DO' + 7T§DD7T) (6.46)

kann man auflerdem d(o) = 0 setzen. SchlieBlich hat man noch die Freiheit, partiell zu
integrieren

/ (o) W%DDW _ —% / De(o) D — / (o) %DWDW (6.47)
_ / aagf) SDoDo - / c(o) 3 DD (6.48)

so dal man ¢(o) ebenfalls in a(o) und b(o) absorbieren kann. Die Koeffizienten a(o) und
b(o) werden dadurch eindeutig.
Die Variationsableitungen lauten nun:

5H_W:1Dp7ri_7r_i
o

_ 7ri
DDo - —H 6.49
ot 2 g ( )

1
2 o

3In einer Cut-Off-Theorie ist das gerade der Term ~ InA, A = Impuls-Cutoff, im dimensionellen
Regularisierungsschema der Term proportional 1/e. Die Argumentation ist Schema-unabhénig.

47



5H5usy

=g (6.50)
ST () div 7 0a 1l - _ 7T 3b 7t oC
5F(1)dw
——=C (6.52)

Nach Einsetzen von (6.42) und (6.49) bis (6.52) in (6.43) erhalten wir:

(
/ lDDﬂi 7T— 1DDU — 7T—H C
2 o 2

o
7 da 1 N T ab 1 ' 7 oC
ol s e~ D(apr) = =P pepe+ “pw Do) - =% H
+U( v o2 " (a D) 030200+ ( ) o do ) 0
(6.53)
Die Gleichung gilt fir alle H(z, 6):
't .0C
i i = .54
. C+m % 0 (6.54)
Thre Losung lautet:
A
C(o) = . (6.55)

Um die iibrigbleibende Integralgleichung zu 16sen, mufl man alle auf 7* wirkenden Ablei-
tungen durch partielle Integration beseitigen. Ausgehend von

/)\1 At 1 - ; 0a 1 - 0b 1

;§DD P o %0 3 D(a Dr")—r" 9% 5 —DoDo+7n" D(b Do) =0
(6.56)

bekommen wir:

i A 1. /\ da b da\ 1 -

(6.57)
Der Term proportional zu %DWD?T muf} verschwinden:
a(o) =p (6.58)
Dasselbe gilt fiir den Term proportional zu £ DDo:
A
blo) =p+— (6.59)
o

Durch diese Wahl von a(c) und b(c) verschwindet auch der Vorfaktor von Do Do. Dies
ist fiir die Existenz der Losung natiirlich notwendig. Insgesamt ergibt sich fiir T4 als
allgemeine Losung:

‘ 1= 1~ H 11~
W div _ Qut/dzx d*6 (Z—lDﬂ'DTF + ZDO’DO') +)\t/d2xd29 (— +— §D0D0> (6.60)
o o
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Ein Faktor ¢ wurde eingefiigt um anzudeuten, daf§ es sich um einen 1-Loop-Term handelt.
Es ist nun einfach zu sehen, dafl die reskalierte Hamiltonfunktion

HSusy,R/tR = HSusy/t (661)

in Abhéngigkeit von den renormierten Feldern

! (6.62)
T = — 7T .
R \/?
1 1 )
= g=14/=— 6.63
OR \/E g Z ﬂ-R ( )
und der renormierten Temperatur
1
tp=—1 6.64
R Zl ) ( )
d.h.
o o902 (1= 1=
Hsusy,r = — | d°xd 97 ZDWRDWR + ZDO'RDUR — Hopg (6.65)
1
die Renormierung in 1-Loop-Ordnung bewerkstelligt, wenn man
A
— =142ut 6.66
7, =1t (6.66)
Z =142M (6.67)

wéhlt.
Das weitere Vorgehen ist induktiv: Angenommen, die Renormierung ist bis zur Ordnung
(n — 1) durchgefithrt. Dann liefert (6.40) in Ordnung n:

ST ST (™) ST (™) ST
2 2 _
/ ) 5 H (2. 0)  on'(2.0) 0l (2. 8) (6.68)
ST srn=1) ST(=1) s
— 2 2 TR
/ e s~ T arw oo O

Die rechte Seite der Gleichung ist endlich. Der divergente Anteil I'™ % erfiillt also (6.40),
deren Losung wir bereits gefunden haben. Es ist deshalb auch in n-ter Ordung der
Storungstheorie méglich, den divergenten Anteilvon I'™ 4% durch eine Redefiniton von
Z und Z; zu absorbieren. Der Beweis ist damit vollsténdig.

6.4 Kurze Darstellung der Wilsonschen Renormie-
rungsgruppenideen
Wir wollen im folgenden die Ideen diskutieren, die, unter dem Schlagwort Renormierungs-

gruppenverhalten zusammengefafit, einen wesentlichen Beitrag zum Verstdndnis kritischer
Phénomene geliefert haben [27], [31].
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Bekanntlich ist in der Festkorperphysik die kleinste relevante Lange durch den Gitterab-
stand a gegeben. Bevorzugt man die Darstellung im Fourierraum, ist analog ein Cutoff
A = =X einzufithren. Im Hinblick auf kritische Phéanomene interessieren uns aber Vorgénge,
die SlCh auf sehr groflen Léngenskalen, also fiir Wellenvektoren k& < A abspielen. Wir
konnten deshalb versucht sein, in der Hamiltonfunktion, die sich als

A
_/ dek 7
] (2n)d
0

schreiben 148t, die Integration bei, beispielsweise, A/2 abzubrechen. Das ist in (6.70) auch
legitim — im allgemeinen gibt es nur einen Haken: Es treten noch Terme

k), o(=F)] (6.70)

Mo = [ O g foth) k) n) o+ k) (671
t (2m)¢ " (2m)4 ' '
0
auf, die Wechselwirkungen repréasentieren. Hier ,,beeinflult“ ein Feld mit hoher Wellenzahl
eines mit niedriger. Wie kann man das Dilemma umgehen?
Betrachten wir die Zustandssumme

1
Z = / [ Dotk)e et (6.72)
und spalten die Integration iiber die Felder auf in 2 Teile:

I1 D(b(k:)/ I1 Do(k)e i1 (6.73)

0<|k|<S L<lkl<A

Gelingt es uns, diesen Ausdruck in der Form

[T potkye ™ (6.74)

A
0<|k|< 5

zu schreiben, so haben wir eine sinnvolle Moglichkeit gefunden, die kurzreichweitigen
Freiheitsgrade zu eliminieren. Wir haben aber noch mehr erreicht:

Versuchen wir, die so gewonnene Hamiltonfunktion 1’ mit H zu vergleichen. Eine Schwie-
rigkeit beim Vergleich besteht darin, dafl H' als Cutoff % und nicht A besitzt. Um sie zu
beheben, reskalieren wir H' geméafl £ — 2k und erhalten eine Hamiltonfunktion H”, deren
Cutoff wieder A ist. Wenn es uns den Vergleich erleichtert, konnen wir auch noch die Felder
selbst reskalieren. Die Zustandssumme Z &dndert sich dabei nur um einen unwesentlichen
Normierungsfaktor. Die so erhaltene Hamiltonfunktion H"” wird sich im allgemeinen von
H grundlegend unterscheiden. Es kann aber auch der Fall eintreten, dafi H"” = H ist, mit
anderen Worten, H ist Fixpunkt der oben eingefiihrten und als Renormierungsgruppen-
transformation bezeichneten Prozedur. Was sind die Konsequenzen?

Angenommen, H zeichnet eine Linge ¢ als charakteristisch aus. Bei der Reskalierung
k — 2k wird dann £ auf £/2 abgebildet, das nun die charakteristische Léange derselben
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Hamiltonfunktion H ist. Mit anderen Worten £ = 2¢, was nur moglich ist fiir & = 0
oder ¢ = co. Der Fall £ = 0 ist uninteressant: Nur in Theorien ohne Wechselwirkung
existiert auf keiner Skala eine Korrelation. Interessant ist hingegen der Fall £ = oco: Eine
divergierende Korrelationslénge ist das Kennzeichen eines Phaseniiberganges 2. Ordnung.
Der kritische Punkt eines Phaseniiberganges entspricht also genau dem Fixpunkt der
Renormierungsgruppentransformation.

Untersuchen wir noch die Umgebung des Fixpunktes [27]. Dazu halten wir die Abwei-
chungen so klein, dal wir die Renormierungsgruppentransformation linearisieren kénnen.
Nehmen wir der Einfachheit halber weiter an, dafl zur linearisierten Renormierungsgrup-
pentransformation Eigenvektoren v; mit reellen Eigenwerten y; existieren. Diese Annah-
me ist nicht trivial und mufl im Einzelfall bewiesen werden. Bezeichnen wir mit R die
Renormierungsgruppentransformation, mit L ihre linearisierte Version und mit H, den
Fixpunkt, so konnen wir formal schreiben:

R(Ho + ) i) = Ho+ > Lu;
=H.+ > i (6.75)

Nach n-facher Anwendung gelangen wir zu:
RY Mo+ > v)=Ho+ > yfvi . (6.76)

Da der Reskalierungsfaktor von R im Prinzip beliebig ist, muf§ y; > 0 gelten.
Man kann nun 3 Klassen von Eigenvektoren unterscheiden:

1. Irrelevante Operatoren: Fiir sie ist y; < 1. Der Name weist darauf hin, daf} irrelevante
Operatoren verschwinden, fithrt man die Renormierungsgruppentransformation nur
héufig genug aus.

2. Relevante Operatoren haben y; > 1. Abweichungen vom Fixpunkt in Richtung dieser
Operatoren werden durch die Renormierungsgruppentransformation verstarkt.

3. Marginale Operatoren haben y; = 1. Thre zugehorigen Stérungen dndern sich unter
der Renormierungsgruppentransformation nicht, kennzeichnen also eine ganze Schar
von Fixpunkten. Eine iiber die linearisierte Renormierungsgruppentransformation
hinausgehende Untersuchung zeigt aber, dal diese Vorstellung im allgemeinen ein
Artefakt der linearisierten Version ist.

Betrachten wir ein explizites Beispiel: Sei 7 die Temperaturdifferenz zur kritischen Tem-
peratur, so ist 7 ein relevanter Operator. Warum?

Mit den oben eingefithrten Bezeichnungen kénnen wir fiir die Korrelationsldnge eines
Systems schreiben:

E(te+ 1) = 26(R(te + 7))
= 25(tc —+ LT)
= 2(tc + y-7) (6.77)
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bzw. nach mehrfacher Anwendung;:

§(to +71) = 2"E(to + yrT) (6.78)
Diese Relation 148t sich fiir alle n nur erfiillen, wenn
B In 2
E(te+7)~7 Iy (6.79)

ist. Da die Korrelationslénge fiir 7 = 0 unendlich ist, folgt y, > 1, d.h. 7 ist ein relevanter
Operator.

Wir wollen es bei diesem einen Beispiel bewenden lassen, da wir spéter einen formal etwas
anderen Zugang benutzen. Statt wie in der oben beschriebenen Prozedur die kurzwelligen
Freiheitsgrade zu eliminieren, kann man auch studieren, was passiert, wenn der Cutoff
A gegen unendlich geht. Dies ist die von Feldtheoretikern als natiirlich empfundene Vor-
gehensweise. Beiden Methoden ist der Versuch gemeinsam, von mikroskopischen Details
zu abstrahieren. Vom festkorperphysikalischen Standpunkt aus geschieht dies, weil am
Phaseniibergangspunkt die mikroskopische Struktur verschwindet, vom feldtheoretischen
Standpunkt aus, weil der Cutoff einzig und allein deshalb eingefiihrt wurde, damit die
Integrale konvergieren.

Einen wichtigen Punkt gilt es noch zu diskutieren: Was wére, wenn sich der Grenzprozess
A — oo tatsdchlich durchfiihren liefe? Dieses Gedankenexperiment ist gar nicht so abwe-
gig, beruht hierauf doch die Idee der dimensionellen Regularisierung: Erniedrigt man in
renormierbaren Theorien die Dimension des Raumes ein wenig, so werden die auftreten-
den Integrale Ultraviolett-konvergent, der Limes A — oo l&8t sich also durchfiihren. In
unserem oben ausgearbeiteten Schema fillt damit der erste Schritt (Ausintegration der
Freiheitsgrade mit & < [k| < A) weg. Ubrig bleibt eine Reskalierung der Impulse, einer
neu einzufithrenden Massenskala p und der Felder. Genau diesen Prozess werden wir im
néchsten Abschnitt fiir eine kontinuierliche Reskalierung diskutieren.

6.5 Renormierungsgruppengleichung und kritische Ex-
ponenten

In diesem Abschnitt werden die Wilsonschen Renormierungsgruppenideen in der Sprache
der Feldtheorie behandelt. Die Diskussion ist notwendig, um die Ergebnisse der Storungs-
rechnung (Kapitel 7) interpretieren zu kénnen.

Im vorletzten Abschnitt wurde die Renormierbarkeit des supersymmetrischen nichtlinea-
ren Sigma-Modells bewiesen. Was kénnen wir daraus iiber Phaseniibergiinge lernen?
Die renormierten zusammenhéngenden Greenfunktionen Ggl) lassen sich durch die unre-
normierten ausdriicken®:

G (p,tr, Hr, 1) = Z(tr) 2GS (p, tp, Hp) (6.80)

4Vel. z.B. [4], [31]

5Die angegebenen Relationen fiir die Korrelationsfunktionen gelten sowohl fiir das Feld des bosonischen
Modells als auch fiir die einzelnen Felder des supersymmetrischen Modells. Mochte man die Skalierungs-
eigenschaften des Superfeldes selbst angeben, so mufl die Reskalierung @ — Az bzw. k — k/\ durch
6 — VA0 erginzt werden.
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Hierbei war

1
tr = 't 6.81
R leLL B ( )
VZ
1

Die Invarianz von (6.80) unter einer Anderung von y fithrt auf die Differentialgleichung:

0 0 n 0 (n) .
MG_M + ﬁ(tR)% + §C(tR) + Vm(tR)HRa_[{R] GRr’(p,tr, Hr, 1) =0 (6.83)

mit den Abkiirzungen (die Ableitungen werden alle bei festen nackten Parametern, ange-
deutet durch einen Index g, genommen):

0 0
ﬁ(tR) = ,u@ BtR = tR (8 - M@ Bln Zl> (684)
Cltn) = p| Wz (6.85)
@ 0 0 VZ
w(tn) = =2 Hy = 2| m¥2
" (R) HRa/J/B R 'u@uanl
1 1
= QC(tR) + t—ﬁ(tR) —¢ (6.86)
R

Eine dquivalente, rechentechnisch einfachere Version ist®:

EtR

tr) = 6.87
0
C(tr) = (i) 7o Z(t) (6.55)
R
Untersuchen wir (6.83) zuerst fir Hr = 0. Hierfiir parametrisieren wir tg und p in
Abhéngigkeit von einem Reskalierungsfaktor A:
8 8 n (n)
1A 57—+ B(tr(A) 5~ + 5CERA)) | GR (P, tr(A), 1(A)) =0 (6.89)
(9u (‘%R 2
mit
pu(A) == A (6.90)

Die Losung dieser Differentialgleichung erhalten wir am einfachsten, wenn wir unsere
Ausgangsgleichung in der Form

Z(tr(A\)"2G% (p,tr(N), 1(X)) = unabhiingig von A (6.91)

6 Die Definition der S-Funktion stimmt mit der von Wegner [17], [28] iiberein. Seine (-Funktion
definiert er als ((tg) := B(tR)% In Z=1/2(tg), was einen zusitzlichen Faktor —3 liefert.
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schreiben, diese nach A ableiten und sofort wieder mit A multiplizieren:

ndlnZ . a(;(”) oG\
pa (A A A b Pl 92
> ot RNGY + D ()“‘()au 0 (6.92)

Der Punkt bezeichnet die Ableitung nach A. Durch Koeffizientenvergleich mit (6.89) er-
halten wir:

Xig(N)
dlnZ
Otr

B(tr(A)) (6.93)

A tr(A) = ((tr(N)) (6.94)

Setzt man die erste dieser beiden Gleichungen in die zweite ein, so sieht man, daf sie mit
der Definitionsgleichung (6.88) fiir ((tg) dquivalent ist. Die Losung fiir (6.93) lafit sich

einfach finden. )
tr(A) 1

Fta) 3 (09
ergibt nach Integration:
tr(N)
dt
S = (6.96)
tr(1)
Man kann auch (6.88) bzw. (6.94) nach Z(tg(\)) auflosen:
Ctr(V) 0
Bin0N)  Otn InZ(tr(\)) (6.97)

Integrieren wir von tx(1) bis tg()), so erhalten wir:
A
/ ) gy ZErV) (6.98)

Aufgelost nach Z(tg(A)) ergibt sich schliefllich:

tr(N)

Z(tr(\) = Z(tr(1)) exp /C—t (6.99)

t
tr(1)

Die Gleichungen (6.96) und (6.99) sind in ihrer Allgemeinheit sicher schwer zu durch-
schauen. Im Hinblick auf kritische Phéanomene interessieren uns Losungen von (6.96), fiir
die tg(\) unabhéngig von A, also skaleninvariant wird. Wie ist das moglich? Nehmen wir
an, tp(\) — t. fiir A — 0, also In A\ — —oo. Dann muB offensichtlich der Integrand von
(6.96) ebenfalls gegen —oo gehen, G(tg) also gegen Null!

Nehmen wir deshalb weiter an, 5(tg) habe an der Stelle tg = ¢, eine einfache Nullstelle.
Dann ist

B(tr) = w(tr —t.) + O(|tr — t.|?) . (6.100)
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Untersuchen wir zuerst den Fall w > 0, dann kénnen wir uns fiir tz — t, auf den linearen
Term beschréanken. Die Integration in (6.96) wird elementar:

tr(N)
dt

1
In\ = / m = ; In |tR(>\) - t*| -+ const. (6101)
tr(1)

unabhéngig davon, ob tg grofler oder kleiner als ¢, ist. Die Auflosung nach \ ergibt:
A~ [tr(N\) —t, M (6.102)

Diese Relation werden wir im folgenden noch mehrfach benutzen. Die Lésung von (6.99)
ergibt sich fiir tg(1) ~ tr(\) ~ t, aus

tr(N) tr(N)
¢t) . Ct) . <L) 3
t</1) %dtfvt{) oyt = S miea(y) 1) + cons (6.103)

zu (wir verwenden (6.102)):
Z(tr(N) ~ [tr(N) — t,]cE/@ ~ N6t (6.104)

Ist w kleiner als 0, so bleiben die Gleichungen offensichtlich unveréndert. Allerdings haben
sie dann Giiltigkeit fiir A — co. Anders formuliert: (6.104) gilt fiir [tr(\) — t.] < 1.
Versuchen wir zuerst einmal, die Gleichungen zu interpretieren. Hierzu erinnern wir uns
an das naive Skalierungsverhalten (6.29):

G (Ap, tr, M) = A" =DGE (p g, ) (6.105)
Aus (6.91) und (6.105) ergibt sich:

Z(tr(\)]"? ®)
m] G (p,tr(N), An).

(6.106)
Untersuchen wir den Limes tg(\) — ¢, d.h. A — 0 fiir w > 0 und A — oo fiir w < 0, so
erhalten wir mit (6.104) nach Umbenennung von A in pu:

GO, tr(1) ) = NG (p, (1), ) = A0 {

G (Ap, tr(1), p) ~ XU 2R =G (1, 1) (6.107)
Wir sehen: Fiir tp = ¢, zerfillt die Korrelation wie
GOz — ' b, ) ~ o — 2| )2 (6.108)
Der Exponent 7, der die Abweichung vom Ornstein-Zernicke-Verhalten (n = 0) in
Gg)(x — 2t ) ~ |z — 2| 7@ (6.109)
beschreibt, ergibt sich hieraus zu:

n=((t) —e+2yn (6.110)
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Da der Fall A — 0 das langreichweitige Verhalten des Systems beschreibt, nennt man den
zugehorigen Fixpunkt Infrarotfixpunkt. Analog werden Fixpunkte fiir A — oo Ultravio-
lettfixpunkte genannt.

Es ergibt sich folgendes Bild:

B(tr) ¢(tr)

t\ tr to tr

Die -Funktion hat in dem angegebenen Beispiel, das dem nichtlinearen Sigma-Modell in
2+¢, (¢ > 0) Dimensionen entspricht, eine Nullstelle mit positiver Steigung an der Stelle
Null. Null ist deshalb ein Infrarot-Attraktor (A — 0). Fiir A — oo ist tg = t¢ Attraktor.
Das heifit, fiir sehr grofie und sehr kleine Impulse besitzen die Korrelationsfunktionen ein
einfaches Skalenverhalten. Aus (6.107) folgt:

@) IpPv=2  fiir |p| — 0
GR'(p,tr, 1) ~ {|p|2<yN—d>+<<tc> fir [p] — oo (6.111)

Die Temperatur tg = t¢ ist zwar auch ein Infrarot-Fixpunkt, als solcher aber instabil.
Das hat interessante Konsequenzen.
Betrachten wir noch einmal (6.106) fir tg ~ te:

Z(tr(N)
Z(tr(1))

Absorbiert man den Vorfaktor in die Normierung der Greenfunktionen fiir tz(\) und
tr(1), so sind die Korrelationsfunktionen fiir ¢z(A) identisch mit denen fiir tg(1), sofern
man in ersteren alle Impulse durch A dividiert, d.h. alle Langen mit A multipliziert. Anders
formuliert: Bei tg(\) ist die charakteristische Léngenskala £ um einen Faktor A grofier als
bei tg(1). Mit (6.102) heiit das fiir tg ~ tc:

n/2
G (p.tr(1), 1) = A= [ } G (A ptr(N), ) (6.112)

&~ |tr —to|' (6.113)

Im Vergleich zu der iiblichen Notation

¢~ tr—to|™ (6.114)
halten wir fest:
! (6.115)
V= ——". .
w

Untersuchen wir zum Abschlufl noch das Verhalten der Greenfunktionen in Anwesenheit
eines dufleren Magnetfeldes H. Analog zu (6.91) setzen wir an

Z(tr(N)2GW (p,tr(\), Hr(A), (X)) = unabhéingig von A | (6.116)
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differenzieren nach A und multiplizieren mit A:

A%%?RZ Lr(NG™ + A%g)tﬁ()\) + u(A)agf) + A%ig ‘9513 0 (6.117)
Durch Koeffizientenvergleich mit (6.83) ergibt sich:
Atr(A) = B(tr(N))
AZZin(3) = Gl
AR ) RN (6.118)

Die zweite Gleichung entspricht wieder der Definitionsgleichung fiir {(tg), ist also redun-
dant. Versuchen wir nun, die Gleichung (6.118) fiir tg ~ t¢ zu losen. Wir verwenden dafiir
(6.86) und (6.100):

1
N X%n(tR(/\))
_ tr(A ! tr(A
= {5“ r(N)) +£ﬁ( r(A)) —5}
= % E((tc) — e+ O(tgr — tc)} (6.119)
Die Integration dieser Gleichung liefert:

Hr(A) (1

In He(l) ~ (ég(tc) - z—:) In A (6.120)

Nach Hg()) aufgelost erhalten wir schlieflich:
Hp(\) = Hp(1) Azélto)—e (6.121)

Koénnen wir daraus fiir tg = to die Magnetisierung in Abhéngigkeit von einem dufleren
Feld herleiten? Da die Magnetisierung translationsinvariant ist, gilt analog zu (6.106)

Mpg(tr(1), Hr(1), 1) = G (tr(1), Hr(1), p)
= NG (tr(1), Hr(1)/ A", 11/ X)

o [Z0ROD]* a ”
= | O G ), Hr)N ) (6122

wobei yg die kanonische Dimension des d&ufleren Feldes ist. Eliminieren wir das Verhéltnis
der Z-Faktoren mit Hilfe von (6.104) und setzen fiir Hg(\) (6.121) ein:

Mg (tr(1), Hr(1), 1) = X230 Mp(tg(N), He(1)Azt)==mvm ) (6.123)
Fiir tg(1),tgr(A) — to und feste Massenskala p erhalten wir

Mp(Hp) = )\yN+§C(tc)MR(HR )\%C(tc)—e—yH) (6.124)
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und deshalb
Mp ~ H'Y° (6.125)
mit
§ = 2(5 + yH) - C(tC')
C(te) + 2yn

Fiir den bosonischen Fall verwenden wir yg = 2 — y und driicken ((t¢) durch n (6.110)
aus. Dadurch ergibt sich ein Zusammenhang zwischen 1 und 9§, eine sogenannte Skalenre-
lation:

(6.126)

_d+2-n
S d—24+7
Fiir den supersymmetrischen Fall ist yg = 1 — yy und wir erhalten eine etwas andere
Skalenrelation:

5 (6.127)

__d=m

S d-2+47n"
Eine interessante Beobachtung wollen wir noch festhalten: Bei der Renormierung des
nichtlinearen Sigma-Modells hatten wir festgestellt, daf fiir die Renormierung des &ufleren
Feldes kein zusétzlicher, also unabhéngiger Z-Faktor notig war. Bei der Herleitung von
(6.125) hatte sich das dadurch bemerkbar gemacht, da8 wir v,,,(tg) durch 5(tg) und ((tg)
ausdriicken konnten, woraus schliefllich die Skalenrelation (6.127) folgte. Nun 148t sich
(vgl. [18]) die Skalenrelation auch mit anderen Methoden beweisen, so dafl es umgekehrt

nicht verwunderlich ist, dafl fiir die Renormierung des &ufleren Feldes kein zusétzlicher
Z-Faktor notwendig ist.

(6.128)
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Kapitel 7

Explizite Durchfiihrung der
Renormierung

7.1 Generelle Strategie

Die Renormierbarkeit sowohl des bosonischen wie des supersymmetrischen nichtlinearen
Sigma-Modells wurde bewiesen. Die Aufgabe, die sich nun stellt, lautet: Wie lassen sich
die Z-Faktoren moglichst einfach berechnen?

Ublicherweise wird hierzu das Vertexfuntional I'® renormiert. In 1-Loop-Ordnung tragen
6 Graphen bei:

Die Notation hélt sich an Ma[20]. Der Graph

s

symbolisiert den Term (72)%, wobei das Skalarprodukt fiir die durch die durchgezogene
Linie verbundenen Felder auszufiihren ist. Ableitungen der Felder werden durch kleine
Querstriche dargestellt.

Kontrahiert man die freien Enden der Graphen aus (7.1), so reduziert sich die Zahl der
Diagramme auf 5:

OGO GGG

29




Dieses sind genau die Diagramme, die zur freien Energie in 2-Loop-Ordnung beitragen.
Wir sehen, dal die Zahl der Diagramme, die zur freien Energie in (n + 1)-ter Ordnung
beitragen, geringer ist, als die Zahl der Diagramme, die zur Berechnung von I'® in n-ter
Ordnung nétig sind. Wir werden deshalb die freie Energie — und nicht etwa I'® — bis zur
3. Ordnung berechnen.

Wie wir weiter unten sehen werden, a8t sich so Z(tg) und damit ((tg) bis zur 3. und
Z1(tr) und damit S(tg) bis zur 2. Ordnung berechnen.

7.2 Freie Energie der freien Theorie

Fiir den bosonischen Fall gehen wir aus von (n = 1):

Moo = 3 [ o6+ mile(h)P 7.4
Bos — 9 (27T)d B)I¥ :
und versuchen,
_ 1
Zng(tB>m2B) :/[D<P]e tBHBos (75)

zu berechnen. Das Pfadintegral [Dy] ist nur auf einem Gitter definiert. Ein Gitter mit
Kantenlidnge 27/1 im Impulsraum erhélt man, wenn man im Ortsraum die Lineardimen-
sion [ und periodische Randbedingungen wéhlt. Die Fourier-Transformation ist dann

o(k) = /ddxe_ikxgo(a:) (7.6)
01
1d

> e o(k) (7.7)
k
Mit dieser Konvention ist:

Mios = 5 31K+ miy) o (b
(D) = [] de(k) (7.8)
k

Fiir die Zustandssumme erhalten wir deshalb:

o0

1 —d (1.2 2 2
i tnoy) = [ [Ldpe 2 202 4 mileh)
k

oS

—00

N|=

= — 7.9
1;[ (k:2 +mi ) 79
Fiir In Zgis (tg, m%) ergibt sich nun:

1 t
Iz (tg,m2) = 5> In <”—Bzd) (7.10)
k

k% +m?
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Die freie Energie definieren wir als

111 ZBos(tB; TTLQB)
ld '

Sie ist eine Dichte. Bei Verwendung von (7.10) und (7.11) erhalten wir:
1 ddk 7TtB
]:(1) ¢ 2y _ _/ 1 14
Bos(t,15) 2 ) (2m)d t k% +m%

1 dek k2 1 dek 7TtBld
= —— 1 1+ — — 1 12
2/<27r>d“(+m23>+2/<2w>d“<m23> (7.12)

Der 2. Term verschwindet im dimensionellen Regularisierungsschema. Fiir ein n-kompo-
nentiges Feld erhalten wir schlieSlich:

(1) 2\ n ddk k2
FBos(thmB) - _5/ (27T)d In(1+ m_zB (7.13)

Diesen Ausdruck konnen wir weiter umformen!:

Fots.m) = / 5

Fpos(tp, mp) = (7.11)

In(1 + %)

)
/ 1 In(1 4 %)

0
/dyy(d 22 (1 +y)

0

_ "o d Q(d) 7

~ 24" (2m)d dyy"”
0

Das Integral ist nach [2] ein Produkt von I'-Funktionen,

= ——mB

(7.14)

on U TG+ DI(-9)
24 "Bemnd (1)

I (7.15)

wobel der Faktor

= oy

1 e €
= o-(2vm) " T(1-3) (7.16)

der Einfachheit halber ausgeklammert wurde.

Vgl. hierzu auch Anhang A.
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Versuchen wir, die freie Energie fiir den supersymmetrischen Fall zu berechnen, so stellen
wir fest, daB sie verschwindet. Dieses Ergebnis kann man sich auch allgemein klarmachen:
Der Erwartungswert der Hamiltondichte Hgys,, die definiert war als Dichte im Orts- und
f-Raum, ist invariant unter Verschiebungen im #-Raum, also #-unabhingig. Hétte man
Hsusy nur als Dichte im Ortsraum und nicht auch im 6-Raum definiert, so hétte man zur
Berechnung des Erwartungswertes Hgys, iiber 6 integrieren miissen. Das Ergebnis wiére
Null.

Dasselbe passiert nun bei der Berechnung der freien Energie, die als Dichte im Ortsraum
definiert wurde. Wir miissen die freie Energie fiir das supersymmetrische Modell deshalb
als Dichte im Orts- und #-Raum definieren. Leider 1&8t sich diese nicht aus In Z extra-
hieren, da man — salopp gesprochen — die #-Integration nicht los wird. Bevor wir einen
anderen Weg angeben, fslu)sy zu berechnen, sollten wir noch einen Blick auf die bosoni-
sche freie Energie werfen. Die freie Energie F des gesamten Raumes erhéilt man durch
Integration der Dichte F zu:

F:/ddxf:o, (7.17)

da das dimensionelle Regularisierungsschema als Integral einer Konstanten iiber den ge-
samten Raum Null vorsieht. Das Phianomen, dafl die freie Energie bei ungeschickter De-
finition Null wird, taucht also bereits im bosonischen Fall auf.

Unsere zweite Methode, F zu berechnen, beruht auf der Uberlegung, daB fiir mp = 0 die
freie Energie verschwinden mufl. Warum? Da in diesem Fall ¢ die einzige dimensionsbe-
haftete Grofe ist, gilt:

Fios(tp,mp = 0) ~ 15 /° (7.18)
bzw.
Fousy(tp,mp = 0) ~ 1579/ (7.19)

Diese Relationen sind nur fiir Fp,s(tg, mp = 0) = 0 baw. Fsysy(ts, mp = 0) = 0 sinn-
voll. Wir wenden nun folgenden Trick an: Angenommen, wir kennen Fp,s(t5, pmp), dann
148t sich fiir Ap infinitesimal klein Fp,s(tp, (p+ Ap)mp) storungstheoretisch dadurch be-
rechnen, daf fiir die Masse der freien Theorie pmp angenommen und Apmpg als Storung
aufgefafit wird. Aus der Storungsreihe

Q + Q + Q + Q + . (7.20)

tragt nur der erste Term bei:

«/T-Bos(tBa (p + Ap)mQB) - fBOS(tBapsz) = Q
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Durch Integration folgt:

)
Fo(tp,my) = /dp a—pf(tB,meB)

_ el
B 9¢ PP
0
=mEe— 7.22
"5 5(2+5)f (7.22)

in Ubereinstimmung mit (7.15).
Diese Methode 148t sich auch im supersymmetrischen Fall anwenden:

JTSusy(th (p + Ap)mB) - fSusy(tBame> - Q

_ %(Ame)n(me)g (‘g)

0
= Apa—p}_(t&pm%) (7.23)

Daraus folgt durch Integration:

1
0
fé35y<t37m3) = /dpa_pf(thmeB)
0

1
nf
= —mlB+€§g/dpps
0
n

= (7.24)

Eine Beobachtung gilt es noch festzuhalten: Das Integral iiber 8 zeichnet kein Vorzeichen
aus! In der hier benutzten Konvention ist | d*6 %99 = 1. Wir erhalten deshalb eine freie
Energie die sich von der bosonischen freien Energie im wesentlichen durch ein Minuszei-
chen unterscheidet.

7.3 Die freie Energie in 2- und 3-Loop-Ordnung

Die freie Energie in 2- und 3-Loop-Ordnung wird mit den in Kapitel 4 diskutierten Me-
thoden berechnet.
Hierzu entwickeln wir die bosonische Hamiltonfunktion

Hpos = /ddx%((VW)Q + (Vo)?) —m%o
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2
= /ddx 1(V7T)2 + L@va)® _ myo

2 2 o2
i o2 1 2 1 5 o
=— [ d®zm% — §(V7r) — 5T
—vp(7VT)? — vy (7 VT)?m? — ...
Foymy(n?)? + vsmp(r?) + ... (7.25)
mit
1
1
1
1

Die Vorzeichen sind so eingerichtet, dafl die zugehorigen Graphen jeweils einen der Fak-

toren v; liefern. Das globale Minuszeichen vor dem Integral gleicht das Minuszeichen im

1
_ 1y . . .
Exponenten von Z ~ e 8" aus, die Minuszeichen vor v, und v4; kommen von den

1’s aus der Ersetzung V — ik. Im Anhang werden die 5 Graphen in 2-Loop- und die
45 Graphen in 3-Loop-Ordnung aufgelistet sowie ihre kombinatorischen Faktoren, ihre
,Graphenfaktoren“ vy, ..., vs sowie die divergenten Anteile der zugehorigen Graphen an-
gegeben.

Fiir die supersymmetrische Hamiltonfunktion lautet die Entwicklung

1 1 1_-
Hosusy = —§/dda:d29 §D7rD7r + §DODJ —2mpo
d.. 12 1 /1~ 2
= — dde—vomB—I—E §D7TD7T—’ITLB7T

1, = 1 -
+U2§(7TD7T)(7TD7T) + v4§(7rD7r)(7rD7r)7r2 +...

+oymp(r?)? + vsmp(r?)? + ... (7.30)
mit
1
o= (7.32)
vy = © (7.33)
275 :
! (7.34)
V3 = 16 .
1

Auch hierfiir sind im Anhang die divergenten Anteile der zugehorigen Graphen angegeben.
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7.4 Konsistenztest fiir die Zahl der Graphen

Bei einer so grofien Anzahl von Graphen kann man leicht den einen oder anderen ver-
gessen. Fiir die 3-Loop-Rechnung wurde deshalb folgender Konsistenztest durchgefiihrt:
Betrachten wir zwei unterscheidbare Vertizes Vi und V5 mit jeweils 4 Beinen. Wieviele
Moglichkeiten gibt es, daraus einen Einteilchen-irreduziblen Graphen zu bilden? 2 Typen
von Graphen sind moglich:

Typ 1: 4! = 24 Stiick (7.36)

nt
Typ 2: m ; <2) 2 = T2 Stiick (7.37)

Zusammen sind das 96 Graphen. Wir sollten deshalb genau 96 Graphen proportional zu
v1v9 finden. Sind V; und V5 ununterscheidbar, sollte sich diese Zahl auf 92—6 = 48 reduzieren.
Dieser Fall ist fiir die Graphen proportional zu v? oder v gegeben. Wir kinnen diese
Vorhersagen im Anhang explizit iiberpriifen, sofern wir dort n = 1 setzen. Fiir einen 6-
Punkt-Vertex gibt es genau 5 -3 -1 = 15 Moglichkeiten, einen Graphen zu bilden. Auch
diese Zahl finden wir im Anhang bestétigt.

7.5 Bestimmung von ((tz) und ((tr)

Insgesamt erhalten wir fiir die freie Energie bis zur 3. Ordnung in ¢g die folgenden Resul-
tate:

Hg anra/Q tgH 5™ (2n—n?)

FD (tp, Hp) = ==
Bos(t5, Hp) tp + e(2+¢) Re2
+H]13+3€/ 22n(20e—20ne + 3n%e + 16—20n + 12ne2—12¢2 + 6n2)
96e3
(7.38)
f(S) (tB HB) = _@_ nHé—i—e B tBHé+2e<2n _ n2)
Susy\"= tg  2e(1+4¢) 82
Hp 120 (12e—12ne + 3n%e + 8—10n + 3n?)
_ (7.39)
48¢3
Driicken wir hierin ¢g und Hp mittels
tB = ,u*EthR (740)
Z
Hg = = Hp (7.41)

vZ

durch tgr und Hp aus, so konnen wir Z;(tg) und Z(tgr) aus der Forderung, dafl F endlich
sei, extrahieren. Die expliziten Rechnungen sind einfach aber langwierig. Sie wurden mit
Hilfe des Computer-Algebra-Systems MAPLE durchgefiihrt.
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Ihr Resultat lautet:
n(2n —1)

_ n 2
Zpos(tr) =1+ . tp+ 9% th
nn—2) nn—-1) n2n—-1)3n—-2)\ 4 A
+ ( ot -~ £+ O(th) (7.42)
2 1 2n —1)(3n —2) .
Zsusy(tr) = 1+ — tR Il Z ) tf_z | nlen 62§ )i 4 o) (7.43)
1 2
21 Bos = ( ) ) ty + O(t}) (7.44)
Zl,Susy =1 + Z51—]{ + —— ( ) t2 + O(tg) (745)
Die - und ¢-Funktionen ergeben sich aus (6.87) und (6.88):

Bpos(tr) = etr + (1 =)t + (1 = n)ty + O(ty) (7.46)
Bsusy(tr) = etr + (1 = n)ty, + O(tg) (7.47)
CBos(tr) = ntr + jn(n — 1)t} + O(ty) (7.48)

Auffallend ist, dafl die supersymmetrischen Funktionen zwar dieselben Anfangsglieder
haben wie die bosonischen, daf§ aber die Terme proportional zu t% identisch verschwinden.

7.6 Konsistenztest fiir die Renormierungskonstanten

Aufgrund der groflen Anzahl an Graphen ist es wichtig, einen Konsistenztest fiir die
Richtigkeit des Renormierungs-Verfahrens durchzufiihren.

In die explizite Bestimmung der Renormierungskonstanten Z und Z; geht wesentlich
die Tatsache ein, dafl unser Renormierungsschema massenskalen-, also p-unabhéngig ist.
Wir erhalten deshalb aus der Forderung, dafi die freie Energie endlich sei, 10 statt der
5 Gleichungen, die notwendig sind, um Z(tg) bis zur 3. und Z;(tg) bis zur 2. Ordnung
in tg zu bestimmen. Die iibrigen 5 Gleichungen miissen daher identisch erfiillt sein und
ermoglichen einen hochsensiblen Konsistenztest. Einen weiteren Konsistenztest konnen
wir anhand der - und (-Funktionen vornehmen. Diese miissen wegen (6.83) endlich sein.
Auch dieser Test ist iiberaus sensitiv.

Ohne Beweis sei erwéhnt, daf§ die Endlichkeit der Renormerungsgruppenfunktionen den
t” Hooftschen Polgleichungen [24] entspricht. Nach t” Hooft enthalten bereits die Terme
proportional % samtliche Informationen. Wir sehen diese Eigenschaft explizit, wenn wir
die 3- oder (-Funktion mit allgemeinen Z-Faktoren berechnen.
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Kapitel 8

Renormierung von polynomialen
Operatoren in 7 und o

Dieses Kapitel behandelt die Renormierung von polynomialen Operatoren in 7 und o.
Im Englischen werden sie als ,;soft operators® bezeichnet. Sie sind relevante Operatoren.
(Vgl. [7], [17], [28] und Abschnitt 6.4.)

Wir hatten in Abschnitt 6.3 gesehen, dafl wir zum masselosen nichtlinearen Sigma-Modell
einen Term

A
/O’BHBE/ 1—7T%HB: 1—Z7T2R\/—12HR (81)
hinzuaddieren konnten, der sich multiplikativ renormieren lief}, d.h.
A
Hp == Hp . (8.2)

V7

Setzen wir Hp = tpc, g, so renormiert sich unsere neue Quelle ¢, p wie
(8.3)

Nun werden sich beliebige Polynome in 7 und ¢ im allgemeinen nicht mehr multiplikativ
renormieren lassen. Vielmehr werden sie bei der Renormierung untereinander mischen.
Koppeln wir die neuen Polynome geméfl

HHH—Ci,BtB/pi s (84)
so werden die zugehorigen Quellen durch eine Matrix Z;; renormiert:

Cip = Z ZikCr,B (8.5)
k

Die Feldrenormierung ist nach wie vor durchzufiihren.

Wie 148t sich ein Mischen verhindern? Das masselose nichtlineare Sigma-Modell ist O(N)-
symmetrisch. Bei der Renormierung sollten deshalb nur Polynome in 7 und o mischen, die
zur selben irreduziblen Darstellung der O(N) gehoren. Das explizite Renormierungssche-
ma bricht nun die O(N)-Invarianz dadurch, daf8 es ¢ durch 7 ausdriickt. Wir erwarten
deshalb, dafl nur die Polynome in 7 und ¢ mischen, die
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1. zur selben irreduziblen Darstellung gehéren
2. O(N — 1)-invariant sind.

Diese zwei Bedingungen legen fiir jede irreduzible Darstellung genau ein Polynom fest,
das deshalb multiplikativ renormiert werden kann. Bevor wir die explizite Rechnung
durchfiihren, miissen wir einige Sétze iiber harmonische Polynome wiederholen. Ein funk-
tionalanalytischer Zugang findet sich bei Triebel [25].

Seien {x,..., 2y} kartesische Koordinaten im RY so bildet die Menge aller Elementar-
polynome e;, d.h. aller Produkte in den z;, eine vollstdndige Basis fiir die analytischen
Funktionen auf dem RY. Diese lassen sich nach ihrem Grad ordnen: Ein Polynom p,
nennen wir homogen vom Grad [, wenn py(kzy,. .., kzy) = k'pi(xq, ..., 2N).

Betrachten wir die Sphiire S¥=1(r) € RY mit Radius 7 um den Ursprung, so lassen sich
alle auf SN~!(r) analytischen Funktionen durch die Restriktionen der e; auf die Sphire
darstellen. Allerdings sind diese iibervollstdndig. Nehmen wir stattdessen eine Basis fiir
die harmonischen Polynome h; des RY, das sind Polynome mit Ah; = 0, so bilden deren
Restriktionen auf die Kugel eine vollstandige Basis fiir die analytischen Funktionen auf
SN=1(r) [25]. In Kugelkoordinaten {dy,...,9y_1,7}, ¥; € S¥~1(r), r Radialkomponente,
kann der Laplace-Operator als

1 QTN_IQ
rN=10r or

Af =500+ / (5.6)

geschrieben werden [14]. Untersuchen wir ein harmonisches Polynom, das homogen vom
Grad [ ist:

hl<ZC1,...,l’N):Tlill(ﬁl,...,ﬁjvfl) . (87)
Wir erhalten so
~ 1 0 J ;-
— _ 12 9 N Y
O—Ahl =T Aﬁi fbl—l_ N—1 87"T 87’7; hl
=2 Ay, by + 11+ N —2)r'2h (8.8)
bzw.
L*hy = 1(l+ N —2)hy , (8.9)
wobei wir zur Abkiirzung
1
2.
L* = —T—2A191, (8.10)

eingefiihrt haben. L? wird in der Quantenmechanik als Operator des Drehimpulsquadrates
eingefithrt. In der Mathematik firmiert er unter dem Namen Beltrami-Operator zweiter
Art. Seine Eigenfunktionen zum Eigenwert [(I+ N — 2) nennen wir abkiirzend Eigenfunk-
tionen zum Drehimpuls [. Wir suchen nun alle harmonischen Polynome, die homogen vom
Grade [ sind, deren Einschréinkungen auf die Kugel also Eigenfunktionen zum Drehim-
puls [ sind, und die O(N — 1)-invariant bzgl. der durch o ausgezeichneten Achse sind. Der
allgemeine Ansatz hierfiir lautet:

hi =o'+ c1_90' 21 + g0 () 4 e O (7). (8.11)
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Wegen !

A () = (807) (1)1 + P A’
= p(p — 1)o? (7)1 4 2q(n + 2q — 2)o? (7?)1~2 (8.12)
gilt:
0=Ah=1(-1)0"2+
c—22n0' "2 + ¢_o(1 = 2)(1 = 3)o" (=) +
ci_44(n 4+ 2)o' () + c_a(l — 4)(1 — 5)o (7% +
ci_66(n +4) o' 5 ()2 + ¢1_6(l — 6)(1 — 7)o 3(7?)® +

(8.13)
Daraus folgt:
g = —Z(ZQ;U (8.14)
o (=2)1-23) (=1 =2)(1-3)
Cl—q4 = _WCZ_Q = 87’L(7’L T 2) (815)
__(l—4)(l—5) __l(l—1)(l—2)(l—3)(l—4)(l—5) (.16)
T T G T 48n(n + 2)(n + 4) '

Allerdings miissen wir, um die Storungsentwicklung explizit durchfithren zu kénnen, o
wieder durch 7 ausdriicken:

hy = o' + 190" 21 4 40" N (T2 + g (7?4 ..

Ul +n-1) s W =20t 1)t 1-1)

=1- o T 8n(n n 2) (7T2)2
(I=2)I—=4)n+1+3)(n+l+1)(n+1—-1), 54
- 18n(n +2)(n + 4) ()" +
=:14+ gg(l)ﬂ'2 + g4(l)(7r2)2 + gﬁ(l)(ﬂ'z)?) + ... (817)

Das so eindeutig bestimmte Polynom h; addieren wir als Stérung zu unseren Hamilton-
Funktionen

HﬁH—CtB/hl, (818)

fithren die Storungsentwicklung fiir die freie Energie durch und sammeln die Terme linear
in c. (Die Summe der Terme proportional zu  ist die freie Energie, die wir in Abschnitt 7
berechnet und renormiert hatten.) Betrachten wir (8.17), so sehen wir, da8 3 verschiedene
Arten von Termen beitragen:

1. ein Term c

IWir verwenden der Einfachheit halber wieder n = N — 1.
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2. Terme, die aus der Ersetzung von 1 Hpm? — £ <HB + CW) 72 herriihren. Diese

kann man dadurch berechnen, dafl man c%wz als zusétzliche Wechselwirkung
auffaBBt und die Stérungsrechnung mit diesem Zusatzterm durchfiihrt. Diese Proze-

dur ist einfach aber umstandlich.

Untersuchen wir stattdessen einen typischen bosonischen Graphen:

= —imye (8.19)

Er ist zu ersetzen durch

Ak m% foof o  Al+n—1)\"
[y~ ()

= —imaB (m2B + ci—l(l +n—1) + 0(02)) .

(8.20)

Die Verallgemeinerung fiir hohere Ordnungen ist trivial. Aufpassen mufl man aller-
dings bei Graphen mit Ableitungskopplung:

_/ Ak :/ Al my = .
T el mE T ) Cridkemy e B

/ d?k —k?

—

(2m) 2 (mQB + c—l(H"_l))
B / dk m% + c—l(l+:_1)
) @m) e (mQB + c—“’*jj*”)

f 2+5<1+il(l+n—1))1+s/2

2
my n

- —gm% (mQB +e (1 + g) W + 0(02)) (8.21)

Ein analoges Resultat gilt im supersymmetrischen Fall.

3. Terme aus g4(7?)? und gg(72)3. Auch diese Terme wurden schon berechnet. Fiir
sie sind im Anhang v; durch (v; + cgs) und vs durch (vs3 + cgg) zu ersetzen und
anschliefend die in c linearen Terme zu extrahieren.
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Insgesamt erhalten wir:

-1
Afgoszl‘f‘%thB
(l+n—1)nl-2n+%-1+2) I(l+n—1)n+6)\ o
+( 82 * 8¢ Mslh
(l+n—1)(nl—2n+1—1+2)(nl —4n+1*>—1+4)
+
48¢3
+l(l +n —1)(3In* — 12n* — 61n + 31*n + 15nl + 181% — 18] + 46)
48¢?
3l(l+mn—1)(n+6)> E
4 3 645)( >>m§§t§’9 (8.22)
I(1 -1
CAFguy =14 WD - ) st
(l+n—1)nl—-2n+%-1+2) l(l+n—1)n-2)\ o
+( 8¢e? a de mslh
(l+n—1)(nl—2n+1—1+2)(nl —4n+1*>—1+4)
_|_
48¢3
Ul+n—=1)(n=2)(nl =3n+1*—1+3)
8¢e?
l(l+n—1)(n—2)?2 .
4 3 16&_)( >)m3Bt§’3 (8.23)

Verwenden wir die Renormierung der Felder und der Temperatur aus Kapitel 7, so konnen
wir wie dort Z; extrahieren:

l(l+n—1)t +l(l+n—1)(nl—2n+2—l—l2—l) 9

Zl,Bos =1~ R ) R
ln—l l—l—n—l) (n+1)(I4+n—-1)
+
6e2
l+n—1)(nl—2n+2+l2—l)(nl dn+4—14+1%)\
+ 1553 t5 (8.24)
I(l+n—1) (l+n—1nl-2n+2+012-1) ,
Zl,Susy =1~ 9 tr + 22 tR
(l+n—1)(nl—2n+2+0P -0l —4n+4—1+1%) ,
— t 2
483 i (8.25)
Die zugehorigen (-Funktionen
¢ = 9 InZ, = p(t )ian(t ) (8.26)
1= Maﬂ ., 1= PAUR) 5y . INLR .
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lauten:

Il -1 3l(n—1)( -1

Cl,Bos = - ( +Z )tR - (n )(8 il )ti’b + O(téll%) (827>
l(l+n—-1

i = L= o) 829

Es wurden im iibrigen dieselben Konsistenztests durchgefiihrt wie in Kapitel 7. Interessant
ist insbesondere das Ergebnis fiir [ = 1:

n 3n(n—1)

CLbos = —5lR — —¢ th + O(ty) (8.29)
n
Cl,Susy = _EtR + O(tél{) (830)

Es stimmt bis auf einen Faktor — mit den ¢(-Funktionen (7.48) und (7.49) iiberein. Das
liegt daran, dafl wegen (8.3) und (8.18)

4l = 7= (8.31)

Man vergleiche Fufinote 6 auf Seite 53.

Eine Einschréinkung muf§ in diesem Zusammenhang allerdings gemacht werden: Unsere
Ausfithrungen liefern keinen Beweis dafiir, da} h; iiberhaupt renormiert werden kann.
Bewiesen wurde dies nur fir h;.

Ein weiterer Punkt soll nicht unerwéhnt bleiben: Die Renormierbarkeit der h;-Einschie-
bung wurde im supersymmetischen Fall fiir beliebige Quellen ¢(x, ) bewiesen. Benutzt
man deshalb statt mp — mp + ¢, ¢ < mp die Ersetzung mp — mp + ¢6*(0), ¢ < mp,
so ist das Modell nach wie vor renormierbar. Die Beitréige proportional zu ¢ aus (In Z)/V
sind gerade die Anderung der freien Energie Fg,s, flir den Einschub h;. Der logische
Vorteil dieser Methode ist, dafl der Term §2(6) eine 6-Integration weghebt und diese nicht
mehr von Hand weggelassen werden muf3. Die Methode 148t sich fiir alle h; verwenden.
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Kapitel 9

Verallgemeinerungen

Der Beweis der Renormierbarkeit des nichtlinearen Sigma-Modells wurde bei Anwesenheit
eines Termes Hpo in der Hamiltonfunktion gefiihrt. Es stellt sich die Frage, ob eine
Infrarot-Regularisierung nicht auch mit einem anderen harmonischen Polynom h; aus
Kapitel 8 moglich ist. Um diese Frage zu beantworten, ersetzt man Hgysy in Gleichung
(7.30) durch

1 1. 1. 1
wobei (vgl. (8.17))
hl(7T2> =14 gg(l)ﬂ'z + 94(1)(71'2)2 + gg(l)(w2)3 + ... (92)

Der Faktor vor Hghy(7?) wurde so gewiihlt, da8 sich dieselbe freie Hamiltonfunktion und
damit derselbe freie Propagator ergeben wie in (4.41). Andert man vy (7.31), v; (7.32) und
vs (7.34) entsprechend ab, so lassen sich wieder die freie Energie und daraus die - und
(-Funktionen berechnen. Betrachten wir speziell den supersymmetrischen Fall. Wahrend
sich Z; und die g-Funktion nicht &ndern, geht Z iiber in

-1 —1 —-1- 2
Z%W:1+la+n )hﬁju+n J(nl+n Z—H)t2

2e2 R
[(l+n—Dnml+n—1-1+3)(nl+2n—-2—-1+1?)
+ o t, (9.3)
und Cgysy in
Cousy = Ll +n —1)tg + O(tR) . (9.4)

Hierdurch wird die freie Energie endlich, d.h. die freie Energie ist — zumindest in 3-
Loop-Ordnung — mit beliebigen harmonischen Polynomen als Infrarot-Regularisator re-
normierbar. Das Ergebnis (9.4) stimmt mit (8.28) {iberein, wenn man die unterschiedliche
Definition der ¢-Funktionen — vgl. Fuinote 6 auf Seite 53 und Kapitel 8 — beriicksichtigt.
Diese Eigenschatft ist sehr hilfreich, will man die Ergebnisse auf andere nichtlineare Sigma-
Modelle verallgemeinern. Es gilt der folgende

Satz 9.1 Die (-Funktion in n-Loop-Ordnung ist durch den Term proportional HBt%_l/e
wn F wvollstandig bestimmt. Insbesondere verschwindet sie, wenn der Term aus F Null ist.
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Der Beweis ergibt sich aus den folgenden zwei Lemmata:

Lemma 9.2 Der Term proportional t%, aus der (-Funktion ist durch den Term propor-
tional t /e in Z(tg) vollstindig bestimmt. Verschwindet der Term in Z(tg), so auch der
Term in ((tgr).

Beweis: Sei B(tg) = etp + a(tr) und Z(tg) = 1+ c1(tg)/c + co(tr)/e* + ... , a(tg) und
¢i(tg) e-unabhéngig. Dann ist

C(tn) = Bltr) 2 In Z(tr)

Otr
8 (6] (tR) CQ(tR) C1 (tR) CQ(tR)
t t 1 o 1 e
(eR+a(R))8t (+ _t— T t——+t—= +
=tp=—c(t
Rat Cl( R) )
da Terme proportional 1/¢", n > 0 verschwinden miissen. O

Lemma 9.3 Der Term proportional th /e in Z(tg) ist eindeutig durch den Term propor-
tional t' 1 /e in F bestimmt. Verschwindet der Term in F, so verschwindet auch der Term

Beweis: Entwickeln wir F in eine Laurent-Reihe in € und betrachten den Term propor-
tional Hxt"s ' /e. Um ihn zu bestimmen, muf§ F bis zur Ordnung ;! berechnet werden'.
Beitrage liefert der Term proportional zu

% c HR 1 HR ( 1 Cl( R) 4 >

1——
N T

2

und der Term proportional zu

H1+natn 11 _,UEHRtn l1 (1+O(1) —FO(IH@)) )
%

Alle anderen Terme sind entweder von zu hoher Ordnung in 1/ oder proportional zu
In(Hp/p). O

In dieser Arbeit wurde ein N-Vektor-Modell, also ein nichtlineares Sigma-Modell mit einer
O(N)-Symmetrie, diskutiert. Untersucht man Parametrisierungen anderer nichtlinearer
Sigma-Modelle mit Symmetrie-Gruppe S, so kann man feststellen:

1. Der freie Propagator stimmt bis auf Symmetrie-Gruppen-abhéngige Grofien mit dem
in dieser Arbeit verwendeten freien Propagator iiberein.

2. Die Struktur der Wechselwirkungsterme ist bis auf Symmetrie-Gruppen-abhéngige
GroBen dieselbe wie in dieser Arbeit.

IFiir die explizite Form von F vgl. z.B. (7.39).
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Erfiillt sind diese Bedingungen zumindest fiir Matrix-Modelle, vgl. [17]. Fiir diese Modell-
klasse gilt:

Satz 9.4
CSusy(tR) = atg + O(ﬁl{) ) a€R

Beweis: Aus dem Anhang ist ersichtlich, daf§ kein 2-Loop- und kein 3-Loop-Graph einen
Term proportional zu 1/e zur freien Energie beitrégt. Satz 9.1 liefert dann fiir die ange-
gebene Klasse nichtlinearer Sigma-Modelle das gewiinschte Ergebnis. O

Dieser Satz 148t sich unter denselben Bedingungen noch verschérfen zu
Satz 9.5 Sei (p,s = atr + O(t%). Dann gilt:
CSusy =algr + O(t}l%)

Beweis: Zur freien Energie in 1-Loop-Ordnung tragt genau ein Graph — vgl. z.B. (7.21) —
bei. Wegen Satz 9.4 ist es deshalb hinreichend, die Behauptung fiir ein nichtlineares Sigma-
Modell, bei dem die ¢-Funktion in 1-Loop-Ordnung nicht verschwindet, zu beweisen. Das
ist in dieser Arbeit geschehen, vgl. (7.48) und (7.49). m

75



Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

Das Renormierungsverhalten des bosonischen und des supersymmetrischen nichtlinearen
Sigma-Modells wurde an Hand eines N-Vektor-Modells verglichen. Neben der Renormie-
rungs-/S-Funktion in 2-Loop-Ordnung, Gleichung (7.47), verschwindet im supersymme-
trischen Fall im Gegensatz zum bosonischen Fall auch die Renormierungs-(-Funktion in
3-Loop-Ordnung, Gleichung (7.49). Analog verschwindet die Renormierungs-(-Funktion
fiir polynomiale Operatoren in den Feldern m und o, sog. ,,Soft Operators®, Gleichung
(8.28). Dieses Verhalten findet man auch bei anderen supersymmetrischen nichtlinearen
Sigma-Modellen, vgl. Kapitel 9.

Damit konnte das Problem der Renormierung polynomialer Operatoren in den Feldern in
dritter Ordnung der Stérungstheorie abschliefend behandelt werden.

Auffallend ist, daB das supersymmetrische Modell, obwohl — oder vielleicht besser weil
— es mehr Freiheitsgrade enthélt, ein einfacheres Renormierungsverhalten zeigt als das
bosonische Modell. Im bosonischen Modell findet man, dafl der Fixpunkt der Renormie-
rungsgruppentransformation instabil unter Stérungen durch Operatoren mit vielen Gra-
dienten wird [29]. Es wére deshalb interessant zu untersuchen, ob diese Instabilitdt auch
im supersymmetrischen Fall auftritt.
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Anhang A
Das Integral ()

Fiir die dimensionelle Regularisierung in d = 2+¢ Dimensionen bendtigt man das Integral:

() = / éﬂ’;d = jmgy (A1)

Qd [ 1
= Ak kTt ———
(2m) /0 (k% +m?)!

d/2

Hierbei ist
d 7-[-

=2
I(d/2)
der Fliacheninhalt der Oberflache einer d-dimensionalen Kugel. Nach einigen Umformun-
gen erhilt man':

(A.2)

_ ot 14e L (‘% ti- 1)
()T (1 5)

wobei

f= Q(d>r(1+5> r(1—f)

(2m)d 2 2
1
= (V)T (1 - g) (A.3)
Man erhalt damit:
I(1) = —é m°f (A.4)

IFiir die Definition der B- und I'-Funktion vgl. [2]
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(A.5)
(A.6)
(A7)

_ _

— i
— — —
() W W
+ + +
ToTF

£E & &

— AN <t O

e T
N ag) <t
~—
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Anhang B

Beispiele supersymmetrischer
Graphen

Unter Vernachldssigung etwaiger Symmetriefaktoren gilt:

Beweis: Der angegebene Graph ist!:

2m)d =0
dk 1 - ) , 1
B _t/ (2m)d \(§DD + m)‘k»,e(s (6 - )9:9'1 k2 + m2
e
_ / k1
B (2m)% k2 + m?
= __mEf
=0 (B.2)
Beweis: vgl. (2.152) ff..
N (B.3)
£

1< ... > bedeutet den Erwartungswert, bei dem die Impulserhaltung schon ausgenutzt wurde.
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Beweis:

k1 “(k,0)Do| 7(k,0) =
(2m)d 2 O“—k,efﬁ ’ O“k,aﬂ ’ ‘9:9'

d 1 —
:/ & (500, = (k.0 (5.8) =Da | | )

(2m)?"2 —k0” |o=0/
% 1 12 - 1
= —¢ —Dy(=DD 20 —-6)D —
/ (27r)d(2 CY(2 * m)‘kﬂé (6—6) Da ‘—k,e’) 0=0' k2 4+ m?
1

—t/ kL p Appymp. 80— )
N 272 mn O“k,e ‘9:9/ k2 + m?

TV
—2m

0
i ) = —t*m! (B.4)
9/

Wie angedeutet, sollen eventuelle Anhéngsel an der Stelle # schon kontrahiert sein.

d
/ él?:;d P20 < 7 (k, O)x(k, 0) = < 7 (k, ) m(k, 6) =

d
_ / A%y 1
@2mi " (k2 + m2)?

= (%DD Fm)| 50— 0)(~1) (%DD +m)| 50~ 9)

_tg/ A% oy 1
) e w2y

(%DD + m)‘kﬂ,a?(e — 8’)(%DD + m)‘_kﬁ/éQ(@ -9
e / (;i’;d 0 o +1m2)2 (%DD Fmp| 80~ 6) x50~ 0)
d
_ / (;lﬁ’;:d i +1m2)2 E%DD £l FO-0),
— P o

:/ T:T = t*m® (1 + é) f (B.5)

1 [ dk 5., = / o
5/ 2m)? d“0" < Dom*(k,0)m(k,0") = < Dom(k,0)n"(k,0") -

Beweis:
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_1/ L S |
2/ (2m)d T T (k2 +m2)?

(—t)(%DD Fm)| 8O- 0)(- D,

(—t)Da(%DD +m)|, 50— )

:th/ AWy 1
2 (2m)d (k2 4+ m?2)?

(%DD +m)(=Da) 80~ 1) (%DD +m)(=Da)| 80 ~0)

1 d?k 1 _ 1.
:——t2 d29/ D _DD 2D 2 0—8/ 2 0_0/
2 / (27T)d (k’2 + m2)2 04(2 + m) a‘k,e’é ( ) ) ( )

1 d*k 1 _ _
= ——¢? D, (—k? 2 DD)D 20— ¢
2 /(27T)d (k2 +m2)2 o( =K+ m" 4+ mDD)Dal, 076 )

=t’m*® (1—|— 1) f
€

)

‘k;,é)

0=0’

2(k2—m?2)

Z zj = t*m® (1 + é) f (B.6)

Beweis: Aus Symmetriegriinden mufl dieser Graph mit dem vorherigen iibereinstimmen.

0 2
T:j = —t*m!te (- + 1) f (B.7)
0 ¢
Beweis:

1 [ d% _ _
n ' D ! D * D Do /
4/ () d*0’ < Dgn(k,0")Dor*(k,0) = < Dom(k,8)Dgr*(k,0") >

B 1/ Kk, 1
4] (2m)d (k% + m?)?
A L= 2 / =
(~0) Da(y DD +m)| 56— #)(~ Da )

1~ 2 / =
(=) Da(5 DD +m)| 00— 0)(= Dy |, )

_ﬁ/ ddk d20/ 1
“ %) eni T Gy mey

= 1 2 / R /
D(5DD +m)(=Da)), 00 =0) Ds(5DD + m) Dy 50—

_# / Ak Ly 1
1) 0l e+ m2)e
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_ 1= S
Da(EDD + m)DD(iDD - m)Da‘k 0/52(9 — ) x 200

_t / k1 b mbDLbD+ LDDDDMID. S0 —#)
4 ) @2m)?® (k2 +m2)? " 2 2 a‘k,ef =0’
8mik?
2, 1+e 2
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Anhang C

Die Graphen in 2- und
3-Loop-Ordnung

In den untenstehenden Tabellen sind sdmtliche Graphen in 2- und 3-Loop-Ordnung auf-
gelistet. Mit K wird der kombinatorische Faktor bezeichnet. GF' steht fiir ,, Graphenfak-
toren®, das sind die Faktoren, die von den Vertizes herrithren. Ip,s bzw. Ig,s, gibt den
Wert des zugehorigen Integrals an. (Vgl. (A.4) und [28].)

Fiir die Graphen in 2-Loop-Ordnung gilt:

K =2n
GF = V1
G =
1
[Bos ?
1
[Susy = 6_2
K =n?
GF = U1
I - :
IBos = ?
1
ISusy - 5_2
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GF = V2
Gy =
1
[Bos )
1
[Susy 5
K=n
GF = (%)
G =
IBos =0
[Susy =0
K =n?
GF = V2
LI R
IBos =0
ISusy =0
Fiir die Graphen in 3-Loop-Ordnung gilt:
K =16n
GF = v?
(3) _
ot~ N
[Bos = 58_2
1
ISusy = _g
K = 16n?
GF = v?
(3) _ .
G2 = s 11
Bos 9 52
1
[Susy = _g
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K = 4n?

GF = v}
GY® =
11
[Bos = 55_2
1
[Susy - _g
K = 4n?
s GF = v}
G =
Ios = O(e?)
-[Susy = O<€O)
K =8n
GF = v?
Gy =
[Bos = O(SO)
[Susy = O(EO)
K =28n
GF = V102
Gy =
11
[Bos 55_2
1
[Susy = 5
K = 4n?
GF = V1V2
3
G = 11
IBOS 58_2
1
ISusy - 5
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K = 4n?

GF = V12
(3) _ .
G = ;o111
Bos — 252 €3
1 1
[Susy - 6_2 + g
K =28n
GF = V1V2
(3) _
w Tpon= ity 2
Bos — 252 53
1 1
ISusy - 6_2 + 5_3
K = 8n?
- GF:/U]_UQ
3
Gg[)) - 11 0
T 13052554—0(5)
11 .
K =28n
GF: V1V2
3
Ggl) = 11 0
11 .
[Susy == gg + O(E )
K =28n
Gszva
3
Gy = 11 0
11 .
ISusy §g+0(€ )
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K =16n

GF = V12
3
S
[Bos =0
[Susy =0
K = 8n?
GF = V1V2
3
- b 1o
IBos =0
ISusy =0
K = 8n?
GF = V1U2
a=| }-
[Bos =0
[Susy =0
K =16n
GF = V1V2
3
[Bos =0
[Susy =0
K=n
GF = v3
(3)
G17 11 1
=522
1 1
ISusy - _g 8_3
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K=n

GF = v}
3
GiY
7 - 11
Bos — 252
1
[Susy: _E
K =2n
GF = v3
(3)
o Tpon= ity 2
Bos — 252 53
1 1
-[Susy - _? - g
K =n?
N GF = v2
Gy
11 11 1
T [ 0s T 5 5 ) O 0
B 2¢ 3&2 &3 (=)
1
K =n?
R GF = v}
G5y
11 11
T 0s a_ " 5 o O 0
B 2 32 (=)
[Susy:O<50>
K = 2n?
I GF = v3
Sy
11 11 11
T ‘[ oS - - Y O 0
B 4e  6e2  Ged (=)
11 0
ISusy - _6; 0(5 )
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K = 4n?

GF = v}
Igos =0
Isysy =0
K = 2n?
GF = v3
Ipos =0
Isysy =0
K = 2n?
GF = v3
Ipos =0
Isusy =0
K = 4n?
GF = v}
Igos =0
Igusy =0
K =4n

GF = v3
Ipos =0

ISusy =0




K = 4n?

GF = v}
3
- ¥
[Bos =0
[Susy =0
K = 4n?
GF = v3
3
S
IBos =0
ISusy =0
K =4n
GF = v?
3
Gt =
[Bos =0
[Susy =0
K =2n
GF = v}
3
Gt =
[Bos =0
[Susy =0
K =2n
GF = v3
3
6 =
IBos =0
ISusy =0
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GF = v}
11 11 11
I 0s - =5 -2 O 0
B 4e 62 6¢&3 (%)
11
[Susy - _65_3 0(80)
K=n
GF = v3
11 11 1
I 0s = 5 T 5 5 2 O 0
Bos = 9¢ T 322 €3+ (£7)
1
-[Susy = —g + 0(60)
K=n
GF = v3
oy -
11 11
I - - 0
Bos 9 382 0(6 )
[Susy = O(EO)
K =n3
GF = (%]
3
Gé(i) = 1
[Bos €_3
1
[Susy = _g
K =6n?
GF = U3
3
. 1
IBOS = _5_3
1
ISusy - _;
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K =28n
GF = (%]
3
[Bos = _8_3
1
[Susy == _g
K =n?
GF = V4
3
-t 3 1
IBos 5_3
1
ISusy = 6_3
K =2n
GF = V4
[Bos =0
[Susy =0
K =2n
GF = Uy
1
[Bos _&3
1
[Susy - 3
K=n3
GF = V4
3
T i -
IBos =0
ISusy =0
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K = 4n?

GF = Uy
3
{3
[Bos =0
[Susy =0
K =n?
GF = V4
3
-t
IBos =0
ISusy =0
K =4n
GF = V4
Gle =
[Bos =0
[Susy =0
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Anhang D

Verzeichnis der verwendeten
Symbole

N = Anzahl der 7 und o-Felder
n = Dimension der Sphére, Anzahl der n-Felder, n = N — 1
d = 2 + ¢ = Raumdimension
mp = nackte Masse,
mpr = renormierte Masse
1 = Massenskala
Hp = nacktes dufleres (Magnet-)Feld,
Hp = m% (bosonisch), Hz = mp (supersymmetrisch)
Hp = renormiertes dufleres Feld
tg = nackte Temperatur
tr = renormierte Temperatur
Z = Renormierungskonstante fiir die Wellenfunktion
71 = Renormierungskonstante fiir die Temperatur
C¥(R?) = Menge aller analytischen Funktionen auf R?
G = der von einer Grafimann-Variablen aufgespannte Raum
‘H = Hamiltonfunktion
F = freie Energie

i,J,... = Feldindizes (7"...)
a,(3,...,k = Spinorindizes
A, i, v, ... = Raumindizes

Guv = 0, Metrik des R?
9ij(¢) = Metrik der Sphiire
Z = Zustandssumme
W=InZ

I' = Legendre-Transformierte von W
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G™ = n-Punkt-Korrelationsfunktion
= Renormierungs-(-Funktion

¢ = Renormierungs-(-Funktion
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