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Signori,
non vi stanchero elencando tutte le ragioni che rendono la vita insopportabile in questo
quartiere. Siamo cresciuti nella fame, ignoranti, in abitazioni anguste. Per non parlare
dell’aria insopportabile degli autobus, delle loro improbabili fermate.
Questo é il quartiere piu disastrato del mondo. A causa dei ragazzini e dei cani & impossibile
PASSEJGLATE N PACE.
Dobbiamo nasconderci come lebbrosi. Ch disprezzano, ci sputano addosso, come se non
fosstmo cittadini di una nazione fiera e indipendente. Un giorno una nonnetta mi ha mollato
una pedata perché avevo aperto bocca.
Non sono un cane, e so che anche voi avete il vostro orgoglio. Per questo siamo qui, basta
con le lamentele!
Partiamo. Non é una decisione facile. Le nostre radici sono qui. Qualcuno dovra sacrificare
la propria infanzia, i ricordi e la famiglia. “Quando l’albero é marcio, bisogna strappare il
ramo”.
Abbiamo tutti sentito parlare di Fira, il quartiere dall’altro lato della citta. Li laria & pura,
le strade sono ampie. Ed ¢ li che andremo stasera.
E’ un’avventura pericolosa, che impegna la vostra responsabilita. [1]



Introduzione

Obiettivi

Questa tesi costituisce I'inizio di un articolato programma di ricerca; solo alcuni dei risultati
raggiunti sono quindi soddisfacenti. Altri sono preliminari e avranno bisogno di un lungo la-
voro di approfondimento e verifica. Il programma si pone come obiettivo la caratterizzazione
degli stati stazionari fuori dall’equilibrio di sistemi fisici in cui sono presenti tempi di rilassa-
mento molto lunghi rispetto ai tempi tipici di un esperimento, come i liquidi sottoraffreddati
e 1 vetri.

Gradi di liberta strutturali

La dinamica di questi sistemi presenta generalmente una scala di tempo “veloce”, associata
alle oscillazioni delle particelle intorno a una posizione di equilibrio locale della struttura, e
una scala di tempo “lenta” associata alle modificazioni della struttura, causate da processi
cooperativi che coinvolgono gruppi di particelle. La dinamica “veloce” avviene sulle scale di
tempo tipiche delle vibrazioni fononiche, per cui le frequenze caratteristiche sono dell’ordine
di 10'3 Hz; mentre la dinamica “lenta” avviene su una scala di tempo che dipende fortemente
dalla temperatura, e pud variare tra qualche secondo e migliaia di anni. Si trova che per
temperatura sufficientemente bassa i gradi di liberta responsabili delle due dinamiche sono
debolmente accoppiati tra loro, per cui il sistema puo essere considerato come un insieme
di oscillatori armonici, le “vibrazioni” intorno alle configurazioni di equilibrio, debolmente
accoppiati con un sistema, la struttura, in grado di “saltare” tra stati di equilibrio diversi,
con una dinamica simile a quella di un processo di Markov.

Invecchiamento

Se il sistema viene preparato ad alta temperatura i due sottosistemi sono all’equilibrio tra
loro e con il bagno termico. Sottraendo bruscamente calore ai gradi di liberta vibrazionali, e
mantenendone poi costante la temperatura tramite un termostato, si porta il sistema lonta-
no dall’equilibrio. In particolare la struttura si viene a trovare in una configurazione molto
diversa da quelle di equilibrio alla nuova temperatura; per cui inizia a rilassare verso il nuovo
stato di equilibrio. Questo processo ha, ovviamente, un tempo caratteristico dell’ordine del
tempo di rilassamento strutturale alla nuova temperatura, che puo essere, come abbiamo
detto, dell’ordine di migliaia di anni. Per questo, in una tipica situazione sperimentale, un



vetro € sempre lontano dall’equilibrio. Per descrivere termodinamicamente il processo di
invecchiamento e stato introdotto il concetto di temperatura effettiva. Si dimostra infatti,
in virtu della separazione delle scale temporali e del debole accoppiamento, che & possibile
associare una temperatura ai gradi di liberta strutturali diversa da quella dei gradi configu-
razionali. All’inizio del processo di invecchiamento tale temperatura e uguale a quella a cui il
sistema era all’equilibrio; mentre la struttura rilassa verso I’equilibrio, essa decresce tendendo
alla temperatura vibrazionale. La presenza di questa temperatura effettiva modifica I’'usuale
relazione di fluttuazione-dissipazione, valida all’equilibrio. Si dimostra inoltre che essa con-
trolla gli scambi di calore tra il sistema e un “termometro” ad esso accoppiato, purché la
costante di tempo del termometro sia dell’ordine dei tempi di rilassamento strutturali.

Problemi sperimentali

La temperatura effettiva puo quindi essere misurata in due modi diversi:

© Misurando le funzioni di correlazione e di risposta di una qualunque osservabile del sistema,
e utilizzando la relazione di fluttuazione-dissipazione generalizzata.

o Accoppiando al sistema un termometro il cui tempo di risposta sia dell’ordine del tempo
di rilassamento strutturale.

La studio della relazione esistente tra questi due metodi, che si rivela di fatto abbastanza
complicata, ¢ uno degli obiettivi di questo lavoro. Osserviamo che il secondo metodo ¢ enor-
memente piu semplice, dal momento che in genere risulta difficile misurare sperimentalmente
funzioni di correlazione e risposta associate alla stessa osservabile. E’ evidente pero che la
misurazione della temperatura effettiva durante il processo di invecchiamento & molto diffi-
cile: essa, infatti, evolve con un tempo caratteristico dell’ordine di quello necessario alla sua
misurazione.

Stati stazionari

Si studia quindi una classe particolare di stati stazionari fuori equilibrio: quelli che si ot-
tengono imponendo al sistema dei vincoli esterni tali da cedere calore ai gradi di liberta
strutturali, sottraendo poi questo calore mediante un termostato accoppiato ai gradi di li-
berta vibrazionali. E’ stato infatti osservato che anche in questo caso il sistema presenta una
temperatura effettiva associata alla dinamica strutturale; intuitivamente si puo pensare che il
calore ceduto alla struttura fluisca verso il sistema vibrazionale, e da qui verso il termostato,
con un tempo caratteristico dell’ordine del tempo di rilassamento strutturale. E’ chiaro che
in questa situazione i gradi di liberta strutturali si trovano a una temperatura piu alta di
quella del termostato.

Termodinamica a due temperature

Il concetto di temperatura effettiva sembra quindi molto importante per stabilire una corri-
spondenza tra gli stati attraversati dal sistema durante I'invecchiamento e gli stati stazionari
del tipo discusso in precedenza. Tale corrispondenza € necessariamente termodinamica, dal



momento che la dinamica microscopica sottostante e certamente molto diversa.

La possibilita di ottenere stati stazionari collegabili con gli stati attraversati dal sistema
durante l'invecchiamento permetterebbe di “bloccare” I'invecchiamento stesso e di compiere
misure altrimenti molto difficili.

Risultati ottenuti

E’ stato dimostrato recentemente, come abbiamo gia visto, che la temperatura effettiva con-
trolla gli scambi di calore del sistema con un termometro il cui tempo di risposta sia dell’ordi-
ne dei tempi associati alla dinamica lenta; si ottiene cosi, oltre a una precisa caratterizzazione
termodinamica di questa temperatura, un metodo operativo per la sua misurazione.

In questa tesi si e verificato al calcolatore il corretto funzionamento di questo metodo. Inoltre
e stata progettata e realizzata una cella per misure di diffusione della luce che permette di
generare uno stato stazionario fuori equilibrio appartenente alla classe descritta in preceden-
za. Utilizzando questa cella sara possibile, in futuro, misurare la temperatura effettiva con
entrambi i metodi descritti in precedenza.

Durante questo lavoro sono state elaborate alcune idee che, per ragioni di tempo, non sono
state sviluppate; sono riportate nei paragrafi 1.6.4 e 2.4. L’approfondimento di queste idee
potrebbe far parte del progetto di ricerca di cui si € parlato all’inizio; ogni commento o critica
al riguardo € quindi molto utile.

Struttura

Nel capitolo 1 viene presentata una rassegna dei risultati piul recenti che riguardano la defi-
nizione della temperatura effettiva; si cerca in particolare di mettere in luce le previsioni che
si ottengono a partire dalle varie teorie. Si discute prima l'introduzione della temperatura
effettiva durante 'invecchiamento, e poi ’estensione di questo concetto agli stati stazionari
fuori equilibrio. Nel capitolo 2 si discute l'interpretazione della temperatura effettiva come
parametro che controlla gli scambi di calore del sistema con termometri “lenti”; si vede che
questa proprieta ¢ una utile definizione operativa di temperatura fuori dall’equilibrio. Si
discutono infine alcuni possibili metodi alternativi per la sua misurazione. Nel capitolo 3
vengono presentati i risultati ottenuti dalle simulazioni al calcolatore: in particolare si ve-
rifica il corretto funzionamento di uno dei metodi descritti nel capitolo 2. Nel capitolo 4 si
discute il progetto della cella e alcune possibilita per il suo utilizzo; vengono poi presentati
alcuni risultati preliminari.

Notazioni

Per la trasformata di Fourier utilizziamo la notazione “relativistica”:

flgw) = / dPrdte’ - f(r,1) (1)



Per i tempi utilizziamo la seguente notazione:

t Tempo
t Tempo a cui viene acceso il campo esterno
tw Tempo trascorso dal sistema lontano dall’equilibrio
T t—t
Ta Tempo di rilassamento strutturale
1
a _
Ta
T8 Tempo di rilassamento vibrazionale
Te Tempo di equilibratura del termometro
1
Qe —
Te
vy Shear rate

Qualora la funzione di correlazione presenti un unico tempo di rilassamento utilizzeremo
convenzionalmente la notazione 7.
Per le temperature utilizziamo le notazioni classiche dei vetri strutturali:

Terr Temperatura associata al fattore di violazione di FDT

Tin Temperatura interna termodinamica

T. Transizione dinamica nella teoria di mode-coupling

Ty Transizione vetrosa definita da 7, = 100 s

Tk Transizione termodinamica (anche per i p-spin)

T Temperatura di divergenza di 7, secondo la legge di Vogel-Fulcher
T Temperatura di fusione del cristallo



Capitolo 1

Temperature effettive

I vetri strutturali non sono all’equilibrio sulle scale di tempo umane. Per la loro descrizione
macroscopica non si possono quindi utilizzare i metodi usuali della meccanica statistica e
della termodinamica. In particolare la misura di Gibbs, che e alla base della descrizione
statistica dei sistemi hamiltoniani, non ¢ adatta alla descrizione dei vetri sui tempi caratteri-
stici di un esperimento. L’esistenza o meno dello stato vetroso come stato di equilibrio non e
ancora accertata; tuttavia la soluzione di questo problema e sicuramente secondaria rispetto
all’esigenza di descrivere questi sistemi lontano dall’equilibrio. La loro dinamica & in genere
separabile in una parte “veloce”, legata in genere ai gradi di liberta vibrazionali (gradi di
liberta interni delle molecole e oscillazioni intorno a posizioni di equilibrio), e una “lenta”,
in genere dovuta a riarrangiamenti della struttura che coinvolgono gruppi di particelle. Si
trova che questa separazione porta naturalmente all’'introduzione di una seconda temperatu-
ra associata alla dinamica lenta; il concetto di temperatura effettiva cosi introdotto si rivela
molto utile per la costruzione della termodinamica lontano dall’equilibrio.

1.1 Misurazioni di temperatura

Prima di affrontare la discussione sul significato delle “temperature effettive” conviene rie-
pilogare brevemente il modo in cui viene introdotto il concetto di temperatura in termodi-
namica e in meccanica statistica.

1.1.1 Termodinamica

La temperatura viene definita in termodinamica dal cosiddetto “principio zero”, che af-
ferma che quando due corpi A e B sono all’equilibrio termodinamico esiste una funzione
faB(pa, Va; pp, Vp) tale che

faB(pa,Va;pp, V) =0 ; (1.1)

la pressione p e il volume V' del sistema sono definiti meccanicamente. Deve poi valere una
proprieta transitiva: se A e all’equilibrio con B e B e all’equilibrio con C, allora anche A e



C sono all’equilibrio. Possiamo quindi usare la (1.1) per esplicitare pg,

pe =04(Va;pa,Va) = 0c(Vs;pe, Vo) (1.2)

e utilizzare B come sistema di riferimento; consideriamo quindi V3 fissato. Allora

04(pa,Va) = 0c(pc, Vo) - (1.3)

Utilizzando un sistema di riferimento come “termometro”, abbiamo definito una funzione
f(p, V) tale che all’equilibrio 4 = 6. Applicando i principi della termodinamica a un ciclo
di Carnot si dimostra che esiste una funzione T'(p, V) x ®(f(p,V)) tale che lungo un ciclo

reversibile 50

L’ultima formula e detta teorema di Carnot e completa la definizione di temperatura; non
dimostriamo le ultime affermazioni che sono discusse esaurientemente in [5]. La “tempera-
tura” T risulta quindi definita dalle due seguenti condizioni:

¢ Per due sistemi all’equilibrio si ha Ty = T’g.

¢ Lungo una trasformazione reversibile esiste una funzione di stato S, detta “entropia”, tale
che dS = (dU + pdV')/T, come segue dalla (1.4).

A questo punto per misurare la temperatura si puo, in linea di principio, scegliere un sistema
di riferimento (ad esempio acqua al punto triplo, a cui assegnare T,y = 273.16K) e misu-
rare la temperatura di un altro corpo attraverso un ciclo reversibile che operi usando come
sorgenti il sistema di riferimento e il sistema di cui si vuole misurare la temperatura. Si avra

; Q|
' |Qrif| ’

dove @ e @iy sono le quantita di calore scambiate con il sistema e il sistema di riferimento
rispettivamente. Nella termodinamica dell’equilibrio la temperatura controlla gli scambi di
calore tra sistemi posti a contatto termico, indipendentemente dai dettagli dell’interazione e
dalle sue scale di tempo caratteristiche.

T=T, (1.5)

1.1.2 Meccanica statistica

In meccanica statistica si cerca di trovare una definizione microscopica delle grandezze termo-
dinamiche che riproduca la condizione dS = (dU + pdV')/T [2]. Si introduce a questo scopo
I’ ”ipotesi ergodica” e da questa si deriva una descrizione statistica del sistema, supposto
isolato, sulla superficie ad energia costante (ensemble microcanonico); si definisce opportuna-
mente una funzione entropia S(U, V) e si verifica poi che le sue derivate siano consistenti con
dS = (dU 4+ pdV)/T. Si ottiene percio la temperatura associata all’ensemble microcanonico:

1 8S
=50 (1.6)

6



Si passa poi a descrivere un sottosistema del sistema isolato la cui energia non e piu fissata.
Si ricava cosi [56] che la misura che descrive il sottosistema ¢ la misura di Gibbs definita sullo
spazio delle configurazioni [C] del sottosistema di hamiltoniana H[C]:

flo] = %e‘”m : (1.7)

dove il parametro 8 = 1/T viene identificato con l'inverso della temperatura microcanonica
del sistema piu grande, pensato come “bagno termico”. A partire dalla misura di Gibbs si
deriva poi per un sistema classico il noto principio di equipartizione dell’energia che afferma
che qualunque grado di libertd armonico z (H o z?) ha una energia media pari a T/2. La
temperatura puo quindi essere interpretata, per un sistema classico, come l’energia cinetica
media delle particelle di cui il sistema e composto:

2
T=—K

K (1.8)

dove N e il numero di particelle del sistema, K l'energia cinetica totale e d la dimensione
dello spazio. L’interpretazione microscopica della temperatura e stato uno dei successi piu
importanti della meccanica statistica; osserviamo pero che per un sistema quantistico tale
interpretazione e piu difficile dal momento che non si puo piu dimostrare il principio di
equipartizione [2]. Esiste pero un teorema che permette di dare un “significato microscopico”
alla temperatura anche nel caso quantistico.

1.2 1l teorema di fluttuazione-dissipazione

Tale teorema e detto teorema di fluttuazione-dissipazione. Dal momento che la definizione di
temperatura effettiva e basata su una generalizzazione di questo teorema, € opportuno darne
la dimostrazione. Trattiamo il caso quantistico, che e piu semplice ed e interessante per
I'interpretazione microscopica della temperatura; la dimostrazione nel caso classico segue
un ragionamento analogo [54]. Date due osservabili A(t) e B(t), relative a un sistema di
hamiltoniana Hy, si definisce la loro funzione di correlazione

Calt, t)) = % < {B(), A(!)} > | (1.9)

e la funzione di risposta della variabile B associata a una perturbazione esterna coniugata
ad A, della forma V(t) = —a(t)A(t), come:

§ < B(t) >

RBA(t, tl) = (Sa(tl) 2 |a:0 )

(1.10)

dove 6/da(t) indica la derivata funzionale rispetto ad a(t).



1.2.1 Formula di Kubo

Per trovare una espressione per la funzione di risposta, calcoliamo la variazione di < B > in
presenza della perturbazione V(t); conviene utilizzare la rappresentazione di interazione [3]

,OI(t) — efiHot/hps(t)eiHot/h ’ (1'11)

dove p e la matrice densita che descrive statisticamente il sistema, analogamente a una
distribuzione di probabilita sullo spazio delle fasi per un sistema classico [56]. Ricordiamo
che la trasformazione (1.11) per la matrice densita ha il segno opposto davanti ad Hy rispetto
a quella per gli altri operatori. Come si potra verificare a posteriori, la potenza assorbita dal
sistema per effetto della perturbazione ¢ di ordine a?, per cui si puo assumere, al prim’ordine
in a, che il sistema sia isolato e utilizzare I’equazione di evoluzione per p:

L Opr(t
20 1,0, )] (112)
Tenendo conto che la parte di equilibrio di p ha la stessa forma in tutte le rappresentazioni
—BHo
e

pr(t) = po + dp(t) = +6p(t) (1.13)

Z

si puo sviluppare la (1.12) ottenendo

ihdp(t) = —a(t)[Ar(t), po] + o(a®) . (1.14)
Allora, sfruttando le proprieta cicliche della traccia, e supponendo che la perturbazione sia
spenta a t = —o0, si ha:

d < B(t) > =< B(t) >o — < B >o= Trép(t) B;(t)

= 1 _t dt'a(t')Trp[By(t), Ar ()] , (1.15)

1h J_o
e quindi, ricordando la definizione (1.10), si ottiene
ot —t
Roatt—1) = "0 < By, )] >, (1.16)

dove la media all’equilibrio puo essere calcolata in qualunque rappresentazione, utilizzando
ancora le proprieta cicliche della traccia. Ancora dalle proprieta cicliche della traccia e facile
vedere che all’equilibrio la funzione di risposta dipende solo dalla differenza ¢t — t’, come
ci si aspetta dall’invarianza per traslazioni temporali. La funzione 6(t — t') esprime invece
la condizione di causalita, che afferma che la risposta al tempo ¢ non puo dipendere dalla
perturbazione a un tempo ¢’ > ¢. L’espressione ottenuta per la funzione di risposta ¢ detta
formula di Kubo. Si possono poi definire la parte reattiva e la parte assorbitiva della risposta

5a(8) = 5 (Roa(t) + Ras(—1))
a(8) = 5-(Ra(t) = Ran(—1)

(1.17)



che coincidono con la parte pari e la parte dispari di R(t) se A = B, ovvero, nello spazio di
Fourier, alla parte reale e alla parte immaginaria. Utilizzando la (1.16), si ha

alt = 1) = 5= < [B(), AW)] o (118)

e quindi
Rpa(t) = 2i0(t)Ripa(2) - (1.19)

Osserviamo infine che se a(t) = af(t — t') si ha dalla (1.10), e senza bisogno di supporre
I’invarianza per traslazioni temporali,

t
5 < B(t) >=a / " Risa(t, ") = axsalt,t))
¢ (1.20)
_ aXBA (t, tl)
o

per cui e possibile misurare la funzione di risposta accendendo un campo costante coniugato
ad A(t) all’istante ¢’ e osservando ’evoluzione del valor medio di B(t).

Rpa(t,t') =

1.2.2 1l teorema di fluttuazione-dissipazione

Utilizzando la rappresentazione di Lehmann [6] & facile dimostare che la distribuzione di
Gibbs implica la condizione KMS [4] (si veda il paragrafo 4.1 per una interessante applica-
zione)

Qpa(t) =< B(t)A(0) >=< A(—t — iBh)B(0) >= Qap(—t —iBh) . (1.21)
Definendo la trasformata di Fourier
QRpa(w) = / N dte™' Qpa(t) (1.22)
si ha
Qpa(w) = Qap(—w)e ™ (1.23)

e quindi, usando le definizioni (1.9) e (1.18),

Cualw) = 5(Qua) + Qu(—) = 3Qpa(@)(1 +¢™)

1 1 (1.24)
Ba(w) = ﬁ(QBA(w) — Qap(-w)) = %QBA(W)U — ).
Eliminando ()4 si ottiene quindi il teorema di fluttuazione-dissipazione
hw
Cpalts) = heotgh( ") By, () (1.25)

Il teorema fornisce una sorta di interpretazione “microscopica” della temperatura come para-
metro che lega le fluttuazioni delle osservabili del sistema alle risposte delle stesse osservabili
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a perturbazioni esterne. Tale interpretazione e valida anche nel caso quantistico e potrebbe
quindi sopperire all’assenza di una diretta interpretazione cinetica della temperatura. Nel
limite classico, i — 0, si ottiene una relazione piu semplice:

) = 5 Cnao) 29
Rpa(t) = _?CBAU) ’

dove la seconda formulazione si ottiene dalla prima trasformando secondo Fourier e utiliz-
zando la (1.19).

1.3 Due scale di tempo: i vetri strutturali

Avendo introdotto il concetto di temperatura all’equilibrio, cerchiamo di dare qualche idea
fenomenologica del perché la presenza di scale di tempo molto diverse nella dinamica puo
portare alla necessita di introdurre una temperatura effettiva quando il sistema non e all’e-
quilibrio e fissiamo poi alcune notazioni e idee fondamentali sulla transizione vetrosa, che
avviene quando la dinamica lenta del sistema tende ad arrestarsi, almeno sulle scale di tempo
accessibili a un esperimento.

1.3.1 Un esempio

Un sistema appartenente alla classe che abbiamo descritto e costituito da un cristallo di atomi
di spin non nullo. Il cristallo € supposto in contatto con un bagno termico a temperatura
T. Supponiamo inoltre che ’accoppiamento tra i fononi del reticolo e il sistema di spin
sia molto debole rispetto alla scala tipica di interazione fra gli spin e un campo magnetico
esterno. Quando il sistema e all’equilibrio sia i fononi del reticolo sia gli spin sono termalizzati
alla temperatura del bagno termico. Supponiamo adesso di applicare al sistema un campo
magnetico h diretto lungo la direzione z. Allora, dopo un certo tempo, e trascurando gli
accoppiamenti tra i fononi e gli spin, questi ultimi saranno descritti dalla distribuzione di
equilibrio

eﬂhé’z 7
)= 1.2
p(s:) 2 cosh(Bh) (1.27)
e la magnetizzazione totale sara data da
m = Z s.p(s,) = tanh Bh . (1.28)

Sz

Il tempo di equilibratura, che indichiamo con 7,, € determinato dall’accoppiamento con i
fononi, che supponiamo sempre termalizzati alla temperatura T, e sara quindi lungo rispetto
al tempo che impiega il singolo spin a cambiare stato, dal momento che abbiamo supposto
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debole l'interazione tra spin e fononi. Supponiamo adesso, al tempo 0, di invertire brusca-
mente (cioé in un tempo molto breve rispetto a 7,) il campo magnetico h; allora si avra, a
t=0"

m(0") = tanh (—8h) . (1.29)

In questa situazione il sistema non e all’equilibrio. Gli spin cominceranno quindi a rilassare
verso la distribuzione di equilibrio, a cui corrisponde una magnetizzazione inversa. Per
t << 7, il sistema di spin (la cui magnetizzazione sara compresa in [—m(07), m(07)]) si
potrebbe pensare descritto da una temperatura “effettiva”

Bim(t) = %tanh_l mt) . (1.30)

La (1.30) € una naturale generalizzazione della (1.28) al caso fuori equilibrio. Nel sistema si
troverebbero quindi due temperature, quella associata alle vibrazioni dei fononi del reticolo
(B) e quella, dipendente dal tempo, associata al sistema di spin (8i(t)). Ovviamente si
avrebbe limy_, o, Bine = . Tuttavia il tempo di equilibratura potrebbe essere molto maggiore
dei tempi tipici di un esperimento, durante il quale a tutti gli effetti il sistema di spin sarebbe
descritto da un ensemble generalizzato caratterizzato da (;,;. Puo stupire il fatto che [;,;
possa essere negativa (e, anzi, lo sia, almeno a t = 07). Questo comportamento & dovuto [56]
alla particolare forma dell’entropia come funzione dell’energia per il sistema di spin; quest’ul-
tima & compresa tra —F,,,, (quando tutti gli spin sono allineati al campo) ed E,,.; (quando
sono antiparalleli al campo). Il numero di configurazioni (e quindi I’entropia) & massimo
quando gli spin sono diretti a caso (per E = 0) ed & pari a 1 per E = +E,,,,. L’entropia
cresce quindi da —FEy,,, a 0 e decresce poi fino ad Ejp,.,. Dal momento che 5 = dS/dFE, la re-
gione di temperature negative corrisponde ad E' > 0; in questo senso le temperature negative
devono essere pensate “piu alte” delle temperature positive, dal momento che corrispondono
ad energia maggiore. Ovviamente il sistema preparato all’equilibrio a una certa temperatura
e riscaldato non potrebbe mai superare £ = 0. Pero invertendo il campo magnetico si riesce
a portare il sistema in S;,,(0") = —f. Ci aspettiamo poi che durante I’equilibratura si passi
per lo stato a magnetizzazione nulla (8;,; = 0) e poi si ritorni nella regione delle tempera-
ture positive. E’ chiaro quindi che la presenza di due “temperature” e dovuta al fatto che i
gradi di liberta complessivi del sistema appartengono in realta a due sottosistemi in debole
contatto termico, uno dei quali & caratterizzato da un tempo di rilassamento molto lungo.
Vedremo successivamente che questa idea permette di definire una temperatura effettiva in
modo analogo per i vetri strutturali.

1.3.2 La transizione vetrosa

Iniziamo adesso a descrivere qualitativamente quello che accade nei vetri strutturali in pros-
simita della “transizione vetrosa”. Una rassegna del comportamento di questi sistemi e delle
idee piu recenti per la loro descrizione pud essere trovata in [7] e [8]. Ci limitiamo qui
solamente agli aspetti rilevanti per la nostra discussione.
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Figura 1.1: L’andamento tipico della F(¢;t) di un liquido sottoraffreddato. La temperatura
diminuisce da sinistra verso destra. Si osserva un rapido aumento del tempo di rilassamento
strutturale mentre il rilassamento vibrazionale non dipende molto dalla temperatura.

Proprieta di equilibrio

In genere la dinamica di un sistema viene studiata attraverso la funzione di autocorrelazione
delle fluttuazioni di una qualche osservabile, ad esempio

F(g;t,¢) =< py(t)pq(t) > , (1.31)

dove p,(t) & una componente di Fourier della densita:

pq(t) = \/% Ze*iq’“i“) : (1.32)

Molti sistemi di atomi interagenti hanno, per temperatura sufficientemente bassa, uno stato
fondamentale cristallino. La probabilita di raggiungere questo stato durante il raffredda-
mento a partire da alta temperatura dipende molto dalla velocita con cui il sistema viene
raffreddato. E’ importante, per I'osservazione della transizione vetrosa, che la cristallizza-
zione sia altamente improbabile anche per velocita di raffreddamento molto basse. Allora
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e possibile “sottoraffreddare” il sistema liquido, cioé portarlo in uno stato metastabile al
disotto della temperatura di fusione del cristallo, detta 7;,; tale stato € comunque invariante
per traslazioni temporali. Ovviamente il cristallo corrispondente, ottenibile aspettando un
tempo sufficientemente lungo o in particolari condizioni, € comunque stabile al disotto di T;,;
nel seguito perd trascureremo l’esistenza dello stato cristallino e faremo riferimento allo stato
di liquido sottoraffreddato come stato di “equilibrio”. In questo stato il sistema, sebbene
ancora nella fase liquida, inizia a rallentare notevolmente la sua dinamica “strutturale”. In-
fatti, se si riporta la funzione di correlazione F'(¢;t —t') in funzione di ¢ — t', si osserva che la
perdita di correlazione avviene in due scale di tempo abbastanza separate (vedi figura 1.1):
la prima corrisponde alle rapide oscillazioni delle particelle nelle “gabbie” formate dalle loro
vicine, mentre la seconda corrisponde alle modificazioni della struttura del liquido. Queste
ultime sono dovute a processi cooperativi che riguardano gruppi numerosi di particelle. Si
trova che il rilassamento vibrazionale non dipende fortemente dalla temperatura, mentre il
rilassamento strutturale subisce un rapido rallentamento abbassando la temperatura al di-
sotto di un certo valore 7, (la cui definizione sara discussa in dettaglio successivamente).

In genere 'andamento del tempo di rilassamento strutturale in funzione della temperatura,
riportato in figura 1.2, € ben descritto da una legge di potenza 7, ~ (T'— T,) " per valori di
temperatura piu bassi di 7, e abbastanza piu alti di 7,.. Intorno a 7, si ha una transizione
a un regime in cui il tempo di rilassamento inizia ad aumentare esponenzialmente con una

legge del tipo
A
To ~ To €XP <T—T0) , (1.33)

valida ovviamente per 7' > T. La temperatura 7 a cui il tempo di rilassamento diverge puo
essere estrapolata dai dati sperimentali con scarsa precisione: infatti il tempo di rilassamento
aumenta molto velocemente e a una certa temperatura 7, diventa dell’ordine delle scale di
tempo tipiche di un esperimento; convenzionalmente T, viene definita da 7,(7,) = 100 s.
A quel punto il sistema non e piu all’equilibrio e il suo tempo di rilassamento non e piu
misurabile sperimentalmente. In ogni caso si trova dall’estrapolazione che esistono sistemi
in cui Ty # 0 e sistemi in cui 7 = 0. L’esistenza di una temperatura a cui il tempo di
rilassamento diverge comporterebbe 1’esistenza di una transizione termodinamica. L’idea
dell’esistenza di una transizione termodinamica a una certa temperatura Tk nel liquido
sottoraffreddato & stata formulata per la prima volta da Kauzmann [9], il cui argomento si
basa sull’andamento della “entropia configurazionale” 3(T'), definita come la differenza tra
Pentropia del cristallo e entropia del liquido sottoraffreddato [10],

Tm .
Y(T) = S"Y(T) — S“YT) = AS,, — / [CH(T") — g™ (T")]d log T" (1.34)

T
dove AS,, = AH,,/T,, ¢ la differenza di entropia tra liquido e cristallo alla temperatura
di fusione (figura 1.3). Tale differenza puo essere interpretata come il contributo entropico
proveniente dal fatto che il liquido puo trovarsi ad “oscillare” intorno a parecchi stati con-
figurazionali, mentre il cristallo ha un unico stato di equilibrio intorno al quale le particelle
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Figura 1.2: Andamento in temperatura del tempo di rilassamento strutturale. Per 7" > T, la
teoria di mode-coupling prevede correttamente un andamento a potenza; intorno a 7, pero
non si ha una divergenza. La dinamica del sistema diventa dominata da processi attivati,
trascurati dalla MCT. Il tempo di rilassamento cresce esponenzialmente e sembra divergere
a una certa temperatura Ty < T.. La temperatura di transizione vetrosa 7T, ¢ definita
convenzionalmente da 7,(7}) = 100 s.

oscillano. Sottrarre I’entropia del cristallo corrisponde quindi a sottrarre il contributo delle
oscillazioni lasciando nell’entropia del liquido sottoraffreddato solo il contributo della parte
configurazionale. Se si osserva I’andamento dell’entropia configurazionale nella regione tra
T, e T, cioe fino a quando ¢ possibile equilibrare sperimentalmente il sistema, si trova una
legge del tipo [10]

X(T) ~ Yo (1 — %) , T,<T<T,, (1.35)
che viene estrapolata a zero definendo cosi Tx. La pendenza in Ty € diversa da zero. Se si
vuole evitare che I’entropia del liquido sottoraffreddato divenga minore di quella del cristallo
(il che appare in effetti paradossale) bisogna imporre che avvenga a Ty una trasizione di fase
termodinamica con discontinuita della derivata prima dell’entropia totale. Tale transizione e
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Figura 1.3: Entropia del cristallo e del liquido sottoraffreddato in funzione della temperatura.
Al disotto di T} il liquido non & all’equilibrio e quindi I’entropia deve essere estrapolata.
L’entropia configurazionale ¢ la differenza tra 1’entropia del liquido e quella del cristallo.

stata studiata in dettaglio da un punto di vista termodinamico [8]; si trova essere del secon-
do ordine secondo la classificazione di Ehrenfest (nel senso che le derivate prime dell’energia
libera sono continue, e le seconde discontinue) ma alcune relazioni ricavabili nell’ambito di
una transizione del secondo ordine non sono verificate. Si vorrebbe quindi identificare T
con Tx; questo problema € ancora aperto e discusso a causa della scarsa precisione dei dati
sperimentali disponibili e della necessita [10] di fare delle estrapolazioni che risultano a vol-
te fortemente dipendenti dal modo di rappresentare i dati. Torneremo su questo problema
discutendo alcune teorie che sono state proposte per spiegare questo tipo di fenomenolo-
gia. Ricordiamo che nel seguito dimenticheremo ’esistenza del “vero” stato di equilibrio (il
cristallo) riferendoci sempre allo stato di liquido sottoraffreddato come stato di equilibrio.

Proprieta dinamiche

La eventuale transizione termodinamica a Tk non e ancora stata osservata sperimentalmente.
Infatti al disotto di 7T} il sistema non riesce ad equilibrare sulle scale di tempo sperimentali,
a differenza ad esempio di un ferromagnete, in cui per un campione macroscopico il tempo di
rilassamento, in vicinanza della transizione di fase, rimane comunque dell’ordine dei tempi
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microscopici. Come vedremo questa differenza ¢ legata alla presenza di numerosi (~ e!) stati
metastabili in cui il sistema rimane intrappolato a lungo, e che sono alla base dell’esistenza
di una entropia configurazionale non nulla per 7" > Tk. In realta quindi un vetro, nella
“vita reale”, & sempre un sistema fuori equilibrio. La discussione sull’esistenza o meno della
transizione termodinamica risulta quindi secondaria rispetto all’esigenza di caratterizzare
in qualche modo le proprieta termodinamiche di un sistema fuori dall’equilibrio, cioe nel
regime t,, << 7,(7T), dove t, & il tempo passato dal momento in cui il sistema & finito
fuori equilibrio (durante il raffreddamento, il momento in cui 7' ~ T,). Se supponiamo di
portare abbastanza velocemente il nostro sistema da 7; > T, a Ty < T, e di osservare il
regime t,, << 7,(7}) (ricordando che 7,(Tf) potrebbe essere dell’ordine di migliaia di anni)
osserveremo le vibrazioni delle particelle adattarsi rapidamente alla nuova situazione: il loro
tempo di rilassamento € comunque dell’ordine dei tempi microscopici. Invece la struttura
manterra la memoria della situazione di partenza e iniziera lentamente a portarsi verso la
nuova configurazione di equilibrio, che eventualmente non raggiungera mai. La funzione di
correlazione F'(g;t,t') dipendera esplicitamente dai due tempi e 7, iniziera ad aumentare con
t' (vedi figura 1.4). Questa situazione equivale in un certo senso a quella del sistema di spin
del paragrafo precedente: le due scale di tempo sono ben separate. Viene quindi naturale
pensare alla possibile esistenza di una temperatura effettiva, legata in qualche modo alla
temperatura in cui il sistema & finito fuori equilibrio, che descriva il lento rilassamento della
struttura verso l’equilibrio. L’esistenza di tale temperatura e stata osservata per la prima
volta [7] nella soluzione analitica della dinamica di alcuni modelli di spin che presentano
una dinamica lenta del tipo appena descritto, e successivamente in simulazioni numeriche
di modelli di liquidi sottoraffreddati. Discuteremo nel prossimo capitolo I'insieme di queste
osservazioni e le loro possibili interpretazioni e conseguenze.

La teoria di “mode-coupling”

Una teoria che ha avuto un certo successo nel descrivere la dinamica dei liquidi sottoraf-
freddati ¢ la teoria di mode-coupling (MCT) [11]. Questa teoria si basa su delle equazioni
che vengono ricavate con alcune approssimazioni a partire dalle equazioni dinamiche per
le funzioni di correlazione della densita. Queste approssimazioni consistono essenzialmente
nel trascurare i processi attivati, cioe le transizioni fra stati metastabili separati da barriere
di energia libera, responsabili della dinamica a bassa temperatura. Per cui le equazioni di
mode-coupling possono essere intese come delle equazioni di campo medio. Esse prevedono
correttamente l'andamento delle funzioni di correlazione per 1" > 7., ma prevedono una
divergenza a potenza del tempo di rilassamento per 7" — 7, che non si osserva sperimental-
mente. La temperatura 7, corrisponde infatti alla transizione da un andamento a potenza
a un andamento esponenziale del tempo di rilassamento; questo significa che per T ~ T,
1 processi attivati diventano rilevanti e permettono al sistema di continuare ad avere una
dinamica strutturale anche per T' < T,. In questo senso la temperatura 7, non ¢ ben defi-
nita per un sistema con interazioni a corta portata. Lasciamo per adesso in sospeso questa
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discussione; la riprenderemo dopo aver esaminato in maggiore dettaglio la struttura della
superficie di energia libera di questi sistemi.

1.4 Violazioni di FDT

In questo paragrafo cercheremo di rendere piti quantitative le idee fenomenologiche presentate
nel paragrafo precedente cercando di fornire uno schema per l'interpretazione dei risultati
numerici e sperimentali. Come abbiamo visto la temperatura puo essere interpretata come il
parametro che lega le fluttuazioni delle osservabili del sistema con le risposte a campi esterni
delle stesse grandezze. Tali correlazioni e risposte dipenderanno dalla scala di tempi che si
considera: come si vede in figura 1.4 in presenza di due scale di tempi separate le funzioni
di correlazione hanno un andamento a due “scalini”. E’ naturale, quindi, volendo cercare
una temperatura associata alla dinamica lenta del sistema, andare a studiare il legame tra
fluttuazione e risposta nella regione di tempi lunghi, in cui ci si puo aspettare che il teorema
di fluttuazione-dissipazione sia violato. E’ utile a questo scopo un modo per visualizzare
il contenuto del teorema, che consiste nel riportare in un grafico parametrico la risposta
integrata definita in (1.20) in funzione della correlazione. Omettiamo nel seguito gli indici
relativi alle osservabili A e B. Si ottiene dalla (1.26)

)= [ R = 10 -0). (130

e quindi la rappresentazione parametrica & una retta di pendenza —1/7T. Nella derivazione
del teorema si e pero utilizzata la condizione KMS, che ¢ una diretta conseguenza della
distribuzione di Gibbs [4], per cui non ci si aspetta, come abbiamo visto, che il teorema
sia valido in situazioni fuori equilibrio. Tuttavia il grafico parametrico correlazione-risposta
integrata puo essere usato per definire quantitativamente la temperatura effettiva: per la
classe di sistemi che stiamo considerando, che definiremo meglio in seguito, si osserva infatti,
nella regione del grafico che corrisponde ai tempi lunghi, una pendenza diversa da 1/T.
Le osservazioni sono fatte durante la dinamica fuori equilibrio, o sottoponendo il sistema a
forze termodinamiche esterne che lo mantengono in uno stato stazionario fuori equilibrio.
L’osservazione di temperature effettive in questi regimi & riportata in [12] per un sistema
Lennard-Jones subito dopo un salto di densita, in [13] per un sistema di sfere soffici dopo un
salto in temperatura, in [33] per un sistema di Lennard-Jones sottoposto a uno sforzo di taglio
costante, in [14] per diversi sistemi di spin. Per definire “operativamente” la temperatura
effettiva si definisce per prima cosa un fattore di violazione di FDT come

(t,t") 0C(t,t')
T ot

Rt 1) =2 (1.37)

dove a differenza della (1.26) non c’¢ il segno meno perché la derivazione viene fatta rispetto
al secondo tempo. All’equilibrio si ha X (¢,#') = 1. Esprimendo, a ¢’ fissato e usando ¢ come
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parametro, la risposta integrata in funzione della correlazione si puo definire la pendenza

ax(C,t)  m(C,t)
=T (1.38)

Se la forma del grafico non dipende da ¢’ (cioé se x non dipende esplicitamente da t') anche
m & funzione solo di C e si ha dalla (1.20)

Cx(tt)  ax(C)dC  m(C)aC

') = = — = — 1.
R(t,7) ot' oc o T ot (1.39)
per cui
X(t,t") =m(C(t,1) . (1.40)
E’ naturale a questo punto definire la temperatura effettiva
T
T, = —. 1.41
eff (C) m(C) ( )

Si trova [14] che & possibile raggruppare i diversi sistemi conosciuti in base alla forma di m/(C):
le forme assunte dal fattore di violazione per le tre classi introdotte in [14] sono riportate
in figura 1.5. E’ quindi interessante considerare condizioni in cui la (1.40) ¢ verificata. Un
primo esempio € quello di un sistema che si trova in uno stato stazionario fuori equilibrio
[33]; in questo caso la (1.40) & banalmente verificata perché si ha invarianza per traslazioni
temporali e quindi C' e R dipendono da un solo tempo. Tuttavia la validita della (1.40)
¢ stata osservata per la prima volta in sistemi preparati in un qualche stato di equilibrio
e successivamente sottoposti a una brusca variazione di qualche parametro termodinamico
(pressione, temperatura) tale da portarli lontani dall’equilibrio. Il sistema iniziera a portarsi
verso il nuovo stato di equilibrio che puo pero essere raggiunto su scale di tempo molto
lunghe. A questo regime, detto “invecchiamento”, si riferiscono le osservazioni in [12, 13, 14].
La (1.40) non sara in generale valida durante un processo di questo tipo; si possono pero
considerare alcuni limiti in ¢ e ¢'.

1.4.1 Raggiungimento dell’equilibrio

Un campione finito deve necessariamente portarsi all’equilibrio in un tempo finito. Questo
corrisponde a prendere il limite ¢,# — oo mantenendo costante la differenza 7 =t —t'. Si
ha quindi

clr) = t,t’—)lg,?:t—t’ clt.t)
R(r) = t,t’—nl)g,?:t—t’ R(t,t") (1.42)
R(T) = —ﬁC(T) 3
per cui
lim Xt =X(Ctt)=1. (1.43)
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Bisogna osservare perd che nel limite considerato C(¢,t') potrebbe non tendere piu a zero
per 7 — o0; ad esempio per un sistema di Ising preparato nella fase calda e successivamente
raffreddato bruscamente sotto la temperatura critica, se A(t) = B(t) = m(t), si ha

lim C(7) =< m >?#0 . (1.44)
T—>00

Per cui nel limite (1.43) vengono raggiunti solo quei valori di C(¢,t") tali che C(t,t') > qga,
dove
qea = lim C(7) (1.45)
T—00

puo essere considerato “parametro d’ordine” della transizione (infatti per un sistema di Ising
si ha gga =< m >?) e viene detto parametro di Edward-Anderson (da cui il suffisso EA).

1.4.2 Invecchiamento

Consideriamo ora la regione temporale definita da ¢,¢ — oo, C(¢,t') = ¢, ¢ € [0,C(¢',t")]-
Definiamo quindi
X(q) = lim X(¢,t) . (1.46)

t,t' —00,g=C(t,t')

Supponiamo di osservare un sistema durante la dinamica di invecchiamento; la funzione di
correlazione puo essere rappresentata in funzione di t—#' per vari valori di ¢’ come in figura 1.4.
Generalmente alla dinamica veloce (“vibrazionale”) ¢ associata una parte dipendente solo da
t — t', mentre alla dinamica lenta & associata una coda che si allunga con t'. Le due regioni
sono separate da un plateau a livello gr 4. Si vede bene quindi che per ¢ > ¢g4 il limite (1.46)
coincide con il (1.43) e quindi si ha X (¢) = 1. Invece per ¢ < gga i due limiti non coincidono
e si possono avere i vari comportamenti descritti in [14]. In questo senso il limite (1.46) puo
essere definito “di invecchiamento”; si manda ¢t — oo ma aumentando corrispondentemente
t' in modo da esplorare sempre la regione in cui la funzione di correlazione ¢ minore di ¢z
e quindi il sistema non si ¢ ancora “bloccato”. Nel limite (1.46) ¢ stato congetturato in [17]
e dimostrato sotto alcune ipotesi in [15] che

X(q) = /0 q dq'P(q') , (1.47)

dove P(q) ¢ la funzione introdotta da Parisi [18] che rappresenta la probabilita di trovare
due copie del sistema con sovrapposizione ¢, relativamente alla distribuzione di Gibbs. La
definizione di ¢, detto anche owverlap, dipende dal sistema considerato; vedremo qualche
esempio pill avanti. La dinamica fuori equilibrio puo fornire quindi utili informazioni sulla
struttura dello stato di Gibbs. La (1.47) & stata verificata numericamente in diversi sistemi
[14]; ad esempio, per un ferromagnete di Ising, si ha, sotto T., P(q) = (¢ — m?) + (g + m?)
per cui si trova X(q) = 1 per ¢ < m? = gqua ¢ X(q) = 0 per ¢ > m?. In [14] viene quindi
proposto di classificare i vari modelli a seconda della struttura della X (g): le tre classi
corrispondono ai tre diversi schemi di rottura della simmetria delle repliche attualmente
riscontrati nei modelli conosciuti, che riportiamo in figura 1.5. Nel seguito incontreremo in
generale modelli appartenenti alla classe B.
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Figura 1.4: L’andamento tipico della F'(¢;t,t') di un vetro strutturale durante I'invecchia-
mento. Si riporta F'(g;t,t') in funzione di ¢t — ¢’ per diversi valori fissati di #; da sinistra a
destra ¢’ aumenta. Il confronto con la figura 1.1 mostra che, nella regione di tempi corri-
spondente al decadimento strutturale, il processo di equilibratura al variare di ¢’ corrisponde
a una diminuzione di temperatura.

1.4.3 Vetri strutturali

Bisogna pero osservare che la (1.47) & valida nel limite di invecchiamento, che riguarda
un regime, a tempi lunghi, che non sempre puo essere raggiunto sperimentalmente. In
particolare le misure di violazione di FDT fatte su vetri strutturali [12, 13, 16] si riferiscono
a tempi abbastanza corti rispetto a quelli necessari perché sia valida la (1.47). In questo caso
sembra che la X (C) mantenga la forma B ma con una temperatura effettiva diversa dalla
temperatura di transizione termodinamica. Il significato di questa indicazione sara discusso
in dettaglio in seguito.
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Figura 1.5: I tre diversi schemi di violazione di FDT (da [14]); il fattore di violazione si
ottiene dalla (1.38). La P(q) si ottiene invece derivando il fattore di violazione.

1.5 Una possibile caratterizzazione dei vetri strutturali

Una possibile interpretazione della fenomenologia dei vetri strutturali e stata proposta da
Parisi e Mézard in [23]. Questo tipo di approccio si basa sull’esperienza maturata nello
studio di sistemi di campo medio che presentano una dinamica di invecchiamento e la cui
termodinamica e esattamente risolubile, in particolare il modello di Sherrington-Kirkpatrick
e le sue estensioni con accoppiamento a p corpi, dette p— spin [18]. L’analogia tra il compor-
tamento dinamico di questi modelli (per p > 3) e quello dei vetri strutturali & stata notata da
Kirkpatrick, Thirumalai e Wolynes in [20] e successivamente da Marinari, Parisi e Ritort [21]
e Kurchan e Cugliandolo [22]. In questo approccio si studia la superficie di energia libera del
sistema, che deve ovviamente essere parametrizzata in qualche modo: la scelta delle variabili
dipende dal sistema ed & collegata alla definizione del parametro d’ordine e dell’overlap (ad
esempio per un sistema di spin si possono utilizzare le magnetizzazioni locali); si trova che
questa superficie & caratterizzata da molti (~ e") minimi locali. Solo alcuni di questi minimi
(quelli con il valore minimo di energia libera) sono rilevanti nel limite termodinamico. E’
possibile introdurre un parametro d’ordine, la funzione P(g), in grado di distinguere fra le
diverse situazioni che si possono presentare (un unico minimo rilevante, due o piu, eccetera).
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Questo parametro d’ordine fornisce quindi indicazioni sulla struttura della superficie di ener-
gia libera del sistema, e, come abbiamo visto, € legato al fattore di violazione di FDT X (q)
nel “limite di invecchiamento”. Si trova a partire dai risultati numerici sui vetri strutturali
che la forma della P(g) in questi sistemi suggerisce un particolare schema di rottura della
“simmetria delle repliche”, collegata con quanto due configurazioni tipiche del sistema nello
stato di Gibbs si somigliano tra loro. Si prova quindi a impostare un calcolo da principi primi
a partire da queste indicazioni. La comparsa di una “temperatura effettiva” nella dinamica
fuori equilibrio viene interpretato come manifestazione di una rottura della simmetria delle
repliche nella fase di equilibrio, dovuta alla particolare struttura della superficie di energia
libera del sistema in cui sono presenti numerosi stati metastabili. Cerchiamo ora di svilup-
pare in qualche dettaglio questo ragionamento, mettendo I’accento su alcuni aspetti rilevanti
per questa tesi, e rimandando ai lavori originali per una trattazione piti completa.

1.5.1 Il parametro d’ordine P(q)

E’ interessante approfondire il modo in cui viene introdotto il parametro d’ordine P(q)
perché, come abbiamo gia visto al paragrafo 1.4.2, & direttamente connesso con il fattore di
violazione di FDT X (g) nel limite di “invecchiamento”. Seguiamo il ragionamento di [18],
dove viene esaminato, per fissare le idee, il caso di un sistema di spin.

Stati puri
Si considera la decomposizione dello stato di Gibbs in “stati puri”

< 8189+ Sk >=Zwa<8182-'-8k >, . (1.48)
a

Gli stati puri sono caratterizzati dalla proprieta di clustering: le funzioni di correlazione
connesse C(|i — j|). =< s;8j >4 — < 8 >¢< s; >, tendono a zero per |i — j| — oo. Per
contro, in uno stato del tipo (1.48), & facile verificare che C(]i — j|) non tende a zero a meno
che uno solo dei w, sia diverso da zero. La decomposizione (1.48) si dimostra essere sempre
possibile. Gli stati puri sono quelli che ci si aspetta essere stabili nel limite di tempi lunghi;
infatti la stabilita richiede [4] che, aggiungendo una perturbazione 6 H = —hs; al sistema, il
valore di aspettazione di s; non cambi per nulla nel limite [¢ — j| — oo; dalla teoria della
risposta lineare si ha

d<s;>p . .
Té‘hzo = —BC(i — j))e - (1.49)
Si vede quindi che tale richiesta & soddisfatta solo negli stati puri.
Overlap
Possiamo a questo punto introdurre una “distanza” nello spazio degli stati del sistema:
1
d2, = N Z(mf —m?)? my =< s; >4 . (1.50)

i
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Si puo quindi definire I’overlap fra due stati come
1 a, b
Qab = 7 D i, (1.51)
i

e, se si assume che ¢,u = g = gra, assunzione che puo apparire arbitraria ma ¢ in effetti
verificata nei modelli a cui ci riferiamo, si ha

day = 2(qmA — Gab) - (1.52)

L’overlap € quindi una misura della “somiglianza” dei due stati. Osserviamo che il nome
qra per I'overlap di uno stato con se stesso non e casuale. Infatti, se definiamo la funzione
di correlazione

C(t,t) = Z < si(t)s;(t') > (1.53)

abbiamo, in base alla definizione (1.45)

gga = lim lim lim C(¢' +7,t') . (1.54)

T—00 t/ 500 N—o0

D’altra parte per N — oo le barriere di energia libera tra gli stati puri diventano infinite, e
quindi il sistema, per ¢ — oo, rimane confinato in uno stato puro; questo ¢ un altro modo
per riformulare I'affermazione che abbiamo gia fatto, che gli stati puri sono quelli che ci
aspettiamo essere stabili nel limite di tempi lunghi. Allora nel fare I'ultimo limite dobbiamo
costringere il sistema a rimanere confinato in uno stato puro a; supponendo #' ~ oo si ha

1
BERT ’ n o 1: Ny (4! ~
JEA —TIEIOIOC’“(t +7,t") _Tllgloﬁ E < si(th 4+ 71)8i(t) >a
(1.55)
Tlgrolo—g < (' +7) >a< st Emm—qaa,

dove abbiamo usato il fatto che negli stati puri anche le funzioni di correlazione temporali
connesse tendono a 0.

Distribuzione degli overlap

Si puo poi definire la distribuzione di probabilita di ¢ nello stato di Gibbs

= Z wawbé(q - Qab) . (156)

Se lo stato di Gibbs & uno stato puro la P(q) ¢ una delta; se & decomponibile in due stati
¢ la somma di due delta (una in gga e laltra in ¢i9) e cosi via. E’ possibile calcolare la
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P(q) evitando la decomposizione dello stato di Gibbs in stati puri, il che permette anche di
calcolarla con metodi Montecarlo [18]. A questo scopo consideriamo le quantita

1
k
q( ) Zm E < 8y 0 Sy, >< 84y 000 S, >=
i1k

1
~z WeWh < 84y =+ 84, >a< Siy """ Sif, b ~N—ooo
Nk

i1t ab

1 1 (1.57)
%wawb (NZ < Si, >a< Si, >b> (NZ < 85, >a< i, >,,> —

i1 ig
> wawpdly = / dgP(q)q" .
ab

Si e utilizzata la proprieta di clustering < s; -+ 8;, >q~< 8, >q -+ < 8, >4, valida per
una frazione di spin che tende a 1 nel limite termodinamico [18]. D’altra parte

k
1 1
k) — — —B(H[s|+H[t]) [ — -+
W= e (Nzi t) , (159

{sh{t}

e quindi confrontando la (1.57) e la (1.58) si ottiene

1 _B(H]s 1
P(q) = 7 Z e~ BUH[sIHH[]) 5 <q - Zsm) . (1.59)
{sh{t} :

La (1.59) fornisce una chiara interpretazione fisica di P(q) come la probabilita che due
configurazioni prese col peso di Gibbs abbiano overlap q; 1’overlap per due configurazioni
risulta definito in modo analogo a quello per due stati.

Overlap per i vetri strutturali

Per i vetri strutturali si puo definire I’overlap tra due configurazioni {z} e {y} come

ala,y) = S ullai— ) (1.60)
dove
u(z) = {(1) i i g (1.61)

e 0 ¢ minore delle tipiche distanze interatomiche. Il ragionamento che porta alla (1.59) non
puo essere ripetuto analogamente; se congetturiamo pero che gli stati puri del vetro siano
definiti come configurazioni di “equilibrio” attorno cui il sistema compie piccole oscillazioni,

24



e se la distanza § € scelta molto maggiore dell’ampiezza delle oscillazioni e molto minore
della distanza media tra le particelle, si ha, dette z? e ¢ le configurazioni di “equilibrio”
corrispondenti a due stati puri,

d = a7, 5) ~ / d{z}pa(2) / AIn@)az,y) , (1.62)

dal momento che l'overlap ¢(z,y) € lo stesso per tutte le configurazioni che appartengono
con buona probabilita a p,(x) e py(y); per cui

g*®) Z% d{m}/d{y}eﬁH($)+H(y)q(x,y)k _
zb:w“w”/ dtelne) [ dtuimaten ~ (169
D Watnds, = / dqP(q)q" ,

e quindi, analogamente alla (1.59),

Plo) = 5 [ dfaddlye D5 — g(zy)) (1.64)

Questo argomento ¢ ovviamente valido solo a temperatura sufficientemente bassa. Un tenta-
tivo diretto di determinazione della P(q) per modelli di vetri strutturali & stato fatto in [19];
si trova che la P(q) & compatibile con un particolare schema di rottura della simmetria delle
repliche [18], detto I-step, che corrisponde a un X(q) appartenente alla classe B. Questa
indicazione “statica” & compatibile con quello che si ottiene studiando il fattore di violazione
durante la dinamica fuori equilibrio, il che conferma in parte la validita delle ipotesi fatte
nel paragrafo 1.4.3.

1.5.2 Campo medio: i p-spin

Il particolare schema di rottura della simmetria delle repliche che emerge dallo studio della
P(q) o, equivalentemente, del fattore di violazione X (¢), ha suggerito [20] di utilizzare, per
lo studio delle proprieta dei vetri strutturali, i risultati ottenuti su modelli di campo me-
dio, esattamente risolubili, che presentano lo stesso tipo di comportamento. La principale
differenza tra questi modelli e i vetri strutturali e la presenza di disordine quenched, cioe di
alcune variabili casuali nell’hamiltoniana che rappresentano una componente aleatoria negli
accoppiamenti tra i gradi di liberta del sistema. Tale componente aleatoria pero e costante
(quenched) nel tempo e dipende solo dal particolare campione scelto. Quindi, per ottenere
Penergia libera del modello [18] bisogna prima calcolare la funzione di partizione per una
particolare realizzazione delle variabili casuali e poi mediare I’energia libera cosi ottenuta
sulla distribuzione del disordine. Il metodo delle repliche & stato originariamente introdotto
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proprio per calcolare la media dell’energia libera. La soluzione esatta di questi modelli ha
fornito due tipi di indicazioni:
¢ Lo studio delle proprieta di equilibrio ha mostrato una particolare struttura della superficie
di energia libera; inoltre proprio nell’ambito dello studio di questi modelli ¢ stato trovata
una formulazione del metodo delle repliche che si applica anche al caso di sistemi in cui non
e presente disordine quenched come i vetri strutturali.
¢ Lo studio della dinamica, che & stata risolta esattamente da Cugliandolo e Kurchan, ha
mostrato la presenza di alcuni fenomeni caratteristici dei vetri strutturali, come la presenza
di una temperatura di transizione dinamica e di fenomeni di invecchiamento.
Le proprieta del modello di campo medio possono poi essere utili per discutere il compor-
tamento del sistema con interazioni a corta portata. Il modello, detto p-spin, € definito
dall’hamiltoniana

H[S] = — Z Jil...ipsil fe Sip y (165)

11 <t < <ip

dove le J;,..;, sono variabili casuali Gaussiane con deviazione standard J /NP~1. Le variabili
s; possono essere spin di Ising o variabili continue, nel qual caso si puo introdurre un vincolo
“sferico” (3. s? = N). Una rassegna dei risultati principali sui p-spin pud essere trovata
in [19] e in [22], per cui ci limitiamo qui a un quadro abbastanza sintetico. Il modello pud
essere risolto, come abbiamo visto, utilizzando il metodo delle repliche [18]. La soluzione &
paramagnetica, con un solo stato puro caratterizzato da < s; >= 0, per T > Tk (utilizziamo
il linguaggio dei vetri strutturali); mentre, per T' < Tk, si trova una fase in cui la simmetria
delle repliche risulta rotta nello schema a I-step. In questa fase il sistema e quindi bloccato
in uno di tanti possibili stati con magnetizzazioni locali diverse da zero, ma magnetizzazione
totale comunque nulla. La P(q) & data da

P(g) =mé(q) + (1 —m)é(q — gra) , (1.66)
mentre X (gq) & dato da

X(q) = (1.67)

m per g < gga
1 perqg>qpa,

dove m(T) = T/Tk, e gra assume un valore finito a Tk. La transizione & del primo ordine
se si considera il parametro d’ordine ¢g4; tuttavia ’energia interna e ’entropia risultano
continue, per cui la transizione e del secondo ordine da un punto di vista termodinamico.
Inoltre questa transizione “statica” a T non esaurisce tutto il comportamento del modello.
Si trova infatti che esiste una temperatura 7, > Tk al di sopra della quale I'energia libera
¢ dominata da un unico minimo, mentre al disotto I’energia libera riceve contributi da un
numero esponenziale di minimi (definiti tramite le equazioni TAP [18]). Si puo definire I’en-
tropia configurazionale ¥(f) = 1/NlogQ(f), dove Q(f)d f € il numero di minimi con energia
compresa in [f, f + 6 f] (ovviamente il § f nel logaritmo puo essere trascurato per N — 00).
Esiste quindi una regione T < T' < T, in cui il sistema, pur essendo paramagnetico, riceve
contributi all’energia libera da un numero molto grande di “minimi” locali dell’energia libera
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stessa. Questi minimi, trattandosi di un modello di campo medio nel limite termodinamico,
sono separati da barriere infinite. Ci si aspetta quindi che la presenza di un cosi grande
numero di stati metastabili risulti importante nella dinamica del modello. Lo studio della
dinamica viene fatto a partire da delle equazioni chiuse per le funzioni di correlazione e
risposta

Ot 1) = % PIEORGES
' (1.68)

p 1 0 < s; (t) >

Rtt) =5 Z Sht)
dove la barra indica la media sul disordine quenched. Tali equazioni (che non scriviamo
rimandando a [22] anche per la discussione della soluzione) prevedono essenzialmente il
seguente comportamento:
o Per T' > T, il sistema raggiunge ’equilibrio dopo un transiente e le funzioni di correlazione e
risposta verificano FDT. Per T' — T tuttavia le funzioni di correlazione iniziano a sviluppare
un plateau prima di decadere a zero, per cui la dinamica risulta notevolmente rallentata.
o Per T < T,, partendo da un dato iniziale casuale (cioé immaginando di raffreddare di colpo
da temperatura infinita), le funzioni di correlazione decadono a zero per ogni ¢’ finito, ma
si ha limy_y o0 limy o C(¢, ') = g4 # 0 (vedi figura 1.4). Inoltre, per ¢,¢' grandi, vale la
(1.39) con

X(q) = mg < 1 per g < qq (1.69)
1 per ¢ > qq '

dove mg ~ T/T, per T ~ T,, e per T — 0 si ha ancora una temperatura effettiva 7'/my
finita. La regione C(t,t') > g4 € invariante per traslazioni temporali e verifica FDT, mentre
la regione C(¢,t") < gq non & invariante per traslazioni temporali e presenta una temperatura
effettiva maggiore di quella del bagno termico. Le equazioni per C' ed R sono formalmente
analoghe a quelle della teoria di mode-coupling, discussa nel paragrafo 1.3, che sono effetti-
vamente equazioni di campo medio in quanto trascurano i processi attivati. La temperatura
di mode-coupling T, viene quindi identificata con la temperatura di transizione dinamica del
modello di campo medio. A partire da questi risultati si puo quindi cercare di interpretare
la fenomenologia della transizione vetrosa nei vetri strutturali cercando di estendere questo
scenario a modelli non di campo medio, in cui i processi attivati tramite i quali gli stati
metastabili decadono diventano rilevanti. Osserviamo in conclusione [19] che uno scenario
simile si trova anche in modelli che non presentano disordine quenched, per cui non sem-
bra essere questo l'ingrediente fondamentale per questo tipo di fenomenologia. In questo
schema la comparsa della temperatura effettiva 7 /mg € legata al fatto che il sistema rimane
intrappolato in minimi dell’energia libera diversi da quelli da quelli visitati nella dinamica
di equilibrio.
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1.5.3 L’estensione del campo medio

I1 tentativo di estendere i risultati precedenti ai vetri strutturali & stato fatto in [23, 19]. In
questo approccio si cerca di mantenere le caratteristiche essenziali ottenute dallo studio del
campo medio, e cioé:

o Per T' > T, il sistema si trova all’equilibrio nella fase liquida e l’energia libera ha un solo
minimo globale. Per 7" — T.F ci si aspetta un rallentamento della dinamica; il sistema ¢ ben
descritto dalle equazioni della teoria di mode-coupling.

o Per T, > T > Tk l'ergodicita non e rotta ma esistono un numero esponenziale di stati
metastabili vicino cui il sistema si puo trovare in un certo istante; & possibile definire una
“entropia configurazionale” 3( f) analogamente a quanto fatto per il campo medio. Tuttavia
il sistema si trova ancora nella fase liquida anche se la dinamica subisce un drammatico
rallentamento; in questa regione il tempo di equilibratura cresce esponenzialmente e quindi
puo essere molto difficile raggiungere 1’equilibrio.

o Per T' = Tk si presenta una transizione di fase termodinamica quando I’entropia configura-
zionale tende a 0 e il sistema si blocca in uno di tanti, ma non esponenziali in /V, stati stabili.
La transizione & analoga a quella prevista dal campo medio (secondo ordine ma con parame-
tro d’ordine discontinuo). Sotto T si ha rottura della simmetria delle repliche e violazione
di FDT per ¢ < gga con un fattore di violazione m che vale 1 a Tx ed e proporzionale a T’
a bassa temperatura (in modo da dare una temperatura effettiva finita anche per 7' — 0.
Ci si aspetta comunque che anche per T' < T il sistema abbia una dinamica di invecchiamen-
to molto lenta legata alla presenza dei numerosi stati metastabili; per cui, se viene preparato
in uno stato fuori equilibrio, raggiunge ’equilibrio su tempi molto lunghi (eventualmente
molto maggiori di quelli tipici di un esperimento); questa caratteristica, tipica dei sistemi
vetrosi, impedisce 1’osservazione numerica o sperimentale della transizione termodinamica
dal momento che I'equilibratura risulta di fatto impossibile per temperatura minore di 7,
con Tg < Ty <Te.

A partire da queste idee si cerca di impostare un calcolo delle proprieta di equilibrio a partire
da principi primi; e interessante seguire i primi passi di questo tentativo perché portano ad
una espressione per il fattore di violazione m, che & I'oggetto delle misure di questa tesi.
Seguiamo I'impostazione data nella prima referenza di [23]; il modo in cui si introducono le
repliche pur in assenza di disordine quenched ¢ stato introdotto in [24]. A partire dal risul-
tato di campo medio, si suppone di poter approssimare la funzione di partizione sommando
sui minimi dell’energia libera; si suppone che l’entropia configurazionale sia una funzione
convessa diversa da zero, per T' < T, in un certo intervallo [fuin(T), fmae(T)] (vedi figura
1.6); si ottiene

Fmas(T)
Z = e PNFI) 37 ¢ NG = / dfeNE-B) (1.70)
o fmzn(T)

Si puo fare un punto sella su questa espressione, per cui i minimi che dominano la somma
sono quelli per cui dX/df = 1/T. Dato che X(f) & convessa, il punto sella si trovera,
per T sufficientemente alta, ad f > fyun(T); infatti si assume in generale che variando
T Deffetto principale su X(f) sia la traslazione dell’intervallo [fiin, fmaz]- Abbassando la
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Pendenza 1/T

T>T

0 frin(T) FrexT)

min

T=T Pendenza 1/T,

0 frnin (TK) fmﬂx(TK)

Figura 1.6: L’entropia configurazionale; risultati di questo tipo sono stati ottenuti numeri-
camente in [23, 28] e dai modelli di campo medio. Nella figura superiore, per T > Tk, il
punto sella & compreso in [ fiin, fmaz]; Per T = Tk il punto sella si sposta in fp,;, e ’entropia
configurazionale si annulla.

temperatura il punto sella si sposta verso foin, € per T = Tk si ha f = f,(T), per cui
I’entropia configurazionale si annulla e si ha la transizione di fase. Il parametro d’ordine
della transizione & sempre la P(q) definita precedentemente. Siccome molta informazione
sulla struttura dello stato vetroso & contenuta nella distribuzione P(g), & naturale introdurre
delle repliche del sistema. Si considera quindi il sistema composto da m copie identiche con
una attrazione estensiva che viene poi mandata a zero. Si ha

Z = ﬁ/ (li[l d{x“}) exp (—BZQV(JL'“) + BNe 1<zb:< q(a:“,acb)> , (1.71)

dove {z%} & l'insieme delle coordinate della replica a e q(x?,z°) & stato definito in (1.60).
L’effetto della piccola attrazione fra le repliche & di portarle tutte nello stesso stato (nella
fase vetrosa), per cui ¢ di nuovo possibile approssimare la funzione di partizione sommando

29



sui minimi dell’energia libera:

fmaa(T)
T~ 3 e PNmle / dfeNED-pmp)

a fmin(T) (1.72)
F(m,T)=— log Z,, .

BNm

Per m — 1 si ritrova la situazione precedente. Il punto sella f(m,T) in questo caso & definito
da d¥/df = m/T; se si assume (con un proseguimento analitico) che m possa diventare
minore di uno, si trova che per T' < T esiste un m sufficientemente piccolo da far spostare il
punto sella nella regione f > fiin (T'). Dopodiché, aumentando di nuovo m, si trova un certo
valore m*(7T) in cui il punto sella raggiunge f,:,(7); da questo punto in poi il punto sella
¢ sempre in f,;, per cui l'energia libera non cambia variando m: F(m*(T),T) = F(1,T).
D’altra parte ’energia libera & continua attraverso m = m*(T), per cui ¢ possibile calcolare
F(1,T) (cioé la vera energia libera nella fase vetrosa) a partire da F'(m,T) per m < m*(T),
cioe dalla regione in cui il sistema delle m copie si trova nella fase liquida. Il sistema di
m repliche viene definito “liquido molecolare” perché a causa della piccola attrazione si
costituiscono delle “molecole” costituite da un atomo di ciascuna replica. Si trova infine, a
partire dalla (1.72), che

- _ O[mF(m,T)]
oD =" (1.73)

S(f(m,T)) = _ﬁmQW

Si procede quindi in questo modo:

o A partire dalla funzione di partizione (1.72) si calcola I’energia libera F(m,T) nella fase
liquida (vedi figura 1.7). Alcuni risultati sono stati ottenuti in [23] per alcuni sistemi vetrosi
ben noti (Lennard-Jones, sfere soffici, silica), utilizzando schemi di approssimazione della
teoria dei liquidi che non e possibile discutere qui in dettaglio.

o Si pud quindi calcolare I'entropia configurazionale X(f) invertendo le (1.73); bisognera
verificare che il risultato ottenuto sia consistente con le ipotesi fatte fino adesso. Si trova
poi m*(T) utilizzando la definizione dX(f)/df (fmin(T)) = m*(T)/T (visto che m*(T)/T ¢
definito come il valore della pendenza di 3(f) in f,m(7), vedi figura 1.6). La temperatura
di transizione Tk ¢ quindi definita da m*(Tx) = 1.

o A questo punto & possibile calcolare I’energia libera nella fase vetrosa F(1,7) ricordando
che F(1,T) = F(m*(T),T). Dalla conoscenza dell’energia libera seguono, ovviamente, le
quantita termodinamiche di equilibrio (calore specifico ecc.).

L’ultima cosa che si puod mostrare & che m*(T") & proprio il parametro che entra nella P(q)
(1.66), e quindi in X (g) nel limite di invecchiamento; numericamente si trova m* ~ T/Tg
[23]. T calcoli espliciti compiuti in [23] permettono quindi di trovare una espressione per il
fattore di violazione di FDT nel limite di invecchiamento che puo essere confrontato con
eventuali esperimenti, pur di riuscire a raggiungere tempi sufficientemente lunghi.
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Figura 1.7: Diagramma di fase qualitativo nel piano (m,T) del sistema composto di m
repliche debolmente accoppiate (da [23]). Per T' > Tk (linea orizzontale) il sistema & sempre
liquido per qualunque m; per 7' < Tk si ha la transizione di fase, per m < 1, a un valore
di temperatura piu basso di Tk, determinato da m. La linea continua & m = m*(T); nella
regione del vetro (sotto la linea continua) I’energia libera non dipende da m ed & quindi
uguale al suo valore in m*(T"), che puo essere calcolato nella fase liquida.

1.5.4 Conclusioni

Possiamo quindi riassumere i risultati ottenuti in questo approccio riguardo alle temperature
effettive.

¢ In campo medio si ottiene una transizione di equilibrio a Tk per cui la P(g) presenta una
rottura a I-step della simmetria delle repliche. Questo porterebbe, utilizzando la (1.47), a
una violazione di FDT nel limite di invecchiamento solamente per 17" < T . La temperatura
effettiva sarebbe uguale a Tk.

o Tuttavia dallo studio analitico della dinamica in campo medio si trova che esiste una
temperatura di transizione dinamica 7T, > Tk al di sotto della quale la superficie di energia
libera ¢ dominata da molti minimi locali separati da barriere infinite. Per cui il sistema, se
preparato in uno stato fuori equilibrio, rimane intrappolato in eterno in uno di questi stati e
non riesce ad equilibrare: questo porta alla violazione di FDT nel limite di invecchiamento
gia per T' < T,. Lo schema di rottura ¢ comunque quello a 7-step, ma con una temperatura
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Figura 1.8: Violazione di FDT dopo un brusco raffreddamento da sopra 7, come emerge
dallo schema 1RSB. Per T' > Tk la temperatura effettiva e dell’ordine di 7, subito dopo il
raffreddamento ed evolve poi verso 1'equilibrio; per T" < Txk si ha violazione di FDT anche
per t,, — 00, e la temperatura effettiva diventa dell’ordine di 7Tk.

effettiva piu alta, che tende a T, per " — T, e a un valore finito per 7" — 0. Il fatto che in
questo caso il legame tra P(q) e X (q) (1.47) non sia soddisfatto & probabilmente dovuto ad
effetti di campo medio in cui sono trascurati i processi attivati che farebbero equilibrare il
sistema anche sotto 7.

¢ L’estensione a sistemi non di campo medio dei calcoli di equilibrio porta a uno schema per
la P(gq) analogo a quello di campo medio; la temperatura effettiva risulta circa uguale a Tk
trascurando una piccola variazione al variare di T' [23].

¢ La dinamica dei modelli non di campo medio non e ancora stata studiata analiticamente
perché ¢ difficile tenere conto dei processi attivati [34]. Ci si aspetta perd che, preparando
il sistema in uno stato fuori equilibrio (ad esempio raffreddandolo da sopra 7.), a tempi
relativamente brevi si trovi una violazione di FDT analoga a quella prevista dal campo
medio (T¢s; ~ T¢), dal momento che i processi attivati non sono ancora efficienti, mentre su
tempi ancora piul lunghi la temperatura effettiva inizi a cambiare e a portarsi verso quella di
equilibrio (T,pr = T sopra Tk e Ts; ~ Tk sotto Txk). In questo caso tuttavia la definizione
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di 7, non ¢ ovvia dal momento che non esiste una vera temperatura di transizione dinamica.
Per cui T, puo essere definita come la temperatura a cui il corrispondente sistema di campo
medio ha la transizione dinamica (e quindi la temperatura di mode-coupling), oppure come
la temperatura 7, a cui il sistema non riesce piu a equilibrare sulle scale di tempo tipiche
dell’esperimento. Dal momento che nelle simulazioni numeriche 7, e 7, sono in genere molto
vicine e che e difficile misurare con precisione le temperature effettive, queste due definizioni
sostanzialmente coincidono. Sarebbe quindi interessante poter misurare con precisione le
temperature effettive in esperimenti su sistemi reali, in cui i tempi tipici sono molto piu
lunghi e quindi T, e T; sono abbastanza diverse.

Questa breve rassegna non ha assolutamente la pretesa di essere esauriente o autorevole, ma
solo di presentare una possibile interpretazione delle misure sperimentali che si potrebbero
ottenere dall’esperimento progettato in questa tesi. Conviene quindi consultare i lavori
originali [23] e [19] da cui questo capitolo & stato tratto.

1.6 La superficie di energia potenziale

Un approccio abbastanza differente allo studio dei vetri strutturali consiste nella caratteriz-
zazione delle proprieta topologiche della superficie di energia potenziale (SEP) del sistema.
L’idea che tali proprieta contengano numerose informazioni sul comportamento dinamico e
termodinamico del modello risale a Goldstein [25] e a Stillinger e Weber [26] nell’ambito
dei liquidi sottoraffreddati; tuttavia & stata estesa con successo a numerosi altri ambiti (ad
esempio la ricerca delle transizioni di fase [27]). Questo tipo di approccio & molto utile dal
punto di vista numerico, dal momento che le proprieta della SEP possono essere studiate
in dettaglio. Vedremo che anche in questo contesto emerge abbastanza naturalmente un
concetto di temperatura effettiva, legata alla dinamica lenta del sistema che esplora diverse
regioni della SEP.

1.6.1 Bacini e strutture inerenti

Dato un minimo della SEP, si definisce il suo bacino di attrazione nello spazio delle configura-
zioni come l'insieme dei punti che vanno a cadere nel minimo considerato con una procedura
di minimizzazione di V' (z) (energia potenziale per particella). Osserviamo che la definizione
data non ha nulla a che vedere con il concetto di attrattore nella teoria dei sistemi dinamici,
dal momento che non c’e alcuna ragione per ritenere che la vera dinamica, che si svolge sulla
superficie V(z) = E nel limite termodinamico, abbia il minimo in questione come punto
attrattivo. Definiamo il minimo Z “struttura inerente” e la sua energia e;s = V(Z) “energia
della struttura inerente”. (Questa prescrizione permette di costruire una partizione in ba-
cini dell’intero spazio delle fasi. A questo punto si pu0 cercare di riscrivere la funzione di
partizione del sistema in termini delle caratteristiche delle strutture inerenti. Partendo da

7Z = )\_3N/d{x}e_ﬁNV(m) ) (1.74)
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dove A\ = hy/f/2mm & il risultato dell’integrazione sugli impulsi, si puo separare 'integrale
in una somma sui bacini

Z =AY e ANVE) / d{z}e PNA() (1.75)

[e3

dove B, ¢ il bacino relativo al minimo z%* e A,(z) = V(z) — V(z*). Si introduce quindi la
densita di strutture inerenti Q(ers)dess pari al numero di minimi con un valore di energia
compreso tra e;s e e;s + derg, e I’energia libera media dei bacini relativi a questi minimi:

AN e ] d{z}e PNAa(2)
(ma)—ejs Bq,
—BNf(5, =1 , 1.76
IB f(ﬁ eIS') Og( Q(els)dels ( )
e sl riscrive
P / dersQers)e—tNers+B.ers) (1.77)

Si definisce a questo punto l’entropia delle strutture inerenti X(e;s) = 1/NlogQ(ers) e si
ottiene

7 - / depge—PNErs—TS(ers)+(Bers) | (1.78)

Si potrebbe essere tentati, a partire dall’espressione appena ottenuta, di identificare le strut-
ture inerenti come i minimi dell’energia libera osservando 1’analogia con il calcolo del para-
grafo 1.5.3. Conviene quindi fare subito alcune osservazioni fondamentali:

© Non abbiamo ancora introdotto alcun legame esplicito fra la termodinamica e le strutture
inerenti; queste ultime sono per il momento proprieta della SEP indipendenti dalla misura
statistica su di essa definita.

o La superficie di energia libera dipende interamente dalla temperatura (a differenza della
SEP), e quindi anche i suoi minimi e 'entropia configurazionale come funzione di f vi di-
pendono; mentre le strutture inerenti e la loro entropia non dipendono dalla temperatura,
per quanto detto al punto precedente.

Il legame tra le strutture inerenti e le proprieta termodinamiche viene ottenuto valutando la
(1.78) con un punto sella; allora

F(B,e(8)) = e(B) — Tx(e(B)) + f(6,e(B)) , (1.79)

dove &(f) ¢ definito dalla relazione

ders
d _
def}s (e)

Quindi, a una certa temperatura fissata, I'integrale (1.78) ¢ dominato dai minimi con un cer-
to valore di eyg, €(/3). Il che fornisce un’ulteriore elemento di cautela nell’identificazione delle
strutture inerenti con i minimi dell’energia libera: infatti, ad esempio per T' > T, 1’energia

_ 1t 5505:9) 22,5 (6 ) (1.80)
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libera ha un unico minimo, mentre al valore di e corrispondente si troverebbe in generale
una Y.(e) diversa da zero. Ci si potrebbe aspettare pero che a temperature sufficientemente
basse gli stati metastabili (minimi dell’energia libera) possano essere pensati come confi-
gurazioni di “equilibrio” intorno a cui il sistema compie piccole oscillazioni: solo in questo
caso le strutture inerenti sarebbero collegate con i minimi dell’energia libera. Quest’ultima
affermazione rimane tuttavia un problema aperto.

1.6.2 Basse temperature

A temperature sufficientemente basse si pud pensare che la dinamica del sistema consista
in vibrazioni quasi armoniche in un bacino combinate con dei salti tra bacini adiacenti. In
questo caso si puo pensare di approssimare la f(8,e;s) con l'energia libera di un sistema
di oscillatori di frequenze w;(ers), gli autovalori dell’Hessiano di V'(z) calcolato nel minimo,
assumendo inoltre che lo spettro di queste frequenze non dipenda dal particolare minimo ma
solo da egg:

51(8,e1s) ~ 5 Y log(Biw) = 9(5) + hers) (1.8)

Se f(B,ers) ha questa forma, si vede dalla (1.78) che & possibile fattorizzare la funzione di
partizione
Z ~ ZoZis | (1.82)

con

Zoiv = e~ BN9(B) ’

ZIS = /delse_/jN(e],S—Tz(els)—f—h(els)) . (183)

Questa fattorizzazione e consistente con la separazione della dinamica veloce all’interno del
bacino da quella lenta di salto tra i bacini che e stata assunta in partenza. La validita della
(1.82) e stata accertata in [28] per una miscela Lennard-Jones, per T' < 27,. Le strutture
inerenti possono quindi essere pensate come un sistema di livelli con una certa degenerazione
Q(ers) debolmente accoppiate, in modo da assicurare I’equilibrio, con la parte vibrazionale.
Se si definisce X' = X — fh, in modo che I’entropia configurazionale tenga conto anche del
volume dei bacini, oltre che del numero dei minimi, la condizione che determina € diventa

dx’ 1

dors e(l)) = T (1.84)
coerentemente col fatto che, essendo la funzione di partizione fattorizzata, devono valere
per le strutture inerenti le normali relazioni termodinamiche. L’entropia configurazionale
stimata numericamente in [28] si trova essere consistente con quella trovata nell’ambito della
teoria esposta nel paragrafo precedente (vedi figura 1.6), favorendo l'identificazione delle
strutture inerenti e dei minimi dell’energia libera nel limite di bassa temperatura.
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1.6.3 Fuori equilibrio

La separazione della funzione di partizione del sistema in una parte vibrazionale e una con-
figurazionale debolmente accoppiate tra loro permette, nota I’entropia configurazionale, una
descrizione del comportamento termodinamico del sistema a seguito di una brusca variazione
di qualche parametro (pressione, temperatura) che lo porti fuori dall’equilibrio. Per fissare
le idee pensiamo a un brusco raffreddamento, dove per “brusco” si intende su scale di tempo
molto minori del tempo di equilibratura alla temperatura finale. Il raffreddamento viene
fatto sottraendo calore ai gradi di liberta vibrazionali che possono essere pensati accoppiati
a un termostato su una scala di tempo microscopica (che possiamo pensare nulla). Possiamo
quindi assumere che a t,, = 0" la parte vibrazionale sia alla temperatura del bagno termico,
mentre quella configurazionale si trovi ancora alla temperatura di partenza (si confronti I’e-
sempio del paragrafo 1.3.1). Il calore comincia poi a trasferirsi dal sistema configurazionale a
quello vibrazionale, e di qui al termostato, su una scala di tempo molto maggiore; il sistema
configurazionale si trova quindi ad un valore di ers(t,,) pilt alto di quello di equilibrio deter-
minato dalla (1.80). Il processo di equilibratura si puo supporre costituito di piccoli passi in
ognuno dei quali il sistema ¢ in “quasi equilibrio” a un valore di e;g fissato. Per descrivere
una situazione di questo tipo si puo pensare di introdurre un ensemble in cui viene fissato,
oltre a temperatura e pressione, il valore di e;g. Riprendiamo a questo punto ’espressione
dell’energia libera ottenuta dall’ensemble di Gibbs col vincolo di aver fissato e;g = e, che si
ottiene dalla (1.78) eliminando l'integrale sui diversi di ejg:

F(B,e)=e—TX(e) + f(B,e) . (1.85)

E’ evidente che questa espressione non e una generalizzazione sufficiente essendo stata
ricavata supponendo valida la distribuzione di Gibbs, pur col vincolo di e;g fissato:

e BNF(Be) — \— 3N/d{x}e (els(x) —e). (1.86)

Possiamo allora provare a generalizzare ulteriormente la (1.85) sostituendo 7', nella parte
relativa al sistema configurazionale, con una certa Ty, (e, T):

F(B,e) =e—Ty(e,T)E(e) + f(B,e) . (1.87)

A questo punto bisogna trovare una qualche equazione che definisca Ty, (e, T) e che si riduca

......

una variazione de dell’energia delle strutture 1nerent1 mantenendo costante 7' si abbia

dF = —XdT}, . (1.88)
Allora, usando la definizione (1.87)
acrmt aT;nt af
F = —E - - E - m 189
) 5o de = de 5o de t (56 + = 8 ( )
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si ottiene la relazione voluta:
1+ 9
= (1.90)

de

Ent(ea T) =

A questo punto possiamo costruire un ensemble (T, T;,;) in cui I'energia libera ¢ data da
F(T,Tims) = F(T,e(Ti, T)) - (1.91)
Osserviamo che dal momento che ¥ non dipende esplicitamente da 7T si ha

L3y, 0T 0
Lde — D220 AT + —de, (1.92)

db ==X/ T aT

e quindi

dF = _E(Crmt)dT;nt - Svib(T’ Crmt)d,‘r’ )

of

Suio(T, Tint) = (—)e (T, e(T, Tint)) - (1.93)

or

E’ chiaro a questo punto che questo ensemble si riduce al normale canonico se si impone
Tine = T infatti confrontando la (1.80) e la (1.90) si trova e(7,T) = &(T'), che equivale alla
condizione di equilibrio nel canonico. Si vede quindi che nell’ambito del formalismo delle
strutture inerenti € possibile trovare una espressione per la temperatura interna in funzione
di quantitd numericamente misurabili. La (1.90) & stata verificata in [29], e sembra in buon
accordo con i risultati numerici. Inoltre relazioni analoghe alle (1.93) sono ipotizzate il [31],
in cui ¢ contenuta una interessante discussione di alcune loro conseguenze. Osserviamo in
conclusione che:

o E’ necessario (e intuitivo), per la descrizione di uno stato fuori dall’equilibrio, introdurre
qualche altro parametro “termodinamico”; questa idea e sempre stata presente ogni volta
che si e affrontata da un punto di vista “macroscopico” la descrizione di situazioni di questo
tipo [32].

o E’ naturale, in un esperimento come quello che si & descritto (brusco raffreddamento) che
questo parametro sia una temperatura interna che descrive il grado di non equilibratura
della parte configurazionale; in esperimenti diversi si puo pensare di descrivere il fenomeno
introducendo una “pressione effettiva”, o altri parametri che si rendano necessari [30, 32].

1.6.4 Una misura fuori equilibrio?

Si potrebbe a questo punto pensare di costruire una misura sullo spazio delle configurazioni
in grado di riprodurre I’energia libera (1.91). Questa misura potrebbe riprodurre il compor-
tamento del sistema durante I'invecchiamento se si suppone che le strutture inerenti visitate
durante la dinamica di invecchiamento da un singolo sistema siano quelle “tipiche” rispetto
a un ensemble di sistemi sottoposti alla stessa dinamica [7]: cioe, se il valore di una certa os-
servabile al tempo ¢, puo essere ottenuto mediando sulle configurazioni “tipiche” del sistema
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bloccato al valore di Tj},; corrispondente a quel t,,; questa affermazione chiarisce il concetto
termodinamico di “quasi equilibrio” introdotto nel paragrafo precedente. Cerchiamo questa
misura a partire dalle espressioni

Y

7 = /de e PintN(e=TintX(e)+(B,¢))
(1.94)
F(T7 Cr’mt) = -

log Z
T%ntN o8 ’

che riproducono il corretto punto di sella (1.90) e 'espressione (1.87) per l’energia libera.
Invertendo il ragionamento che ha portato alla (1.78) si ottiene, definendo e(z) la struttura
inerente ad z e A(z) =V (z) — e(x)

—3N _ —BNA(z
/ deQ(e)e‘ﬂthee—<ﬂm—me(ﬂ,e)’\ S d{$}5(égx)) e)e PNA®
€

\-3N / d{z}ePintNe@) = (Bint=B)NF(B,e(@) o=BNA() —

(1.95)

[ dtatuto)

La misura p(z) ottenuta dipende dalla struttura della SEP (bisogna conoscere la funzione
f(B,e)) esiriduce ovviamente alla misura di Gibbs per S;,; = 8. Un risultato particolarmen-
te interessante, ottenuto numericamente in modelli di Lennard-Jones, & f(53,e) ~ A + Be.
In questo caso e facile verificare che, omettendo fattori di normalizzazione

u(z) = e PNA(@) | p=BessNe(z) , (1.96)

dove
Berr = (L4 B)Bint — BB . (1.97)

La possibilita di definire una misura che genera I’energia libera (1.91) permette di verificare
con una simulazione Montecarlo la bonta della descrizione che abbiamo fatto. Si puo poi
cercare di interpretare il parametro S, che compare nella (1.96). Pensiamo per esempio a un
esperimento di fluttuazione-dissipazione fatto con la dinamica Montecarlo associata a u(x);
si puo pensare che a tempi brevi, quando domina la dinamica all’interno del bacino (e(z) ~
costante), si trovi una temperatura pari a 7', mentre a tempi lunghi, quando conta il salto tra
bacini con valori diversi di e, sia il secondo termine a dominare, per cui si dovrebbe trovare
una temperatura effettiva pari a B.sr. Tuttavia il primo termine potrebbe avere influenza
anche a tempi lunghi. Ci si pud quindi chiedere se sia B.sf 0 Bint la temperatura associata al
fattore di violazione di FDT (ammesso che ci sia violazione di FDT). Un metodo affidabile
per la misurazione della temperatura effettiva, che & I’oggetto di questa tesi, potrebbe quindi
essere utile a questo scopo.
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1.7 Stati stazionari fuori dall’equilibrio

Fino adesso abbiamo trattato la violazione di FDT in sistemi portati fuori dall’equilibrio, ad
esempio con un brusco raffreddamento, e che quindi evolvono verso I’equilibrio. La presenza
di due scale di tempo nettamente separate (quella della dinamica microscopica, molto breve
rispetto ai tempi sperimentali, e quella associata alla dinamica lenta che porta il sistema all’e-
quilibrio) ha permesso di definire, in questo contesto, una “temperatura effettiva”, associata
alla dinamica lenta, che sembra essere utile per la descrizione termodinamica del processo
di invecchiamento. In effetti & ragionevole pensare che se il tempo di rilassamento struttu-
rale del sistema diventa molto maggiore delle scale di tempo accessibili a un esperimento,
il sistema (fuori equilibrio) possa considerarsi “bloccato” a un certo istante del processo di
invecchiamento; il parametro %,,, cioe il tempo trascorso dall’evento che ha portato il sistema
fuori equilibrio, funziona da parametro di controllo e determina la temperatura effettiva:
Tepp = Tepp(ty). Tuttavia una situazione di questo genere & abbastanza scomoda dal pun-
to di vista sperimentale. Infatti, per esplorare la regione di tempo associata alla dinamica
lenta (e quindi alla temperatura effettiva) & necessario avere una “sonda” che agisca sulle
stesse scale di tempo; ma allora non si puo piu pensare che la temperatura effettiva rimanga
costante durante il processo di misura. Ad esempio, se si fa un esperimento di fluttuazione-
dissipazione, bisognera aspettare un tempo sufficientemente lungo per vedere il decadimento
della funzione di correlazione al di sotto del plateau (vedi figura 1.4). Ma quello & proprio il
tempo tipico necessario per cambiare il valore della temperatura effettiva. Una certa ambi-
guita € quindi sempre presente in esperimenti di questo genere, sebbene possa essere superata
ad esempio utilizzando la regione temporale intorno al plateau. Una situazione molto piu
comoda dal punto di vista sperimentale (e anche dal punto di vista teorico) si otterrebbe
riuscendo in qualche modo a bloccare il processo di invecchiamento, cioe a fissare il valore
della temperatura effettiva ripristinando I'invarianza per traslazioni temporali. Un tentativo
in questo senso ¢ rappresentato dalla misura introdotta nel paragrafo 1.6.4; tuttavia si trat-
ta chiaramente di un procedimento applicabile solo numericamente, essendo necessaria una
dinamica Montecarlo, e che appare inoltre abbastanza artificioso. Esistono tuttavia alcune
indicazioni e proposte riguardanti la possibilita di ottenere degli stati stazionari collegabi-
li con gli stati visitati dal sistema durante I'invecchiamento sottoponendo il sistema a uno
sforzo di taglio (shear). Lo shear pud essere introdotto inserendo il campione tra due cilindri
concentrici messi in rotazione uno rispetto all’altro oppure facendo scorrere il sistema tra
due piatti piani infiniti [58]. In questo modo si genera nel sistema un gradiente di velocita.
L’esempio piu semplice di questa situazione e il flusso di Poiseuille: il fluido € posto tra due
piatti piani infiniti, paralleli al piano xzz e distanti A (posti ad esempio in y = 0 e y = h),
che scorrono uno rispetto all’altro con velocita ¢ = vz. Se si suppone che il fluido aderisca
ai due piatti si trova un profilo di velocita

N N v
i(z,y,2) = vy =g (1.98)

Si cerca quindi di stabilire una qualche corrispondenza tra gli stati stazionari caratterizza-
ti da 7 e gli stati fuori equilibrio privi di campi esterni caratterizzati da t,. Si hanno al
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momento essenzialmente tre tipi di indicazioni in questa direzione, dovute essenzialmente al
lavoro di Barrat, Berthier e Kurchan [33, 34, 35]:

o Il risultato [34] di campo medio, ottenuto analogamente a quelli del paragrafo 1.5.2 e su-
gli stessi modelli: si trova una violazione di FDT analoga a quella ottenuta nel regime di
invecchiamento, con la comparsa di una temperatura effettiva diversa da quella del bagno
termico, e un particolare comportamento delle funzioni di correlazione e risposta al variare
di . Osserviamo a proposito che in uno stato stazionario la (1.40) vale senza alcuna ap-
prossimazione, il che permette la definizione del fattore di violazione senza ricorrere a limiti
particolari.

o Un effetto, detto shear thinning, ben noto in letteratura [36], che consiste nella decrescita
della viscosita aumentando v: n ~ v~°, con b compreso tra 0.5 e 1. Questo risultato & stato
verificato numericamente in questa tesi (vedi paragrafo 3.2.1); il suo significato sara chiarito
in seguito.

o I risultati numerici [33, 35] che sembrano confermare le indicazioni dell’analisi di campo
medio.

Queste indicazioni abbastanza recenti costituiscono il punto di partenza del lavoro, iniziato
in questa tesi, volto a verificare sperimentalmente la possibilita di stabilire questa corrispon-
denza. Iniziamo con una piccola rassegna di alcuni risultati acquisiti sulla termodinamica
degli stati stazionari fuori equilibrio, e discutiamo in dettaglio i risultati di campo medio e le
possibili estensioni a sistemi realistici. Discutiamo una possibile generalizzazione del teore-
ma di fluttuazione-dissipazione agli stati stazionari fuori dall’equilibrio, nota come teorema
di fluttuazione di Gallavotti e Cohen. Infine vediamo come trattare la presenza dello shear
nell’ambito dei modelli teorici di vetri strutturali che abbiamo introdotto.

1.7.1 Idrodinamica e produzione di entropia

Una delle caratteristiche principali degli stati fuori dall’equilibrio generati da forze termodi-
namiche (gradienti di velocita, densita, pressione) & la presenza di una produzione di entropia.
E’ possibile dare una descrizione idrodinamica di un sistema fuori equilibrio e ricavare una
espressione per il tasso di produzione di entropia. Si immagina di descrivere il sistema at-
traverso alcune quantita mediate su dei volumetti di dimensione macroscopica ma piccola; si
immagina che in ognuno di questi volumetti il sistema possa essere considerato in equilibrio
termodinamico per cui si possono definire la temperatura e la pressione e vale ’equazione
di stato. Si introducono quindi la densita p(r,t), la velocita u(r,t), la pressione p(r,t), la
temperatura T'(r, t) eccetera. Conviene in questo caso esplicitare gli indici con la convenzione
che indici ripetuti sono sommati. Definiamo poi 0; = 0/0t e 0; = 0/0x;, i = 1,2, 3.
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Equazioni di conservazione

Si parte come al solito [54, 55] dalle leggi di conservazione di massa, impulso e energia:

Oyp(r,t) = —0k[p(r, t)ug(r, t)] , (1.99)
O[p(r, t)u;(r,t)] = —0k[p(r, )uk (1, t)u; (1, t) + Pri(r, )] , (1.100)
O [p(r, t)e(r, )] = —k[p(r, t)e(r, t)ur(r, t) + J2(r,t) + Prlr, t)us(r, )] , (1.101)
dove e(r,t) & la densita di energia totale per unita di massa, che comprende quindi anche
il termine cinetico %uQ(r, t); P(r,t) ¢ il tensore degli sforzi, definito da dF; = —dSg Py, e

rappresenta la forza esercitata dal fluido su un elemento di superficie dS posto in (r, %) con
la stessa velocita del fluido u(r,t): in questo modo sono eliminati da P i contributi dovuti al
flusso di impulso associato al campo di velocita, rappresentato invece dal primo termine del
secondo membro di (1.100); J9(r,t) & il flusso di energia, definito da d@Q = —dSkJ,?, dove
dS ¢ definita come sopra, per cui da J? & escluso il flusso di energia cinetica e rimane solo
il contributo diffusivo: nella (1.101) quindi il primo termine rappresenta il flusso convettivo,
il secondo la diffusione termica, il terzo il lavoro delle forze di pressione.

Relazioni costitutive e equazioni di Navier-Stokes

Dalle equazioni di conservazione, come & noto [58], si ottengono le equazioni di Navier-Stokes
se si assumono le relazioni

2
P]m’ (7‘, t) = p(?“, t)ékz —_ n(aiuk(T, t) + 8kui(7“, t) —_ gékiﬁlul(n t)) — C(Skialul(r, t) y
J2(r,t) = =A&T(r,1) ,

dette “relazione costitutive”, e la validita dell’equazione di stato in ogni volumetto; in que-
sto modo si ottengono cinque equazioni nelle incognite p, T' e u, contenenti alcuni parametri
fenomenologici: i “coefficienti di trasporto”, introdotti nelle relazioni costitutive, e alcune
derivate termodinamiche (calori specifici, compressibilita). Le equazioni di Navier-Stokes
possono poi essere linearizzate intorno all’equilibrio e forniscono ad esempio un’ottima de-
scrizione del fattore di struttura dinamico S(g,w), che viene misurato in esperimenti di
diffusione della luce (vedi il paragrafo 4.1).

(1.102)

Produzione di entropia

Le equazioni di conservazione possono essere riscritte in una forma piu comoda definendo
Voperatore d/dt = 0y + ug(r,t)0k:

DD o, (v 1) (1.103)
p(r, t)% = =0k Pri(r,t) (1.104)
,0(7'; t) dUC(Z? t) - —BkJ,?(r, t) - Pkl(’f', t)akul(r, t) y (1.105)
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dove U(r,t) = e(r,t) — 3u?(r, t) & Penergia interna del fluido. Deriviamo a partire da queste
espressioni una espressione per il tasso di produzione di entropia o(r,t), definito da

o= [ o0~ [ dSLIEG0) + plr)s(r st )] (1.106)
v 5

per un volume di fluido V arbitrario; J° & come al solito il flusso totale di entropia attraverso
una superficie che si muove con velocita u(r, t). L’entropia totale nel volume V' & 'integrale
su V della densita di entropia p(r,t)s(r,t), che ¢ ben definita perché abbiamo assunto che
ogni volumetto del fluido si trovi all’equilibrio. Questa assunzione ¢ tuttavia abbastanza
forte perché, come abbiamo accennato, in alcuni sistemi sotto shear non si ha equilibrio
nemmeno localmente, dal momento che compare una temperatura effettiva diversa da quella
del bagno termico e non vale FDT. Tuttavia, come discuteremo meglio in seguito, in sistemi
i cui tempi di rilassamento sono molto corti rispetto alle scale di tempo introdotte dalle
forze termodinamiche, I’equilibrio locale ¢ ancora verificato e questa derivazione & corretta.
Otteniamo dalla (1.106), dal momento che il volume V' ¢ arbitrario,

O[p(r,t)s(r,t)] = a(r,t) — Q[J] (r,t) + p(r, t)s(r, t)uy(r, )] , (1.107)
p(r, 1) dsg;’ D _ olrt) - 0TS (r,1) . (1.108)

A questo punto utilizziamo il primo principio della termodinamica T'dS = dU +pdV in forma

locale:
ds(r,t) _ dUG1) | p(r,1) dp(r,)

dt  dt p2(r,t) dt
e utilizzando le (1.103), (1.105), moltiplicando per p(r,t) e dividendo per p(r,t) otteniamo

T(r,t)

(1.109)

p(r, 1) dsg; D__ - (i’ 5 01J2(r,t) + Pu(r, )0su(r,t) — p(r,)du(r,t)] . (1.110)

Utilizzando ora il secondo principio della termodinamica dQ = T'dS abbiamo J%(r,t) =
T(r,t)J%(r,t) e allora confrontando le (1.108) e (1.110) e sostituendo J*(r,t) nella prima
troviamo

JlQ (r,t)0,T(r, 1) B Pyi(r,t)Opus (1, t) — p(r, t)Oyuy (1, t)
T?(r,t) T(rt) )

o(r,t) =— (1.111)

Definiamo il tensore di viscosita sottraendo al tensore degli sforzi la sua parte di equilibrio,
i (r,t) = Pyi(r,t) — p(r, t)dks, € otteniamo

T2, 0T (r, t) — ———TLya(r, 1) Byus (1, 1) - (1.112)

ofrt)=- T(r,t)

1
T2(r,t)
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Forma generale delle relazioni costitutive

Si postula [55] che il tasso di produzione di entropia abbia la forma
o=X;J;, (1.113)

dove X; sono le forze termodinamiche e J; i loro flussi coniugati. Si vede bene dalla (1.112)
che si possono identificare come forze termodinamiche —V7T/T? e il tensore —Vu /T e come
flussi corrispondenti J? e II. Le relazioni costitutive (1.102) sono quindi esempi di relazioni
costitutive pilt generali della forma

Ji = Li; X; , (1.114)

dove gli L;; sono i coefficienti di trasporto. Se postuliamo che valgano delle relazioni
costitutive si trova

E’ facile verificare che le relazioni costitutive (1.102) danno un’espressione per o definita
positiva. Ad esempio per un flusso del tipo (1.98) termostatato in modo che la temperatura

sia costante si ottiene

My (r,t) _ ¥*n

Conclusioni

Riepiloghiamo in conclusione le condizioni sotto cui questo tipo di ragionamenti possono
essere validi:

o Le forze termodinamiche devono essere sufficientemente deboli in modo che le relazioni
costitutive, che possono essere pensate come sviluppi di Taylor dei flussi in funzione delle
forze, siano valide.

o 1l sistema deve essere sufficientemente vicino all’equilibrio in modo che valga ’equilibrio
locale; vedremo nel paragrafo 1.7.5 che questo non & sempre vero anche per valori abbastanza
piccoli delle forze termodinamiche. In particolare bisognera che tutti i tempi di rilassamento
presenti nel sistema siano piccoli ripetto alle scale di tempo su cui agiscono le forze termo-
dinamiche, e che la lunghezza di correlazione del sistema sia piccola rispetto alle lunghezze
su cui variano le forze termodinamiche.

In questo paragrafo abbiamo quindi visto come si possa dare una descrizione idrodinamica in
uno stato fuori equilibrio nel limite idrodinamico in cui le forze variano lentamente nel tempo
e nello spazio. Vediamo adesso come e possibile trattare dal punto di vista microscopico uno
stato fuori equilibrio. Poi vedremo che succede in presenza di una dinamica lenta, ovvero in
una situazione in cui una forza termodinamica arbitrariamente lenta agisce comunque sulle
scale dei tempi di rilassamento del sistema.

1.7.2 Descrizione microscopica

Un sistema classico puo essere descritto statisticamente introducendo un ensemble, cioe un
numero infinito di copie del sistema [56]. Si definisce poi una funzione di distribuzione sullo
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spazio delle fasi f(T', t)0T", come il numero di elementi dell’ ensemble che al tempo ¢ si trovano
in un volumetto dI' di spazio delle fasi intorno al punto I'. All’equilibrio, per un sistema
accoppiato ad un bagno termico, ¢ ben noto che la funzione f(T',¢) non dipende dal tempo ed
¢ data dalla distribuzione di Gibbs. Invece la funzione di distribuzione evolvera nel tempo;
tuttavia il numero di elementi dell’ensemble deve essere conservato e quindi si avra una legge
analoga alla (1.99):

d,f(T,t) = =&;[f(T, )], (1.117)
usando una notazione analoga a quella del paragrafo precedente con I' = (pi,qi), 1=
1,---,3N e 0; = 0/0T;. Si ottiene quindi, definendo ancora 'operatore d/dt = 0, + I';0;

df (T, t .
M0 pe,nads = — £, HAT) (1118)

dt

dove abbiamo definito il “tasso di espansione dello spazio delle fasi” A(I'). Invertendo la
relazione precedente si trova:

A) =0T = —% log f(T,1) . (1.119)

Osserviamo che per un sistema hamiltoniano si ha A = 0. Altrimenti possiamo scrivere
t
log £(1(0),0) = = [ AC())de +log 1 (T 1) (1120)
to
dove I'(t) & una traiettoria del sistema che parte da 'y al tempo ¢y che prendiamo 0 per

semplicita. Allora .
% = exp [—/0 A(F(t'))dt'] . (1.121)

Abbiamo definito f(I'y,0) = 0N/6, dove 6I'y & un volumetto che al tempo 0 contiene un
numero 0N di elementi. Allora, definendo il volumetto 6I" che al tempo ¢ contiene gli stessi
elementi, si ha, per ¢ piccolo:

SI(®),t) _ oo

= —— . 1.122
Utilizzando la (1.121) per ¢ = 6t infinitesimo si trova
OT — 6Ty
——— = A(T 1.12
5F05t ( 0) ’ ( 3)

per cui A viene detto appunto “tasso di espansione dello spazio delle fasi”. La dimostrazione
della (1.123) puo essere fatta in modo molto piut semplice e rigoroso [38]; in questo modo
pero si vede la connessione tra contrazione dello spazio delle fasi e evoluzione della funzione
di distribuzione. Per un sistema hamiltoniano, essendo A = 0, il volume di un insieme e
costante sotto 1’evoluzione temporale.
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Operatori di evoluzione

E’ possibile poi costruire un operatore di evoluzione temporale; se le equazioni del moto non
dipendono esplicitamente dal tempo si ha

w = —[A(D) + 18] f (T, t) = —iLf(T,1) . (1.124)

L’operatore £ & detto f-Liouvilliano. Le osservabili invece evolvono secondo la
w = I,0,B(L(t)) = iLB(L(t)) . (1.125)
Questo secondo operatore e detto p-Liouvilliano. I due operatori sono legati dalla relazione
L=L—iA. (1.126)

Per uno stato stazionario si ha f(I',t) = fo(T') e Lfy = 0, e si pud dimostrare [55] che il
p-Liouvilliano ¢ hermitiano sullo spazio delle osservabili B(I'); per un sistema hamiltoniano
quindi anche I’f-Liouvilliano & hermitiano, dato che i due coincidono. Questa proprieta e fon-
damentale per la derivazione classica della formula di Green-Kubo (1.16) (in cui ovviamente
bisogna sostituire il commutatore con la parentesi di Poisson). Tuttavia in presenza di un
tasso di contrazione non nullo I'f-Liouvilliano non & pilt hermitiano e quindi la generalizza-
zione della formula di Green-Kubo non e possibile. Non e neanche possibile generalizzare
il teorema di fluttuazione-dissipazione, che, come abbiamo visto, dipende dalla condizione
KMS che dipende a sua volta [4] dalla distribuzione di Gibbs; questo si puo intuire gia dal
fatto che nel teorema di fluttuazione-dissipazione la temperatura compare come un parame-
tro caratteristico della distribuzione di equilibrio fy, parametro che ovviamente non compare
se si suppone di avere a che fare con una f, diversa da quella di Gibbs. Osserviamo pero
che quanto abbiamo detto si riferisce a perturbazioni intorno allo stato stazionario fuori
equilibrio.

1.7.3 Formula di Kubo e relazioni di Onsager

E’ invece possibile [55] ottenere una formula di Green-Kubo analoga alla (1.16) per per-
turbazioni non hamiltoniane intorno allo stato di equilibrio, come ad esempio le forze ter-
modinamiche stesse. Questa formula, che non ricaviamo dal momento che la dimostrazione
e analoga a quella del teorema di fluttuazione-dissipazione, afferma che aggiungendo alle
equazioni del moto una perturbazione della forma

¢ = % + Ci(T)a(?) ,

dove C; e D; sono osservabili definite sullo spazio delle fasi, si ha, se la forza esterna e
sufficientemente piccola,

(1.127)

d < B(t) > ot —t')

Rp;(t - tl) = Sa(t') - a0 = — T

< B@t)J(t') >0, (1.128)
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dove J(T') ¢ definito da

dH i
= Zi:[_D% + CiFja(t) = —J(D)a(t) . (1.129)
Se la perturbazione deriva da una hamiltoniana V' (¢) = —a(t)A(p, ¢) ¢ immediato verificare

che J(I') = {A, Ho} = —Aeg; la (1.16) si riottiene integrando per parti [54]. E’ possibile
infine, utilizzando la (1.128), derivare una espressione per i coefficienti di trasporto L;;
introdotti in (1.114). Osserviamo perd che la definizione (1.114) ha senso solo nel limite
idrodinamico in cui le forze termodinamiche X; variano lentamente nel tempo e nello spazio.
Piu in generale si ha, per una perturbazione intorno all’equilibrio:

t

< Jz(t) >= —TV/ dt’Ri]’(t — tl)X]’(t’) . (1130)
Infatti accendendo le perturbazioni Xj(¢) si ha, supponendo per semplicitd che si abbia
omogeneita spaziale e usando la (1.113) e la (1.106) trascurando i termini di superficie:

d< Hy> dU dS

dt dt O dt ’ S (1.131)
da cui si vede che J; ¢ il flusso coniugato a —VTX; secondo la (1.129). II caso (1.114) si
ritrova se si suppone di accendere le forze al tempo 0 e guardare quello che avviene per
t — oo. Allora

< J; >= [—TV/ dTRZ'j(T):| Xj , (1.132)
0

e quindi utilizzando la formula di Kubo si trova
Liy = TV / QR () = V / dt < Ji(£)J;(0) >0 . (1.133)
0 0

Quest’ultima espressione per i coefficienti di trasporto ¢ di per se interessante; inoltre, os-
servando che la funzione di correlazione < J;(t)J;(0) > ¢ pari, si trovano le relazioni di
reciprocita di Onsager:

Lij=1Lj . (1.134)

1.7.4 1l teorema di fluttuazione di Gallavotti e Cohen

Una teorema interessante valido in stati stazionari fuori equilibrio & stato ottenuto molto
recentemente da Gallavotti e Cohen [37, 39], a seguito di alcune osservazioni numeriche [42]
ottenute su sistemi Lennard-Jones posti sotto shear nella fase liquida. Il teorema & stato
poi esteso da Kurchan [41] a un sistema sottoposto a una dinamica di Langevin. Gallavotti
[40] ha poi dimostrato che nel limite in cui le forze termodinamiche che generano lo stato
stazionario fuori equilibrio svaniscono il teorema di fluttuazione implica le formule di Green-
Kubo e le relazioni di reciprocita di Onsager per i coefficienti di trasporto, riducendosi quindi,
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in un certo senso, al teorema di fluttuazione-dissipazione. Diamo qui solamente I’enunciato
del teorema, che & discusso in [37] in dettaglio; vedremo poi nel paragrafo 2.4 una possibile
applicazione interessante. Per discutere il teorema conviene fissare le idee su un ben noto
modello microscopico del flusso (1.98); si considera un sistema di N particelle soggette alle
equazioni del moto SLLOD con condizioni periodiche di Lees-Edwards [55]:

Gi = 2+ yyid
om T (1.135)
pi = Fi — ypyit — a([)p;

Il moltiplicatore @ serve a imporre il vincolo di conservazione dell’energia totale Hy =

2
S 2 4+ V(q), ed & dato da

t 2m
Zi[pxipyi/m + Fwiyi]
>oipi/m

Introducendo la forza Fj; dovuta alla particella j che agisce sulla particella 4 il secondo
termine del numeratore diventa

;Fm%’ = ZFijwyi = %ZFm(yz —y;) = —% ZFijwyz’j , (1.137)

i#j i#j i£]

al') = —y (1.136)

dove nel penultimo passaggio si ¢ usata 'antisimmetria di F;;. Il numeratore della (1.136)
cosi riscritto ¢ uguale [55] all’espressione microscopica della componente yz del tensore degli
sforzi (moltiplicato per il volume), per cui:

_vfyanNf

> pi/m
Possiamo poi calcolare il tasso di espansione dello spazio delle fasi dalla divergenza delle
equazioni del moto:

() = (1.138)

A() =81y = =3Na(T) + o(1) . (1.139)

Troviamo quindi che il tasso di espansione € proporzionale ad « per N sufficientemente
grande. Confrontando infine la (1.138) con la relazione (1.116), ricavata macroscopicamente,
possiamo identificare

o=<o(l)>,
1.140
o(I') = ga(r) - —%A(F) , (1.140)

almeno per valori di v tali che la descrizione macroscopica abbia senso. Si trova quindi che
il tasso di produzione di entropia € proporzionale al tasso di contrazione dello spazio delle
fasi. Consideriamo a questo punto la media di o(z) lungo un segmento [';(¢) di traiettoria
del sistema di lunghezza temporale 7:

<a:4:¥g/7ﬁoaxo). (1.141)

T
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Si puo definire la distribuzione di probabilita dei valori di < ¢ >,: indichiamo con =, (p)
la probabilita che si abbia < o >,= po (definiamo cosi una variabile adimensionale p =<
o >, /o). Il teorema di fluttuazione, derivato in [39] sotto alcune ipotesi sulla struttura dello
spazio delle fasi e dell’attrattore del sistema, afferma che, per 7 — oo

() _ gvor (1.142)

Si ottiene quindi una informazione sulla distribuzione delle fluttuazioni del tasso di produ-
zione di entropia. Osserviamo pero che la media di p € ovviamente 1, per cui la verifica del
teorema e molto delicata sperimentalmente essendo necessarie fluttuazioni grandi su interval-
li di tempo lunghi. Alcune verifiche numeriche della validida della (1.142) sono state ottenute
in [42, 39]. E’ notevole il fatto che il teorema di fluttuazione non contenga parametri liberi
[39], e quindi possa essere utilizzato come verifica delle ipotesi fatte circa la struttura dello
spazio delle fasi accessibile al sistema. La dimostrazione della (1.142) & stata trovata in [41]
per una dinamica di Langevin; nello stesso lavoro si ipotizza tuttavia che la (1.142) possa
non essere valida in sistemi con una dinamica lenta che per v = 0 li porterebbe all’equilibrio
in un tempo molto lungo, e che presentano violazioni di FDT. Uno studio numerico della
(1.142) in condizioni in cui i tempi di rilassamento del sistema sono lunghi rispetto alle scale
di tempo rilevanti non e tuttavia, credo, ancora disponibile.

1.7.5 Sistemi con una dinamica lenta

L’introduzione dello shear in sistemi in cui i tempi di rilassamento sono molto lunghi sembra
portare a una fenomenologia molto interessante. Il primo effetto che si osserva e che il
sistema, che per v = 0 invecchia su scale di tempo molto lunghe e non raggiunge mai
Pequilibrio sui tempi tipici di un esperimento, si porta, in un tempo dell’ordine di 1/7, in
uno stato stazionario fuori equilibrio. Vediamo in questo paragrafo cosa comporta la presenza
dello shear per sistemi di campo medio, e poi i risultati numerici disponibili e alcune possibili
interpretazioni.

Campo medio

In [34] viene introdotta in un modello di campo medio analogo a quello del paragrafo 1.5.2
(p-spin sferico) una forza esterna non derivabile da un potenziale, proporzionale a un certo
parametro €. Si possono ancora scrivere delle equazioni chiuse per le funzioni di correlazione
e di risposta, che si risolvono analiticamente nel limite di € piccolo. Riassumiamo i risultati
ottenuti in [34] integrando con alcune figure tratte dal lavoro originale; T, & la temperatura
di transizione dinamica per il modello con € = 0.

o Per T > T, la funzione di correlazione presenta, per ¢ = 0, un rilassamento a due tem-
pi. Si trova che aumentando ¢ il tempo di rilassamento “vibrazionale” non cambia mentre
quello “strutturale” (che denominiamo 7,) si accorcia, finche’ per ¢ sufficientemente alto i
due tempi risultano dello stesso ordine di grandezza, vedi figura 1.9. In particolare per ¢

48



l. | 1
05
06|
O
04
02
ﬂ' | ] |
1 * 1 @ IT)a Iy 1y 1
T

Figura 1.9: Funzioni di correlazione sotto shear in campo medio, per 7" > T, (da [34]). Da
sinistra a destra, e=5, 0.333, 0.143, 0.05, 0.0158, 0.00447 e 0.

sufficientemente piccolo 7, € costante (regime “Newtoniano”), mentre superando un certo
valore critico si trova 7, ~ 7~2/3, dove in questo modello v = £/7,.

o Sempre per T' > T, si trova una violazione di FDT con un fattore di violazione di tipo B
(figura 1.5); aumentando troppo ¢ pero le due scale di tempo tendono a diventare confronta-
bili e il fattore di violazione varia con continuita dal valore a C' = 1 al valore a C' = 0 (figura
1.10). La temperatura effettiva & quindi ben definita solo per ¢ sufficientemente piccolo: nel
seguito conviene quindi indicare con X, il valore di X a tempo infinito, in modo che per
e ~ 0 si abbia Tpsf = T/ X . Per ¢ — 0 invece si recupera FDT.

o Per T' < T, si trova un comportamento abbastanza strano, dovuto al fatto che il sistema
non equilibra mai per € = 0. Si trova che raffreddando il sistema da sopra 7, ad € # 0 si
ottiene uno stato stazionario con 7, finito; mandando poi ¢ a zero 7, diverge e il sistema
finisce nuovamente fuori equilibrio. Per cui sotto 7, il sistema non ha un regime Newtoniano,
nel senso che per ¢ — 0 la viscosita continua ad aumentare all’infinito invece di raggiungere
un valore finito. Inoltre si continua ad avere violazione di FDT anche per & — 0.

E’ possibile riassumere il comportamento del sistema in un “diagramma di fase” [34] rap-
presentato in figura 1.11. La regione “vetrosa” si trova sul segmento dell’asse T' compreso
tra 0 e T.. In questa regione, come abbiamo gia visto, il sistema non riesce a equilibrare
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Figura 1.10: Fattore di violazione (normalizzato) sotto shear in campo medio, per T > T,
(da [34]). Dall’alto in basso rispetto alla parte destra della figura, ¢=5, 1, 0.333, 0.143,
0.0448, 0.0141, 0.00141.

se preparato fuori equilibrio a causa della complicata struttura della superficie di energia
libera, e rimane quindi bloccato al disopra di una certa “soglia” in energia libera. Per cui un
€ arbitrariamente piccolo e in grado di rendere il sistema stazionario subito al disopra della
soglia; per € — 0 si recupera ’equilibrio solamente per T" > T, dal momento che per T' < T,
il sistema viene di nuovo a trovarsi al disopra della soglia senza poter scendere.

Estensione del campo medio

In [34] si cerca poi di estendere qualitativamente questo scenario a un sistema non di campo
medio. La differenza & che ora, per T" > Tk, i processi attivati permettono al sistema di
“saltare” fra stati metastabili diminuendo la sua energia libera e portandosi al disotto della
“soglia” definita in campo medio. Non e quindi sufficiente un ¢ piccolo a piacere per riportarlo
in uno stato stazionario. Ci si puo aspettare di ottenere uno stato stazionario solo quando
1/~ diventa dell’ordine del tempo di rilassamento 7,. Altrimenti il sistema continuera la sua
dinamica di invecchiamento aumentando il suo 7, fino a renderlo confrontabile con 1/, il che
pero potrebbe richiedere tempi molto piu lunghi di quelli tipici di un esperimento. Quindi per
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Figura 1.11: 11 “diagramma di fase” di campo medio nel piano (¢,7") (da [34]). Le curve che
piegano a sinistra sono le iso-7,, quelle che piegano a destra sono le iso-X.,. 7, e indicata
dalla freccia. Le curve sono 7,=5, 10, 25, 50, ..., 5000 (dall’alto in basso), e X=0.4, 0.5, 0.6,
0.7, 0.8, 0.9, 0.99 (da sinistra a destra).

un sistema realistico lo shear dovrebbe produrre qualche effetto osservabile solamente qualora
la scala di tempo da esso introdotta (1/7) sia minore o uguale al tempo di rilassamento 7.
Ne risulta un diagramma di fase come quello riportato in figura 1.12: esiste una curva iso-7,
“critica”, evidenziata in grassetto, al di sotto della quale il sistema non e piu equilibrabile
sulle scale di tempo tipiche dell’esperimento. Ovviamente essa termina a 7T, per € = 0. La
regione “vicino all’equilibrio” puo essere definita convenzionalmente da X, > 0.99, ed &
quella in cui il sistema di fatto non risente dello shear.

Andando al disotto della curva critica il sistema va fuori equilibrio sulle scale di tempo
sperimentali e comincia una dinamica di invecchiamento aumentando il suo 7, fino a renderlo
di nuovo confrontabile con 1/7. Una precisazione riguarda il fatto che a priori non & detto
che il 7, a cui lo shear inizia ad avere effetto sia necessariamente uguale, o anche solo pro-
porzionale, a 1/. Qualche indicazione in questa direzione ¢ stata ottenuta numericamente
e sara discussa successivamente. Osserviamo che in questo quadro 'effetto macroscopico di
shear thinning € dovuto al fatto che per v < 7, il sistema si trova nella regione di “quasi
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Figura 1.12: 11 “diagramma di fase” schematico per un sistema realistico (da [34]).

equilibrio” per cui la viscosita (~ 7,) non dipende da +; per v > 7, (a T costante) la viscosita
decresce, come gia detto. Le previsioni principali ottenute in [34] sono state verificate nu-
mericamente in due lavori successivi degli stessi autori [33, 35]. Nel secondo, molto recente,
si trova anche che accoppiando al sistema delle particelle di massa molto maggiore di quella
delle particelle del sistema, I’energia cinetica media risulta essere pari a %Te 7f- Questo tipo
di “equipartizione generalizzata” sara discusso nel prossimo capitolo.

1.7.6 Strutture inerenti

L’interpretazione di questo tipo di fenomenologia puo essere tentata anche a partire dallo
studio della superficie di energia potenziale. In questo contesto si puo pensare che a tempe-
ratura sufficientemente bassa, quando i due sistemi (strutture inerenti e gradi vibrazionali)
sono accoppiati su una scala di tempo molto lunga, il sistema si possa descrivere come in figu-
ra 1.13: il termostato a temperatura 7" e accoppiato alla parte vibrazionale, mentre lo shear
cede calore ai gradi di liberta relativi alla dinamica delle strutture inerenti. Questo calore
fluisce verso il termostato su una scala di tempo che dovrebbe essere dell’ordine del tempo
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Figura 1.13: Una descrizione schematica del sistema per temperature sufficientemente basse:
lo shear manda calore nei gradi di liberta configurazionali. Questo calore fluisce su una scala
di tempo 7, verso i gradi vibrazionali e viene poi smaltito attraverso il termostato. E’ chiaro
che in una situazione del genere si avra uno stato stazionario con T;,; > T.

di rilassamento strutturale: se infatti lo shear venisse spento, il sistema configurazionale
impiegherebbe un tempo dell’ordine di 7, a modificare il suo stato termodinamico iniziando
a equilibrare con il sistema vibrazionale. In una situazione di questo tipo il sistema confi-
gurazionale si troverebbe ovviamente a un livello di energia delle strutture inerenti e(vy,T’)
maggiore di quello di equilibrio. Si pu6 ancora introdurre una energia libera generalizzata a
partire dalla (1.87):

F(v,T)=F(T,e(v,T)) . (1.143)

E’ chiaro che questo procedimento ¢ analogo a quello precedente; per cui si puo ancora uti-
lizzare la temperatura interna come parametro indipendente e sara ancora valida la (1.93).
Questo lascerebbe pensare che la misura introdotta per riprodurre ’energia libera F possa
descrivere uno stato stazionario fuori equilibrio indotto dallo shear, almeno in alcune regioni
opportune nel piano (7,7). Anche questa perd ¢ al momento solamente una ipotesi di la-
voro, e andrebbe confrontata con i risultati diponibili in letteratura che sembrano indicare
la presenza di una struttura complicata per la misura, che ad esempio dovrebbe essere con-
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centrata su un attrattore di dimensione inferiore a quella dello spazio delle fasi. Osserviamo
in conclusione che in questo caso l'ipotesi di equilibrio locale non ¢ valida dal momento che
neanche localmente sono valide le relazioni termodinamiche usuali. Vedremo nel paragrafo
2.4 una possibile interessante conseguenza di questo fatto.
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Capitolo 2

Metodi alternativi a FDT per la
misurazione delle temperature interne

Da quanto detto nel capitolo precedente sembra abbastanza naturale cercare un metodo affi-
dabile per la misurazione delle temperature interne sia numericamente sia sperimentalmente.
Infatti la misura numerica diretta del fattore di violazione di FDT richiede molto tempo di
calcolo, mentre la misura sperimentale richiede complicati esperimenti per la misurazione
della funzione di risposta. In questo capitolo studiamo alcuni metodi che permetterebbero
una misura sperimentale piu semplice e affidabile del fattore di violazione; la verifica del cor-
retto funzionamento di uno di questi e 'oggetto delle simulazioni numeriche svolte in questa
tesi. In conclusione mostriamo come anche dal teorema di fluttuazione si possa estrarre una
temperatura, e tentiamo un’interpretazione di questa temperatura in presenza di violazione
di FDT associata a una dinamica lenta.

2.1 Misurazione della temperatura tramite un oscilla-
tore armonico

Come ¢ ben noto dalla meccanica statistica, un oscillatore armonico all’equilibrio ha una
energia totale media uguale alla temperatura. In [44] e [45] & stato calcolato esplicitamente
il tempo di equilibratura dell’oscillatore e il calcolo e stato poi generalizzato al caso in cui il
sistema ¢ fuori dall’equilibrio, mostrando che I’oscillatore legge una temperatura legata alla
temperatura interna del sistema. In [44] viene considerato come modello di termometro un
oscillatore armonico di hamiltoniana 3 (p® + wjz?) accoppiato con il sistema di hamiltoniana
H{s} attraverso un termine di interazione H;,; = —azO(s) dove O(s) & una qualche osser-
vabile del sistema, che supponiamo a media nulla. Se a e sufficientemente piccolo € possibile
trattare il sistema attraverso la teoria della risposta lineare e si avra

<0 >,= (L/oo dt,Roo(t — t’)%(t,) . (21)

o
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Allora sara possibile riscrivere

o

0°(t) = O%(t) + a / it Roolt — 1)z () | (2.2)
—00
dove O%(t) & la parte di O%(t) dovuta alle fluttuazioni, ovvero a media nulla, e il secondo
termine e la variazione del valor medio di O dovuta all’accoppiamento con 1’oscillatore.
L’equazione del moto per I'oscillatore ¢ data da

i(t) = —wir +a0%(t) , (2.3)
e sostituendo la (2.2)
F(t) = —wle + aO%(t) + a2 / it Roo(t — )z (t)) (2.4)

Questa equazione descrive il moto dell’oscillatore accoppiato al sistema e puo essere risolta
calcolandone la funzione di Green.

2.1.1 La funzione di Green

L’equazione per la funzione di Green e

2 00
(% + wg) Gt—1)—a? / dt"Roo(t —t"\G({" —t') = 6(t — 1) , (2.5)

con la condizione al contorno G(t) = 0 per ¢ < 0 (in questo modo G & una funzione ritardata
e verifica il principio di causalita). Inoltre, siccome G(t) & discontinua in ¢ = 0 possiamo
definire G(0) = 0. Allora la soluzione generale dell’equazione (2.4) con dato iniziale in ¢, &
data da .
z(t) = c1(to)w1(t) + calto)z2(t) + @ / dt'G(t —t")O%(t') (2.6)
to
dove 1 (t) e z2(t) sono le soluzioni dell’equazione omogenea. Il dato iniziale andra assegnato
su ¢; e ¢ tenendo conto che il terzo termine della (2.6) & nullo per ¢ = ¢, e da contributo nullo
anche alla derivata in ¢ = ¢, (come si vede facilmente utilizzando la condizione G(0) = 0).
L’equazione (2.5) si risolve nello spazio di Fourier:

(—w? + w))G(w) — ’R(w)G(w) =1, (2.7)
6() =5 [ " dwe G(w) | (2.8)

e quindi .
G(w) = F - — R (2.9)



La condizione al contorno viene soddisfatta imponendo che l'integrale in (2.8) sia calcolato
su un cammino che aggira i poli di G(w) dall’alto. Bisogna quindi discutere la posizione dei
poli nel piano w. Come & noto i poli di G(w) definiscono anche i modi normali dell’oscillatore,
ovvero le soluzioni dell’equazione omogenea. [’equazione che li definisce ¢

wy —w’ —a’R(w) =0, (2.10)

e puo essere risolta, se a? & piccolo, sviluppando R(w) intorno alle soluzioni 4wy del caso

a = 0. Allora abbiamo
1 R
w1 = Wy (1 — —&@) ’

2
“0 (2.11)
2 0 2 w? '
Siccome R(t) & una funzione reale, si avra R'(w) = R'(—w) e R"(w) = —R"(—w) per cui i
poli possono essere riscritti come
! - n
_ ! i (2'12)
con
1 R
L()(,) = Wy — 5@2 (fij) s
0 (2.13)
= Lo P
Wo

Quindi entrambi i poli si trovano nel semipiano inferiore. Il cammino di integrazione per la
(2.8) puo essere quindi ad esempio 'asse reale. Il fatto che per effetto del termine propor-
zionale a R” i poli acquistino una parte immaginaria negativa chiarisce il ruolo “dissipativo”
di questo termine. A questo punto & possibile calcolare esattamente G(t) con il metodo dei

I'eSidlli e si ottiene
—wit
0

sen(wyt) - (2.14)

!
Wo

Si vede quindi che G(t) decade con un tempo caratteristico

1 2&)0
= =——— 2.15
Te wi  a?R"(wp) (2.15)
2.1.2 La soluzione completa
Le soluzioni dell’equazione omogenea saranno invece
21 (t) = e"“0tcos(wht) zo(t) = e~“0tsen(wht) (2.16)
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e quindi la soluzione completa e data da
¢
2(8) = Xcos(wlt + 1¥)e ™ +a / 4 G(t — #)04(F) (2.17)
0
dove X e 1 sono funzioni di xy e £y. Si puo quindi calcolare

t
2% (t) =X"cos®(wit + )e” 7 + 2aX cos(wht + 1b)e 7 / dt'G(t —t')O%(t")
. . 0 (2.18)
+a? / dt' / dt"G(t —tG(t —t")O;(t)Os (") ,
0 0

dove nell’ultimo termine si possono trascurare termini di ordine superiore sostituendo Of
con Oy. Ora si puo prendere la media rispetto alla distribuzione perturbata e si ottiene

t t
< 22(t) >,= X%cos*(wyt +1b)e = +a2/ dt'/ dt"G(t — )Gt —-t")C{H —-t"), (2.19)
0 0

visto che il secondo termine della (2.18) ha media nulla per definizione sulla distribuzione
perturbata e nel terzo termine C(t —t') =< Of(t)Of(t') > trascurando ulteriori termini di
ordine superiore ad a?.

2.1.3 1l limite a tempi lunghi

Nel limite ¢ > 7, il primo termine della (2.19) si annulla. Nel secondo termine invece gli
integrali possono essere estesi da —oo a 400 perché G, come si vede dalla (2.14), decade
esponenzialmente per ¢t < 0. In questo limite quindi il secondo termine pud essere riscritto
come

<z (t) > ~viseo @® [ dl! / dt"G(t —t)G(t —t") / ;l—wC(w)e—iw(t’—t")
o S o

a2/ ;l—wC(w) / dt'G(t _ t/)e—z’wt’ / dt”G(t o t//)eiwt”
—oo T —oo —o0 (220)

* dw , .
2 —twt - twt
a /_ QWC’(w)G(w)e G(—w)e

o0

2T

. /_ T )G W) G (—w)

o
Sostituiamo ’espressione (2.9) e otteniamo

<a:2>:a2/ood—w Cw)
* Lo 2m (W2 — Wi + ?R(w))(w? — wi + a’R(—w))

_ [T dw a’C(w) 1 - 1
= /_Oo 21 a?(R(—w) — R(w)) (w2 — w2+ a?R(w) w?—w?+ (L2R(—w)> (2.21)

_ /°° dwC(w) 1 3 1
o 4AmiR"(w) \w? — wi + a?R(w)  w? —wi+a?R(-w))
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Il termine all’ordine pit1 basso in a? pud essere calcolato ponendo ¢ — 0 nella formula appena
trovata; allora i poli del primo termine avranno una piccola parte immaginaria negativa,
mentre quelli del secondo 'avranno positiva, visto che provengono da G(—w). Utilizzando
la nota relazione

1 1
=P i (w — 2.22
w — wo £ 0t w—wo:Fz7r (w = wo) ( )
si ottiene, ricordando che R” & dispari,
9 °° dwC(w 1 1
<z’ >=- . — — . :
o dmiR" (w —wo +i0T)(w+wp+i0F)  (w—wy—107)(w + wo — i07)
1

— /oo %j() o (2076 (w + wp) — 2imd (W — w))
o 1 O(u)()) C(_wo)
2 )

R'(wo) R'(—wo)
_ C(wo)
2woR" (wy)
e (2.23)

2.1.4 Discussione del risultato

Il risultato & che, dopo un tempo ¢ > 7. definito dalla (2.15), < x?(t) > raggiunge il valore
limite Clw)
2 9 _ wWolWo

Il calcolo precedente pud essere ripetuto per & a partire dalla (2.17) tenendo conto che il
primo termine da un contributo esponenzialmente piccolo a tempi lunghi e il secondo termine
e dato da

a / t dt'G(t —t)O4(t) (2.25)

e nuovamente € stata usata la condizione G(0) = 0. Quindi il contributo importante in
< %(t) > &

1 t
a? / dt’ / dt"G(t — )Gt —t")C(t' — ") . (2.26)
0 0

A partire da questo tutti i passaggi del paragrafo precedente possono essere ripetuti sosti-
tuendo G con G ovvero G(w) con —iwG(w). Si ottiene un contributo w? aggiuntivo e il
risultato e

. woC(wo)
Si trova quindi
1 woC( )
< Ey >= 2(< il > 4w < i, >) = (o) Terp(wo) , (2.28)
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che e pari a T per il teorema di fluttuazione-dissipazione se il sistema e all’equilibrio. In tutta
questa derivazione pero non abbiamo mai fatto uso della forma esplicita della distribuzione
di “equilibrio”, ma solo dell’invarianza per traslazioni temporali, per cui le funzioni di corre-
lazione e risposta dipendono solo dalla differenza dei tempi. Pertanto questa dimostrazione
si applica anche al caso di uno stato stazionario fuori equilibrio, per esempio indotto da una
forza termodinamica (gradienti di temperatura o di velocita). Vedremo nel paragrafo suc-
cessivo come generalizzare il calcolo a un sistema in cui le funzioni di correlazione e risposta
dipendono da entrambi i tempi.

2.1.5 Un calcolo esatto

Nel caso in cui C(t) = Cyexp(—alt|) € possibile calcolare esattamente I'integrale in (2.19).
Supponendo X = 0 e sostituendo 'espressione (2.14) per la funzione di Green con o, = 1/7,
si ha, approssimando wj con wy:

E(t) =wy < x? >

=a’Co / dt’ / dt" et =t gin (w (t — 1)) sin(wp (t — "))e T 1
(2.29)

Utilizzando le formule di prostaferesi sin @sin ¢ = $(cos(f — ¢) — cos(d + ¢)) e introducendo
le variabili £ =t —t",n = (t' +t")/2 si ottiene

2

B(t) = =

t t

t [/ df/ dne?*Me=*[cos(wy€) — cos(2wo(t — )| (2.30)
—t 0

da cui, osservando che l'integrando ¢ pari in £ e cambiando ancora variabile con 1’ =t — 7,

si ottiene il risultato

a’Coa

E(t) = 2a.(a? 4+ wj)

(1 — e 2% (1 — e~ cos(wpt) + 20 gat sin(wet)) + o(a?) . (2.31)
«

All’equilibrio, sfruttando la relazione di fluttuazione-dissipazione (1.26), si ottiene dall’e-
spressione (2.15) per 7,

1 a*C(wy) a*Coax
= _ , 9.32
CTLT AT TR+ ad) (2:32)
e quindi
E(t)=T(1 - e_2°‘ct)(1 — e~ cos(wot) + ﬂe_at sin(wot)) + 0(a2) ) (2.33)
«

Si pud anche verificare che nel limite ¢ — oo i contributi di ordine a? tendono a zero e quindi
t—00

E(t) 25 T+ o(a) . (2.34)

Questi risultati torneranno utili nell’analisi dei dati sperimentali.
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2.2 1l caso non stazionario

Per generalizzare il calcolo al caso fuori equilibrio conviene modificare leggermente la nota-
zione. La principale differenza € che la funzione di risposta del sistema non dipende piu dalla
differenza dei due tempi e la formula (2.2) diventa

o

0°(t) = 0%(t) + a / dt R(t #)z(t') - (2.35)
—0oQ0

E’ importante notare che ¢ ¢ il tempo a cui viene fatta ’osservazione. L’altro tempo t'

riguarda la storia precedente, e corrisponde, nella notazione usuale, al tempo t,,. Indichiamo

con 7 la differenza ¢t — t'; supponiamo che nel sistema siano presenti una dinamica lenta

” parametrizzata” da t' e una veloce; definiamo quindi:

Ry(t) = R(t'+7,t') . (2.36)

Il pedice t' tiene conto della dinamica lenta del sistema, che non ¢ invariante per trasla-
zioni temporali; se il sistema ¢ stazionario la dipendenza da ¢’ scompare. Possiamo inoltre
generalizzare la trasformata di Fourier ponendo

Ry (w)e! = / dtR(t, ) (2.37)

—0o0

o equivalentemente

- | (2.38)
Ru(r) = / & (e
oo 2m
Queste definizioni si riducono ovviamente a quelle usuali se Ry (7) non dipende da t'. L’e-
quazione che generalizza la (2.4) & quindi

i(t) + wiz(t) — a® / h dt'R(t, t")z(t') = aO}(t) . (2.39)

-0

Analogamente al caso precedente si cerca una soluzione particolare per ¢ > ty nella forma

o
() = a /t 4G (¢, 1) O (t") (2.40)
0
usando per (G le stesse notazioni definite per R e imponendo le condizioni al contorno
G(t,t') = 0 pert < t' e Gy(0) = 0 Vt'; osserviamo che Gy (1) sara discontinua in 7 = 0
per ogni . E’ facile verificare che se si sostituisce la forma (2.40) nell’equazione (2.39) si
ottiene la seguente equazione per la funzione di Green:
d2 [e'9)

@Gtu (t—t") +wiGu(t —t") — a® / dt'R(t, Gt —t") =5(t —1") . (2.41)

—0oQ
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La funzione di Green Gy(7) dipendera molto lentamente da t' e pil velocemente da 7:
esponenzialmente, per confronto con il caso di equilibrio, ma questa ipotesi dovra essere
verificata a posteriori. La prima affermazione e vera se il decadimento esponenziale di G
avviene su un tempo 7, molto piccolo rispetto al tempo caratteristico della dinamica lenta
del sistema, che indichiamo come al solito con 7,,. Anche questa ipotesi dovra essere verificata
a posteriori. Proviamo ora a sostituire nella (2.41) I'espressione (2.38) per G:

dw "
Gun(t — ) = / G (w)e (2.42)

I primi due termini danno semplicemente

d2 > dw —iw(t—t" * dw 2 —iw(t—t"
(G +e) [ peete== [~ S - a)u)r .

—00

Se provassimo invece a sostituire banalmente la (2.42) nel terzo termine della (2.41) ci tro-
veremmo nei guai, perché non potremmo poi utilizzare 'integrale in ¢’ per far comparire la
trasformata di Fourier della funzione di risposta; sostituiamo invece R(t,t'):

/ dt' Ry (t — )Gy (' — 1") = / dt' / —Rt, )e” G (' — ") . (2.44)

Sembra che di nuovo non si possa usare 'integrale in ¢’ per fattorizzare la convoluzione perché
Ry (w) dipende esplicitamente da t'. Perd noi abbiamo supposto che la funzione di Green
decada esponenzialmente in ' — ¢”, con un 7, << 7,. Allora all’integrale in ¢’ contribuiscono
solo i valori molto vicini a " rispetto a 7,: possiamo quindi sostituire ¢ con " al pedice di
R, che esprime la dipendenza di R dalla dinamica lenta, ed e sensibile a variazioni su scala
To- Otteniamo, usando la (2.38):

d o0 ; ' o0 d II
/ SR (w)e ™! / dt'e G (t' —t") = / S R ()G (w) . (249)

™ ™

Rimettendo insieme tutti i termini otteniamo

Fdw 2 —iw(t—t") o [T dw —iw(t—t") "

%(wo — w?)Gp(w)e —a gRt" (W)Gy(w)e =6(t—t"). (2.46)
— o0 —00

Ora si pud proiettare ’equazione sulle onde piane utilizzando ¢; non si puo utilizzare t” perché

G e R vi dipendono esplicitamente. Recuperando la notazione ¢’ per il tempo associato alla

dinamica lenta, si ottiene

(Wi — WGy (W) — a®Ry (w)Gyp(w) =1, (2.47)

ovvero 1

wi —w? — a®Ry (w)

Gy(w) =

(2.48)
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E’ stato fondamentale supporre che 7, << 7, per ottenere questa espressione; d’altronde 7. &
il tempo di equilibratura dell’oscillatore. Non sorprende in effetti che perché la misurazione
della temperatura effettiva, che varia su scala 7,, sia una operazione ben definita, il tempo
di misura ~ 7. debba essere molto minore di 7,. Dalle espressioni (2.48) e (2.38) vediamo
che in questa approssimazione per l'oscillatore ¢’ diventa semplicemente un parametro che
caratterizza la dinamica lenta del sistema. A questo punto si puo ripetere per t' fissato la
discussione sulla posizione e sul significato dei poli della funzione di Green, ottenendo gli
stessi risultati del caso invariante per traslazioni temporali. Si verifica quindi che la funzione
di Green Gy (7) decade esponenzialmente in 7 con un tempo caratteristico

26()0

.(t) = ——+—,
(#) a? R} (wp)

(2.49)

che e la naturale generalizzazione del caso precedente. Perché tutta la nostra discussione
abbia senso bisognera verificare che questo tempo sia effettivamente molto minore di 7,.
Osserviamo che la condizione 7, << 7, consente anche una definizione appropriata delle
soluzioni globali dell’equazione omogenea, che consentono, tra l’altro, di assegnare il dato
iniziale in t,. Infatti i poli della funzione di Green, come la funzione di Green stessa, ora
dipendono da t'. Per cui essi non possono essere individuati come frequenze complesse a cui
corrispondono soluzioni esponenziali globali come si e fatto nel caso di equilibrio. Questa
ambiguita puo essere superata se si tiene conto del fatto che le soluzioni che si otterrebero
“localmente” intorno a un certo t' decadono anch’esse esponenzialmente su una scala 7.(t')
(vedi il caso di equilibrio). Se la nostra descrizione ha senso quindi le soluzioni omogenee
“locali” decadranno molto prima che avvenga qualunque cambiamento nella dinamica lenta.
Per cui i poli della funzione di Green, che si muovono sulla scala 7,, rimarranno circa fermi
per il tempo necessario a far decadere le soluzioni dell’omogenea; queste ultime sono quindi
ben definite e possono essere utilizzate intorno a t' = t, per assegnare il dato iniziale.

2.2.1 Discussione del risultato

A questo punto si possono ripetere tutti i ragionamenti del paragrafo 4. Se ’oscillatore viene
acceso al tempo t' si avra una parte della soluzione dipendente dal dato iniziale e una parte
dipendente dalla funzione di Green, come nella (2.19). Su una scala di tempo pari a 7.(t)
la prima parte tende a 0 mentre la seconda parte tende a
woCy (w
w? < 2 (1) >= “7(0) = Tos(t', wo) , '+ ()~ (2.50)
2Ry (wo)
e si ottiene cosi il risultato voluto. Ribadiamo ancora che la condizione 7.(t') < 7, serve
proprio a garantire che il termometro possa termalizzare prima che la Tepf(t,wo) possa
cambiare, e deve quindi essere verificata molto attentamente.
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2.3 Definizione generale di termometro fuori dall’equi-
librio

Una derivazione alternativa, che corrisponde a una differente procedura sperimentale, & data
in [45]. Si immagina qui, invece di accoppiare un oscillatore al sistema e osservarne ’equi-
libratura, di far scambiare calore al sistema con un altro sistema termostatato a una certa
temperatura. Si varia quindi questa temperatura finché tra i due sistemi non fluisce calore.
Questa derivazione (“statica”) ¢ piu generale di quella appena discussa (“dinamica”), per-
ché si applica a un termometro qualsiasi la cui costante di tempo & fissata dalla funzione
di risposta. Tuttavia da questa derivazione non e possibile ottenere una espressione per il
tempo di equilibratura. Consideriamo il sistema di hamiltoniana H; e un “termometro” di
hamiltoniana Hy accoppiati attraverso un termine di interazione Hy,; = —aO1(s1)02(s2) che
viene acceso a t = 0. Supponiamo che i valori medi di O; e Oy per a = 0 siano nulli. 1l siste-
ma ¢ accoppiato a un bagno termico alla temperatura 7} ma puo non essere all’equilibrio; il
termometro & accoppiato a un bagno termico a temperatura 75, ed € supposto all’equilibrio
per cui verifica FDT. Dopo un certo tempo tra i due sistemi si stabilisce uno stato stazio-
nario; si definisce la temperatura letta dal termometro come il valore di 75 per cui il flusso
di calore tra i due sistemi ¢ nullo. Poiché si suppone di stare in uno stato stazionario, le
funzioni di correlazione e risposta dipendono solo dalla differenza dei tempi e si avra

1 d
Tegs() &) (2.51)

Ry(r) = —5:C(7) ,

dove le C; sono le funzioni di autocorrelazione delle variabili O; per a = 0 e le R; sono le
funzioni di risposta corrispondenti; per il sistema 1 si utilizza la relazione di fluttuazione-
dissipazione generalizzata (1.39). Vogliamo calcolare 1’energia che fluisce per unita di tempo
dal sistema 1 al sistema 2. Indichiamo con < - >;, la media sulla distribuzione del sistema
i pera =0 e con < - >y, la media sulla distribuzione dei due sistemi accoppiati. Al primo
ordine in a possiamo scrivere, utilizzando la formula di Kubo (1.16), che vale per il sistema
2 che e supposto all’equilibrio,

Rl(T) = —

t
6 < Hy >9a = a/ dt,RH202 (t — t,)Ol(tl)
0

t
1
—q / At~ < [H(2), 05()] >0 Ou() (2.52)
0
t
= —CI,/ dt' < OQ(tl)Ol(tl) >20 -
0

Nell’ultimo passaggio si e utilizzata la formula di evoluzione per gli operatori in rappresen-
tazione di Heisemberg (lo stesso si sarebbe potuto fare utilizzando ’operatore di Liouville in
meccanica classica) e O; @ stata portata dentro la media perché per a = 0 la media sul siste-
ma 2 non dipende (ovviamente) dal sistema 1. Dovremmo ora mediare sulla distribuzione
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del sistema 1. Se pero ci limitiamo all’ordine a e mediamo sulla distribuzione imperturbata
del sistema 1 il secondo membro si annulla perché il valor medio di O; é nullo per a = 0. Ci
si aspetta in effetti che I'energia trasferita tra i due sistemi sia di ordine a?. Possiamo allora
rimpiazzare la media imperturbata sul sistema 2 con la media sui due sistemi accoppiati e
otteniamo .
0 < H, >12,a= —a/ dt' < Og(tl)Ol(tl) >12.0 - (253)
0

Si ottiene quindi, ricordando che dall’invarianza per traslazioni temporali segue I'uguaglianza
< Og(t)Ol(tl) >= - <K Ol(t’)OQ(t) >,

dE, .
W =a< Ol(t)OQ(t) >12,4 - (254)
Possiamo ora sviluppare le espressioni perturbate Of analogamente a quanto si e fatto nella

(2.1) e otteniamo

0%0) = 08 0) +a [ R~ )O3
% (2.55)
O3(t) = O54(t) +a/ dt' Ry (t — )O3 (t')

0

per cui all’ordine a, supponendo che < O7;03; > sia di ordine a® (come si pud argomentare
sviluppando in serie rispetto ad a e ricordando che le medie dei termini di ordine 0 sono
nulle)

Clg(t — tl) =< O‘f’(t)Og(tl) >12,a

g n n n ! g n ! n n (2'56)
:a/ 4" Ry (t — ") Cy(t —t)+a/ dt" Ryt — )L (¢ — 1)
0 0

e, con qualche cambio di variabile, sfruttando il fatto che Ci(7) & pari (vero anche fuori
equilibrio [55]), e che R;(0) = Ry(0) = 0,

% = aCi(0) = @’ / " dslRa()Ca(s) — Ra(5)Cals)] (2.57)

Uguagliando a zero ’espressione ottenuta, usando le relazioni (2.51), e introducendo la
variabile di integrazione ¢ = Cj(7) si trova (supponendo le funzioni di autocorrelazione
normalizzate a 1)

0= /0 dqR»(q)] Tef(q) - (2.58)
o 1 [y dgRo(q)[Teps ()]
[y dgRa(q) ' (259
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Si verifica immediatamente che se il sistema 1 & all’equilibrio T¢sf(¢) = T3 e quindi 75 = T7.
L’informazione sul tempo caratteristico del termometro ¢ contenuta nella sua funzione di
risposta; infatti, se supponiamo per esempio che il fattore di violazione di FDT appartenga
alla classe B del paragrafo 1.4.2 si ha

T (q) — Tl per q > QEA ) (2 60)
o/ Tiny > T per q < qpa - '

Si vede quindi che se 7, ¢ la scala di tempo su cui decade Ry(t), gli integrali nella (2.59) sono
limitati di fatto dal basso in g = C;(72) invece che in 0. Per cui se ¢ > gpa (termometro
veloce) si ha Ty ~ T7 mentre se ¢ << qga la parte di integrale tra 1 e gg4 tende a diventare
trascurabile e si ha T, ~ T;,;. In questo modo si chiarisce il significato di una misurazione
di temperatura per un sistema fuori equilibrio: il “termometro” e definito come un sistema
termostatato che verifica FDT e che puo scambiare calore con il sistema; la temperatura
misurata e la temperatura del bagno accoppiato al termostato tale che tra i due sistemi non
fluisce calore, e risulta dipendere essenzialmente dal tempo caratteristico della funzione di
risposta del termometro.

2.3.1 1l caso dell’oscillatore

Verifichiamo la consistenza di questa derivazione con la precedente. Per l'oscillatore si ha
Hs = 1(p® + wiz?) e Oy = z. La funzione di risposta R, viene quindi definita aggiungendo
ad Hy un termine —h(t)z(t) e considerando

ox(t)
t—t) = 2.61
Le equazioni del moto diventano
i=—wiz + h(t) . (2.62)

La definizione di R, e quindi formalmente identica a quella della funzione di Green per
Poscillatore libero e coincide con la (2.5) per Roo = 0, per cui si puo utilizzare I’espressione
(2.14):
sin(wyt)
Ry(t) = 0(1) o (2.63)

e si ottiene dalla (2.59), riportando I'integrazione nel tempo,
1 o fooo dtC(t) Sin(th) [Teff (t)]il
Teps(wo) [5° C(t) sin(wot)

dove C(t) ¢ la funzione di correlazione del sistema 1. Lo stesso risultato si ottiene a partire
dalla (2.28), usando la definizione:

1 _ 2R"(w) 2 [7 dtL(R(t) — R(—t))e™o!
Ters(wo) — woClwo) i [ dtC(t)eiot

, (2.64)

, (2.65)
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da cui, ricordando che C(t) ¢ dispari e cambiando ¢ in —¢ nel secondo termine al numeratore,

1 S ditR(t)2isinwot 2 [0 dtf(t)C(t) sinwet[T.ps(2)]

= - = : 2.66
Teys(wo) @[22 dtC(t) sinwgt [25, dtC(t) sin wt (2.66)

Questa espressione coincide con la (2.64) osservando ancora che I'integrando al denominatore
€ una funzione pari; le due derivazioni presentate, che corrispondono a due procedure spe-
rimentali differenti, danno, almeno per 'oscillatore, lo stesso risultato. L’espressione (2.64)
fornisce una previsione esatta della temperatura che legge 1’oscillatore se si conoscono la
funzione di correlazione del sistema e il fattore di violazione di FDT definito in (1.38).

2.4 E’ possibile misurare la temperatura interna tra-
mite il teorema di fluttuazione?

Potrebbe essere possibile estrarre qualche informazione sulla temperatura effettiva anche dal
teorema di fluttuazione discusso nel paragrafo 1.7.4. Come abbiamo visto discutendo lo stu-
dio della superficie di energia potenziale (vedi il paragrafo 1.7.6), in un sistema sottoposto a
uno shear sufficientemente forte compare una temperatura effettiva e non vale piu il postu-
lato di equilibrio locale; in questo contesto si potrebbe postulare una relazione generalizzata
fra il calore dissipato e la produzione di entropia del tipo

§Q = TjmydS . (2.67)

In realta abbiamo visto che nel formalismo a due temperature devono necessariamente essere
separati i contributi provenienti dalla parte vibrazionale e da quella configurazionale, ciascu-
no associato alla sua temperatura effettiva (6QQ = TdSy + TindY). Tuttavia si potrebbe ad
esempio pensare che il contributo dominante sia quello associato alla parte configurazionale
(vedi figura 1.13); si avrebbe allora

dSyip ~ 0= dS ~ d¥ = 6Q) ~ T dY ~ T dS . (2.68)

Allora si trova che la potenza media < W >, dissipata nel campione durante un tempo 7 €
pari a
<W >, =TV <o>., (2.69)

dove come al solito o ¢ il tasso di produzione di entropia. Supponiamo a questo punto [43]
di guardare le piccole fluttuazioni della potenza dissipata nel campione durante un tempo 7:
queste fluttuazioni sono gaussiane per il teorema del limite centrale. Allora si ha

7 (W) ~ exp (—(W_;%tv >)2) , (2.70)
e quindi . e
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Il teorema di fluttuazione (1.142) fornisce, sostituendo la (2.69),

per cui, se se ne assume la validita, si trova

1 o2
Tt = ~T—2%— |
=T oW >

(2.73)

In linea di principio quindi si potrebbe risalire a 7;,; misurando la potenza media dissipata
nel campione e le sue (piccole) fluttuazioni quadratiche medie. Ovviamente la validita del
postulato (2.67) & contestabile; e inoltre la temperatura che vi compare potrebbe essere
una funzione complicata di T e Tj,;. La relazione (2.73) & stata studiata in [43] su un
cristallo liquido sottoposto a una differenza di potenziale. Si trova effettivamente che Tj,;
¢ diversa dalla temperatura ambiente. In [43] si interpreta questo effetto associando la
temperatura interna al moto caotico di alcune “quasi particelle” presenti nel sistema: i gradi
di liberta caotici non sono in equilibrio con il bagno termico. Il calcolo di T, dalla (2.73)
in sistemi sotto shear con una dinamica lenta e il suo confronto con le temperature effettive
ottenute dalle misurazioni descritte nei paragrafi precedenti (FDT, oscillatore armonico)
sarebbe molto interessante per confermare la validita dello scenario dedotto dallo studio
della superficie di energia potenziale.
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Capitolo 3

Risultati numerici

Questo capitolo contiene la maggior parte dei risultati originali ottenuti durante questo
lavoro. Li presentiamo nell’ordine con cui sono stati ottenuti perché il programma e stato
modificato piu volte tra cicli successivi di misure e quindi I’esposizione dovrebbe risultare piu
chiara. In particolare sono stati utilizzati sistemi differenti e in condizioni abbastanza diverse
(numero di particelle, osservabili utilizzate). Nel seguito cercheremo per quanto possibile
di spiegare le motivazioni che hanno portato alla scelta dei sistemi e delle osservabili e di
specificare sempre le condizioni in cui si lavora; alla fine di ogni paragrafo verra presentato un
breve sommario dei risultati ottenuti. Il programma utilizzato ¢ un normale programma di
dinamica molecolare, realizzato per I'occasione utilizzando il linguaggio c++ object oriented
[46]; le equazioni di Newton vengono integrate utilizzando ’algoritmo di Verlet [47] adattato
alle equazioni SLLOD con condizioni periodiche di Lees-Edwards [55]; tutti i risultati sono
riportati in “unita interne” (u.i.), in cuisiham =1, =1e 0 =1, dove m & la massa delle
particelle e il potenziale e della forma

V(r)y=ce (%) ” i (3.1)

Quando verranno usate delle miscele specificheremo come adattare il sistema di unita di
misura.

3.1 L’equilibrio
Per prima cosa si puo verificare il corretto funzionamento dell’oscillatore all’equilibrio. Inoltre

si puo verificare la previsione teorica (2.15) sul tempo di equilibratura

2w
Te(w) = ER"(w) (3.2)

Alcune simulazioni preliminari, che non riportiamo per non generare confusione, sono state
condotte su un modello di Ising bidimensionale con dinamica di Metropolis, scelto per la

69



44 P -
3_ hws
5‘/ i
T2
[
| 7'=Dq’+ e
' D=0.1989 + 0.0017
. ¢ =0.0133 + 0.0057
0 T T T T T T T I T ]
0 5 10 15 20 25

q (L/2r)

Figura 3.1: Inverso del tempo di decadimento della funzione di correlazione (3.4) in funzione
di ¢?; il fit lineare da il valore del coefficente di diffusione riportato nel riquadro. Si noti che
I'intercetta ¢ compatibile con 0 entro 30, e che a ¢? alti si osserva una leggera deviazione che
segnala la fine del regime idrodinamico.

velocita e semplicita del programma. Le simulazioni che riportiamo in questo paragrafo ri-
guardano invece un sistema di 108 sfere soffici, cioe particelle interagenti tramite il potenziale
(3.1), tutte identiche tra loro. Il sistema ¢ stato studiato estensivamente in passato [49, 50].
Nel programma utilizzato per queste simulazioni € possibile accoppiare al sistema un numero
arbitrario di termometri attraverso 1’osservabile

O(s) = % Zsi cos(q- ;) , (3.3)

dove {&;} & un insieme di variabili casuali indipendenti che valgono 1 con probabilita 1/2 e
—1 altrimenti. Indicando con una barra superiore la media sulla distribuzione delle {¢;} ¢
semplice mostrare che

1 NN |
N = / - iq-(Fi (1) -7 () — ZFA(q:t.t) . 4
C(t,t") =< OO > 2N§ e 5 s(q;t, 1) (3.4)

i
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Figura 3.2: Un tipico andamento dell’energia dell’oscillatore in funzione del tempo con zy = 0
e ©g = 0. Sono riportati solo alcuni punti sperimentali (uno ogni 50); non sono riportati
gli errori sulla temperatura del sistema che sono dell’ordine delle fluttuazioni visibili. Il
transiente e dell’ordine di 1 e quindi e invisibile in questa scala.

Il termine di accoppiamento tra il sistema e gli oscillatori e quindi del tipo

Hiur=— > 2223 ciycos(dy - 7)., (3.5)

VN

dove I'indice o numera gli oscillatori. Poiché la funzione di risposta Rz z(t,t') tra le compo-

nenti di Fourier della densita pz ¢ nulla per ¢ # ¢’ (segue semplicemente dalla omogeneita del
sistema) gli oscillatori sono tutti indipendenti (confronta la (2.4)) purché i ¢ scelti non siano
paralleli (o antiparalleli). E’ ben noto [54] che per un liquido la funzione di correlazione (3.4)
e dominata dai processi diffusivi, per cui

1 2
C(t) = §€_Dq ¢ y
Dqg?
C(w) - LL)Q +D2q4 )

(3.6)
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Figura 3.3: Verifica della (3.7); la curva continua ¢ la (3.7) con il valore del coefficiente di
diffusione ottenuto dalla figura 3.1. Le barre di errore non sono riportate essendo piu piccole
dei simboli utilizzati.

dove D e il coefficiente di diffusione. Possiamo quindi utilizzare i risultati del paragrafo
2.1.5 con Cy = 1/2 e a = Dg?; otteniamo dalla (2.32)
1 ATDg? w?

Tc(w) = a_c a2 (1 + D2q4) .

(3.7)

Si & scelto di lavorare a ¢> = 5(27/L)?, un valore vicino al picco del fattore di struttura
statico che puo essere realizzato in 12 modi indipendenti, e a temperatura 7T'=1 ~ 5T, che
¢ abbontantemente nella fase liquida. L’oscillatore viene fatto partire da xo =0 e 2o = 0 in
modo che X = 0 e quindi nella (2.19) rimanga solo il secondo termine. Dal momento che a
viene scelto abbastanza piccolo si ha 7. >> 1/Dg¢?; questo vuol dire che dopo un transiente
di ordine 1/Dg? si ottiene dalla (2.33)

E(t) ~ T(1 — e~ . (3.8)

Durante le simulazioni sono stati accoppiati 12 oscillatori indipendenti (ovvero con ¢ diversi
e diverse estrazioni delle {¢;}) al sistema di 108 particelle, senza termostato (ensemble mi-
crocanonico). L’energia di interazione fra il sistema e gli oscillatori ¢ di 4 ordini di grandezza
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piu piccola dell’energia per particella, il che dovrebbe assicurare la validita della teoria della
risposta lineare. La simulazione viene ripetuta a partire da 10 configurazioni differenti del
sistema ottenute da una simulazione all’equilibrio. La curva risultante per E(t) ¢ quindi
mediata su 120 eventi indipendenti. In figura 3.2 € riportato un tipico andamento dell’e-
nergia dell’oscillatore in funzione del tempo: ’accordo con la (3.8) & molto buono. Si puo
osservare una leggera diminuzione della temperatura nella fase iniziale dovuta al fatto che il
sistema non e termostatato e quindi cede parte dell’energia agli oscillatori. Per verificare la
(3.7) sono state fatte simulazioni con valori diversi di w e di a. Bisogna ricordare pero che
il periodo dell’oscillatore deve essere molto maggiore del passo di integrazione d7" = 0.001,
per cui

w << 2110% (3.9)

e che la costante di accoppiamento effettiva nella (3.5) & A.ss = az, per cui, avendo z*w? ~ T,
si ha, a temperatura costante, z ~ 1/w e quindi A¢ff ~ a/w = A. Se si vuole rimanere in
regime di risposta lineare, si dovra mantenere ) limitato. Nelle simulazioni w ¢ stato variato
tra 0.05 e 7 (da confrontare con 27 Dg? ~ 6) mantenendo A tra 0.03 e 0.5. La E(t) ottenuta,
analoga a quella riportata in figura 3.2, puo essere interpolata dalla (3.8) fissando T'=1 e
lasciando come unico parametro o,. In figura 3.3 & riportato A\?7, in funzione di w; I'accordo
tra la previsione (3.7) e i dati € molto buono. L’oscillatore si comporta quindi esattamente nel
modo previsto dalla teoria, almeno per valori di temperatura in cui il sistema e all’equilibrio.

3.2 1l sistema sotto shear: risultati preliminari

Come passo successivo si e deciso di studiare il comportamento dell’oscillatore accoppiato a
un sistema sottoposto a uno shear, in modo da mantenere 'invarianza per traslazioni tempo-
rali, il che semplifica notevolmente la struttura dei programmi di simulazione. Le equazioni
del moto sono dunque le equazioni SLLOD (1.135) con le condizioni al contorno di Lees-
Edwards. Il termostato gaussiano e stato realizzato per semplicita riscalando le velocita ad
ogni passo in modo che la temperatura sia costante; e facile vedere che questa operazione
& equivalente ad inserire il vincolo direttamente nelle equazioni del moto. Tutti i risultati
che riporteremo sono stati quindi ottenuti utilizzando I’ensemble isocinetico [55]. L’obiettivo
delle misure numeriche ¢ di verificare la validita della (2.64) e della (2.15). Infatti, nota la
funzione di correlazione C(t) e il fattore di violazione di FDT X (t), attraverso la (2.64) si
puo prevedere il valore di temperatura letto dall’oscillatore; inoltre il tempo di equilibratura
dipende da R"(wyp), che & il numeratore della (2.64), e da altri parametri noti, per cui puo
essere anch’esso calcolato a partire da C(t) e da X (t). Questo fatto ¢ molto importante
dal punto di vista sperimentale: infatti la misura delle funzioni di correlazione ¢ abbastanza
semplice, mentre le funzioni di risposta sono piu difficili da misurare; per cui ’affermazione
appena fatta puo essere invertita: conoscendo la C(t) e la T.ss(w) letta dal termometro si
puo risalire al fattore di violazione X (¢). Per questo la verifica numerica della (2.64) ¢ molto
importante in vista di un esperimento. Come abbiamo gia osservato, comunque, nel caso il
fattore di violazione appartenga alla classe B, I’analisi si semplifica notevolmente perché per
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w ~ 0 oscillatore legge direttamente la temperatura interna. Repiloghiamo quindi i nostri
obiettivi:

o Numericamente calcoliamo la funzione di correlazione C(t) e la funzione di risposta R(t);
da esse otteniamo senza alcun parametro libero la temperatura T,sr(w) attraverso la (2.64)
e il tempo di equilibratura attraverso la (3.2).

© Se la verifica numerica ha successo, possiamo misurare il fattore di violazione sperimental-
mente conoscendo solo la funzione di correlazione e il risultato di una scansione in frequenza
fatta con Doscillatore, evitando quindi la (difficile) misura della funzione di risposta.

La parte sperimentale sara discussa meglio nel prossimo capitolo.

Sistema monoatomico

Alcuni risultati preliminari sono stati ottenuti con lo stesso sistema del paragrafo precedente,
composto da 108 particelle identiche. In particolare & stata studiata la curva calorica V (T)
(dove V' & I’energia potenziale media per particella) del sistema per diversi valori di 7 (figura
3.4). T valori di +y utilizzati sono abbastanza alti rispetto a quelli utilizzati in [33] per evitare
la cristallizzazione, dal momento che il sistema puro tende a cristallizare in piani paralleli alla
direzione della velocita del fluido anche in presenza di shear. Questi piani tuttavia vengono
continuamente distrutti dallo scorrimento delle particelle e tendono a scomparire a valori
di v abbastanza alti. Le curva calorica di equilibrio (7 = 0) & descritta molto bene dalla
funzione A + BT3/® [49]: in figura & quindi riportato il fit ottenuto dai dati numerici. Le
curve a y # 0 si distaccano dalla curva di equilibrio a un certo valore di temperatura (che non
dipende dalla velocita di raffreddamento) e a basse temperature sono circa lineari, ma con una
pendenza diversa da 3/2. Questo risultato & stato ottenuto anche per un sistema Lennard-
Jones modificato in modo da evitare la cristallizzazione [48], e lascia pensare che alle basse
temperature il sistema sia comunque “armonico”, ma con una riduzione del numero di gradi
di liberta corrispondenti alle vibrazioni. Sarebbe molto interessante trovare una spiegazione
qualitativa di questo comportamento; al momento abbiamo solo alcune congetture che non
discutiamo qui perché ancora troppo preliminari. Queste sono solamente curve di riferimento,
per cui e difficile stimare con precisione la temperatura di distacco; nel caso del Lennard-
Jones, con misurazioni piu precise, si € trovato [48] che il 7, di equilibrio alla temperatura
di distacco & proporzionale a 7!, il che conferma l'ipotesi che il regime in cui lo shear &
rilevante per il comportamento termodinamico del sistema sia quello in cui v < 7,(7T).

Miscela

Dal momento che il sistema puro tende a cristallizzare per valori di v minori di 0.1, si e
deciso di passare a una miscela binaria di particelle analoga a quella studiata in [13]. La
miscela € composta di due tipi di particelle (A e B) caratterizzate da un diverso valore del
“raggio” del potenziale:

Oq+0 12
R e I R (3.10)
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Figura 3.4: Le curve caloriche per il sistema puro. Nell’inserto & riportata la pendenza
(calore specifico) della parte lineare a bassa temperatura.

I valori di o4 e op possono essere scelti [50] in modo che il “raggio” medio delle particelle sia
uguale a 1, analogamente al caso del sistema puro; in questo modo si fissa il nuovo sistema
di unita interne. La condizione &

(204)* +2(0a +0B)° + (208)* =4 . (3.11)

La condizione 04 /0p = 1.2 serve poi a inibire fortemente la cristallizzazione. Il numero di
particelle ¢ stato ridotto a 66 in accordo con [13]; inoltre questa scelta inibisce ulteriormente
la cristallizzazione: infatti il sistema tende generalmente a cristallizzare in un sistema fcc,
per cui il numero di particelle deve essere pari a 4n® (dove n & un intero) perché il cristallo
abbia la periodicita della scatola. Con il sistema cosi modificato sono stati ottenuti tutti i
risultati che verranno riportati nel seguito, ad eccezione di alcuni ottenuti con un numero
diverso di particelle.
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Figura 3.5: Funzioni di correlazione sotto shear misurate con 400 particelle a T=0.2; ~
aumenta da destra a sinistra. Nell’inserto sono riportati i valori di 7, ottenuti da un fit
esponenziale, insieme con un fit a legge di potenza: 7, = Ay™% con A = 2.323 £ 0.028 e
b= 0.6773 £ 0.0024. Gli errori sono ovunque molto piu piccoli dei simboli utilizzati.

3.2.1 Fluttuazioni di “densita” di particella singola: F(g;1)

Lo studio delle curve caloriche non e stato ripetuto perché non era tra gli obiettivi di que-
sta tesi; le curve del sistema puro sono state assunte come riferimento esclusivamente per
valutare i valori di v e di temperatura a cui lavorare. Si e passati quindi allo studio del
comportamento dell’oscillatore sotto shear. Per prima cosa si ¢ utilizzata la stessa osserva-
bile (3.3) utilizzata all’equilibrio; la funzione di correlazione corrispondente & la (3.4) e la
funzione di risposta si ottiene dalla (1.20). L’indice ¢ nella (3.3) corre su tutte le particelle
(A e B). Con questa osservabile si ¢ cercato di misurare la temperatura interna attraverso
FDT generalizzato e di controllare successivamente la consistenza del valore ottenuto con la
temperatura letta dall’oscillatore. La verifica di consistenza ha avuto successo, ma il risultato
per la temperatura effettiva € inconsistente anche qualitativamente con i risultati precedenti
a causa probabilmente di alcuni effetti di volume finito che rovinano irrimediabilmente la
funzione di risposta.
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Funzione di correlazione

Le funzioni di correlazione si calcolano abbastanza semplicemente, per cui sono state calcolate
per diversi valori di v, della temperatura e del numero di particelle. In figura 3.5 sono
riportate le funzioni di correlazione misurate a 7' = 0.2 < T, per diversi valori di v e a
un ¢ ortogonale alla direzione del flusso e al gradiente di velocita [33]. Come previsto il
tempo di decadimento si accorcia aumentando ; € sorprendente pero che 'andamento sia
del tipo 7, ~ 7 ?/3 come in campo medio (si veda il paragrafo 1.7.5); qualitativamente le
funzioni di correlazione sono molto simili a quelle del campo medio (figura 1.9), ma il plateau
& abbastanza alto. Bisogna fare attenzione a non confondere ’andamento con y=2/3 del 7, a
temperatura fissata (che corrisponde a percorrere una linea verticale nel diagramma di fase
in figura 1.12) con 'andamento con y~* del 7,(T’,), dove T, & la temperatura di distacco
della curva calorica da quella di equilibrio. Il secondo andamento corrisponde a percorrere
la curva (7,7T,) nel piano (v,7), che corrisponde al momento in cui lo shear comincia a
influire sulle caratteristiche termodinamiche del sistema, e quindi (probabilmente) al limite
della zona di quasi-equilibrio della figura 1.12. Un’altra possibilita & studiare I’andamento

107 3
v =0.005
A =0.05
O =1
10° T T T T T T T T
0,9 1 2 3 4 5 6 7 8 910

q(L/2x)

Figura 3.6: Tempo di decadimento di F(g;t) in funzione di ¢ a T' = 0.2 e v = 0.005,0.05,1.
Per g piccolo si ha 7,%(¢) = 7,'(1)¢®>. A ¢ alti si ottiene da un fit a potenza 7,'(q) =
0.0030¢%%,0.013¢%5,0.061¢"®® rispettivamente. Si osservi che siccome N = 400 questi valori
di ¢ sono piu piccoli di quelli riportati in figura 3.1. Nell’inserto I’esponente 3 per v = 0.005.
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della funzione di correlazione in funzione di ¢ (sempre diretto ortogonalmente al gradiente
di velocita e alla velocita stessa) avendo fissato v e 7. Le funzioni di correlazione sono ben
descritte da un decadimento esponenziale del tipo

C(t) ~ e W) (3.12)

In figura 3.6 sono riportati i valori di 7, in funzione di ¢; si trova una transizione verso un
andamento anomalo rispetto all’andamento di equilibro 7! o< ¢ riportato in figura 3.1, che
avviene a valori di g che dovrebbero essere dentro la zona idrodinamica. La regione a ¢ alti e
comunque ben descritta da leggi di potenza. L’esponente 3 e diverso da 1 solo per v = 0.005
ed e riportato nell’inserto, mentre per gli altri due valori di -y si trova § = 1.

129

2T (t) (u.i.)

Figura 3.7: 1l grafico corrispondente alla (1.36) per I'osservabile (3.3) a temperatura T = 0.6.
La curva centrale ¢ stata ottenuta con N = 400 e v = 0 e verifica correttamente FDT. La
curva superiore corrisponde a N = 66 ¢ v = 0. La curva inferiore & invece a N = 400 e
v = 1. Nellinserto sono riportate C(t) e x(t) per N = 66 (curva superiore). La violazione
anomala di FDT corrisponde al picco nella funzione di risposta.
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Funzioni di risposta e FDT

Le funzioni di risposta sono particolarmente pesanti da calcolare numericamente perché in
genere ¢ necessario mediare su un gran numero di realizzazioni per ottenere un rapporto
segnale-rumore soddisfacente. Questo fatto ¢ dovuto alla necessita di usare perturbazioni
molto piccole perché la teoria della risposta lineare sia valida. Per questo motivo si € pensato
di utilizzare il sistema di 66 particelle per misurare le funzioni di risposta. Putroppo si trova
che alcuni effetti di volume finito disturbano notevolmente la misura alle basse temperature
per cui ¢ di fatto impossibile misurare la temperatura effettiva. Tali effetti sono probabil-
mente quelli discussi in [51] e legati alla propagazione di onde sonore nella scatola in cui sono
contenute le particelle; a causa delle condizioni periodiche le onde escono da un lato della
scatola e rientrano dall’altro casuando effetti di interferenza. E’ strano pero che le funzioni
di correlazione non presentino simili effetti, a differenza di quanto ottenuto in [51]; le cause
del problema potrebbero essere anche di altro tipo. In ogni caso riportiamo brevemente i
risultati di questo ciclo di misure che presentano alcuni aspetti interessanti. Le funzioni di
risposta sono state misurate a temperatura 7' = 0.6 per N = 400 e N = 66. In figura 3.7
sono riportate le risposte integrate in funzione delle funzioni di correlazione corrisponden-
ti. Per N = 66 si osserva un picco anomalo nella funzione di risposta che corrisponde a
una violazione di FDT con una temperatura effettiva piu bassa di quella del bagno termico.
Questo risultato € chiaramente un effetto di volume finito perché il sistema & all’equilibrio e
deve valere FDT. Lo stesso grafico viene riportato a N = 400, dove invece vale FDT, il che
conferma 'interpretazione del picco come un effetto di volume finito. Viene riportato infine
il risultato della stessa operazione sotto shear molto forte: si trova una leggera violazione di
FDT con una temperatura effettiva leggermente piu alta del bagno termico; tuttavia la tem-
peratura vibrazionale € ancora troppo alta per poter osservare un forte effetto dello shear.
Purtroppo l'effetto anomalo si amplifica abbassando la temperatura, per cui a temperatura
T = 0.3 si osserva un picco anomalo anche per N = 400. La misura della temperatura
effettiva utilizzando questa osservabile risulta quindi impossibile a meno di usare sistemi
molto grandi che richiedono tempi di calcolo abbastanza lunghi. Si & deciso comunque di
controllare il comportamento dell’oscillatore in queste condizioni.

Oscillatore

Presentiamo quindi il risultato di una scansione in frequenza fatta sul sistema di N = 66
particelle sottoposto a uno shear rate v = 0.1 e a temperatura 7" = 0.2. L’oscillatore viene
accoppiato al sistema attraverso la solita osservabile (3.3) a ¢ = 27/L(0,0, 3). Partendo da
29 = &9 = 0 si osserva un aumento dell’energia dell’oscillatore analogo a quello riportato
in figura 3.2 nel caso di equilibrio, che & ancora ben descritto da un andamento del tipo
(3.8), minimizzando rispetto ai parametri 7" e .. In figura 3.8 viene riportata l’energia
finale dell’oscillatore in funzione della frequenza. I valori di T, ;¢ vengono ottenuti mediando
i valori di energia dell’oscillatore per ogni realizzazione a partire da t., >> 7, (ottenuto da
un fit con la (3.8)), e mediando poi sulle realizzazioni. E’ stata posta particolare cura nella
stima degli errori, che sono ottenuti calcolando la deviazione standard per ogni ripetizione
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Figura 3.8: Temperatura effettiva letta dall’oscillatore in funzione della frequenza; la linea
continua ¢ la temperatura del bagno. Nell’inserto il grafico di FDT corrispondente. 7' = 0.2,
v=0.1, N =66, ¢ =27/L(0,0,3). Le barre di errore sono relative alla singola ripetizione.

a partire da t., e tenendo conto della correlazione in tempo [53], e mediando poi i valori
ottenuti senza dividere per la radice quadrata del numero di ripetizioni.

Si osserva che a bassa frequenza l'oscillatore legge una temperatura diversa da quella del
bagno termico, e consistente con quella ottenuta da FDT. Tuttavia non ci si aspetta che
la temperatura effettiva in queste condizioni sia minore di quella del bagno termico; in
effetti la (2.64) implica la ripercussione di qualsiasi effetto spurio nelle misure di risposta
sull’oscillatore. Questo risultato ¢ abbastanza interessante, in quanto costituisce in effetti
una verifica della (2.64) e della correttezza di quanto esposto nel capitolo precedente, e mette
in luce il fatto che I'utilizzo dell’oscillatore non ¢ di per seé un metodo indipendente da FDT
per la misurazione della temperatura effettiva, nonostante presenti indubbi vantaggi da un
punto di vista sperimentale.
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Conclusioni

In questo paragrafo abbiamo quindi trovato che:

¢ Le funzioni di correlazione F(gZ2;t) hanno 'andamento aspettato in base alle considera-
zioni fatte nei capitoli precedenti; in particolare sono interessanti ’andamento 7, o< v %3 a
temperatura costante, che risulta essere uguale a quello previsto dal campo medio, e I’anda-
mento anomalo del 7, in funzione di q.

¢ Le misure di fluttuazione-dissipazione con 1’osservabile (3.3) sono rese difficili da pesanti
effetti di volume finito, la cui causa non ¢ stata individuata esattamente.

o L’oscillatore legge comunque una temperatura consistente con quella ottenuta tramite
fluttuazione-dissipazione.

Vediamo adesso come si puo ovviare ai problemi incontrati in questo ciclo di misure.

3.2.2 Diffusione: MSD

E’ stato dimostrato in [12] che facendo opportunamente il limite per ¢ — 0 della funzione di
correlazione (3.4) si ottiene la relazione

Alt—t') = 2Tx(t - t') (3.13)

dove A(t) = + < |7 (t) — 75(0)|* > & lo spostamento quadratico medio (MSD) delle

particelle e x(¢) & 1 funzmne di risposta integrata dell’osservabile

O(s) = \/—Nzgf (3.14)

{€;} & un insieme di vettori indipendenti con componenti di varianza 1, analogamente al
caso precedente. Nel limite di tempi lunghi ¢ ben noto [54] che A(t) ~ 6Dt, dove D ¢ il
coefficiente di diffusione. La funzione di risposta integrata relativa all’osservabile O & data,
avendo mediato sulla distribuzione delle {£;}, da

— ) (3.15)

dove x;; € la funzione di risposta della posizione di una singola particella soggetta a una forza
costante; nel limite di tempi lunghi questa funzione si riduce a

Xii(t) =< |F5(t)| >p~ 3ut | (3.16)
dove p ¢ la mobilita e il fattore 3 viene dalla somma delle tre direzioni. La (3.13) si riduce
quindi a

D=uT, (3.17)
che & detta relazione di Einstein [54]. La relazione (3.13) puo essere ovviamente generalizzata
introducendo un fattore di violazione. In questo caso, per un fattore di violazione di tipo B,
si ha

D = uTeyy (3.18)
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che € una interessante relazione di Einstein generalizzata. La relazione (3.13) ¢ stata utilizza-
ta per misurare il fattore di violazione in [12] e in [13] per sistemi Lennard-Jones e sfere soffici
rispettivamente, e sembra dare buoni risultati anche per sistemi molto piccoli. Il motivo e
che le funzioni A e x crescono linearmente con il tempo; in questo modo € possibile studiare
un regime temporale in cui le eventuali oscillazioni acustiche sono sparite, cosa che non si
poteva fare con 'osservabile precedente perché la funzione di correlazione decadeva espo-
nenzialmente sulle stesse scale di tempo del picco anomalo. Utilizzando la nuova osservabile
e possibile verificare il regime di equilibrio a tempi corti e utilizzare la relazione (3.18) per
misurare la temperatura effettiva. Discutiamo ora in maggiore dettaglio i risultati ottenuti
con questa osservabile.

+ Al
o 2Tyl

X

. A
o 2Ty

flnin A

Figura 3.9: Misurazione della temperatura effettiva attraverso la (3.18). Le funzioni di
risposta sono mediate su circa 300 configurazioni iniziali e 5 diverse realizzazioni delle {¢;}
per ogni configurazione; dopo diverse prove si e scelto a = 0.36 a7 = 0.3 e a = 0.24 a
T = 0.2, in modo da assicurare la validita dell’ipotesi di riposta lineare.
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Misure di fluttuazione-dissipazione

I processi diffusivi sotto shear sono stati studiati abbondantemente in passato; in [60] ad
esempio si trova che il coefficiente di diffusione di particelle trasportate da un flusso di
tipo (1.98) viene modificato, trascurando le modifiche del flusso dovute alla presenza della
particella, nella direzione parallela al flusso, mentre rimane invariato nelle direzioni ortogonali
al flusso. Conviene quindi utilizzare solo le direzioni ortogonali al flusso. Non ci addentriamo
qui in uno studio dettagliato della diffusione sotto shear perché al momento ci interessa
principalmente la misura della temperatura effettiva. Riportiamo quindi direttamente le
misure relative al teorema di fluttuazione-dissipazione. Per prima cosa e stata fatta una
verifica all’equilibrio a temperatura T = 0.3; poi la misura e stata ripetuta a temperatura
T = 0.2 < T, per due diversi valori di . Tutti i risultati sono riportati in figura 3.9 in dei
grafici analoghi a quelli di [12]. I risultati sono consistenti con quelli presenti in letteratura
(33, 35, 12, 13]: si trova una temperatura effettiva piu alta di quella del bagno termico con
un fattore di violazione dell’ordine di 0.5. Si osservi che nella regione dei tempi intermedi
(t ~ 10) si osserva un notevole rumore nonostante la misura sia stata fatta mediando su un
totale di circa 1500 ripetizioni. Probabilmente la causa di questo rumore ¢ la stessa all’origine
dei picchi anomali riportati in figura 3.7; in effetti la scala di tempi su cui si presenta il picco
e circa la stessa per le due osservabili. Si evidenzia quindi I'utilita della nuova osservabile e
della relazione (3.18), che permettono di osservare il regime di tempi ancora piu lunghi in
cui gli effetti spuri spariscono.

Oscillatore

A questo punto potremmo pensare di accoppiare 1'oscillatore al sistema attraverso la nuova
osservabile. Per0 bisogna tener conto che le funzioni di correlazione e risposta A e x non
sono generate da una osservabile; infatti nel procedimento di limite ¢ — 0 si e trascurato il
fatto che tale procedimento ha senso solo avendo fatto prima il limite termodinamico. Que-
sto fatto non e particolarmente rilevante per le misure di fluttuazione-dissipazione perché la
relazione (3.18), ottenuta nel limite termodinamico, puo essere utilizzata nel volume finito
misurando le funzioni di correlazione e risposta su delle coordinate che al tempo t = 0 si
trovano nella scatola di simulazione e che per tempi successivi evolvono senza essere ripor-
tate dentro la scatola. Tuttavia & impossibile definire correttamente una osservabile O(s)
tale che Cop = A e xoo = x perché non é chiaro se le coordinate x; che figurano nella
espressione (3.14) debbano essere quelle riportate all’interno della scatola o quelle lasciate
libere di diffondere. Alcune prove hanno dato le seguenti indicazioni:

o Se si utilizzano le coordinate libere di diffondere I'ordine di grandezza di O(s) cresce circa
linearmente con il tempo; cosicche a un certo punto si esce dal regime di risposta lineare e
nulla di quanto detto nel capitolo precedente e piu vero.

© Se invece si utilizzano le coordinate riportate nella scatola la variabile O ha delle discon-
tinuita corrispondenti ai salti delle particelle che escono da un lato della scatola e rientrano
dall’altro. Tali discontinuita sono dell’ordine di grandezza di O stessa e possono essere sup-
poste decorrelate nel tempo. Questo porta un contributo “spurio” proporzionale a §(t) nella
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funzione di correlazione di O, che si riflette negativamente sulle formule (2.64) e sul tempo
di equilibratura.

Tuttavia esiste una elegante soluzione a tutti questi problemi [52]; infatti se si utilizza invece
della (3.14) P'osservabile

Os(s) = % Zsi(y? - %) : (3.19)

o lequivalente con z; al posto di y;, si trova che O,(s) ¢ continua durante i salti delle
particelle da un bordo all’altro della scatola. L’inconveniente e che la forza a cui sono
soggette le particelle per effetto del termine di interazione con gli oscillatori & discontinua,
ma, questo non sembra disturbare troppo la dinamica del sistema. E’ stato inoltre introdotto
il vincolo } ", e = 0, dove o € {A, B} distingue le variabili casuali relative alle due specie
di particelle, in modo che il baricentro si conservi (la forza totale ¢ nulla) separatamente
per i due gruppi di particelle; in questo modo si tiene conto del fatto che le due specie
diffondono con velocita diversa. L’osservabile Os(s) si ¢ rivelata molto efficiente. Infatti la
sua funzione di correlazione e ben descritta da un esponenziale, e si ha analiticamente che
C(0) = 0.09 =< z* > — < 2% >2. Sembra poi che gli effetti legati alla propagazione del
suono descritti nel paragrafo precedente non ne disturbino la funzione di risposta. Utilizzando
quindi O, possiamo portare a termine il programma di verifica della (2.64) che & ’obiettivo
principale del lavoro svolto in questa tesi.

Conclusioni

In questo paragrafo abbiamo ottenuto due risultati importanti:

o La temperatura effettiva del sistema e stata misurata per due diversi valori di v e per
T ~ T,.; questo risultato sara utile per confrontarlo con la temperatura letta dall’oscillatore.
© Abbiamo individuato una osservabile che non dovrebbe presentare effetti spuri nonostante il
sistema sia molto piccolo, e la cui funzione di correlazione & ben descritta da un esponenziale.
Questo permette di calcolare analiticamente gli integrali analogamente a quanto fatto nel
paragrafo 2.1.5, e di trovare espressioni analitiche per il tempo di equilibratura e per la
temperatura letta dall’oscillatore.

Nel prossimo paragrafo esponiamo quindi i risultati ottenuti utilizzando I’oscillatore armonico
accoppiato ad Os(s).

3.3 L’oscillatore armonico accoppiato al sistema sotto
shear

Possiamo quindi finalmente presentare il risultato principale ottenuto in questa tesi: 1’osser-
vazione dell’equilibratura dell’oscillatore accoppiato al sistema attraverso 'osservabile Oy(s).
Il sistema, utilizzato & la miscela binaria di sfere soffici con N = 66; la temperatura e T = 0.2
e lo shear rate € v = 0.1. In queste condizioni abbiamo trovato dalle misure di diffusio-
ne Terp = 0.355. Loscillatore ¢ stato preliminarmente provato all’equilibrio con la nuo-
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va osservabile e sono stati ottenuti risultati analoghi a quelli del paragrafo 3.1, che non
riportiamo.

3.3.1 Presentazione dei risultati

I risultati della scansione in frequenza sotto shear sono riportati nelle figure 3.10.

Intervallo in frequenza

Ricordando che il rapporto A = a/w deve mantenersi limitato, si vede dalla seconda delle
due figure che il tempo di equilibratura diventa molto lungo alle basse frequenze (~ 107
passi di dinamica molecolare) rendendo troppo costosa 'investigazione di frequenze minori
di 1073, Ricordiamo poi la condizione (3.9) che, avendo fissato dT = 0.003, limita di fatto a
10? il valore massimo di frequenza utilizzabile, a meno di ridurre significativamente il passo
di integrazione, aumentando pero il tempo di calcolo necessario. L’intervallo di frequenza
accessibile, pari a circa 5 decadi, si e rivelato adeguato per 'osservazione della transizione
da T(w) =Ta T(w) = Teff.

Simulazioni e elaborazione dei dati

Le simulazioni sono state svolte sul cluster T3E del CINECA, utilizzando 32 processori
in parallelo. In ciascun processore si simulano T,,, = 107 passi di dinamica molecolare:
due oscillatori di frequenza w accoppiati attraverso Os(t) nelle direzioni y e z, ortogonali
al flusso dovuto allo shear, vengono fatti partire al tempo zero con energia nulla, e se ne
segue ’equilibratura. Per controllare che i due oscillatori non interferiscano tra loro, ¢ stata
fatta una misura ad w = 0.7 con un solo oscillatore accoppiato lungo z. Come si vede
dalla figura 3.10, si ottiene lo stesso risultato ottenuto con due oscillatori. I 64 processi
indipendenti a disposizione partono da 8 diverse configurazioni iniziali; per ognuna si hanno
quindi 8 diverse scelte indipendenti delle {¢;}. Si puo quindi dare una stima del tempo 7, di
equilibratura osservando la media delle 64 ripetizioni. Si utilizza questa stima per fissare un
istante t., ~ 37, a partire dal quale le energie dell’oscillatore ottenute nelle singole ripetizioni
vengono mediate; si ottiene

Tmam

_ 1 .
Bi=m S B,

mazx ~ leq te=teq

Il
—_

.64, (3.20)

e si calcola poi lo scarto quadratico medio intorno ad E;, che viene diviso per I'integrale della
funzione di correlazione stimata sempre a partire dal gruppo di dati {E;(¢x)}, in modo da
avere una stima della varianza della variabile casuale di cui E; ¢ un valore [53]. In figura
3.11 vengono riportate le distribuzioni dei valori degli E; per diversi valori di w; si osserva
che la distribuzione si stringe all’aumentare della frequenza. Questo effetto € probabilmente
dovuto al fatto che le simulazioni hanno tutte la stessa durata (~ 107 passi) mentre il tempo
di equilibratura diminuisce aumentando la frequenza: gli oscillatori a frequenza pit alta
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trascorrono quindi piu tempo all’equilibrio, e il valore asintotico pu0 essere misurato con
precisione maggiore. 11 valore riportato in figura 3.10 & ovviamente la media degli £;, mentre
I’errore associato ¢ ottenuto come radice quadrata della media delle varianze, ed e quindi
sovrastimato, avendo evitato di dividere per la radice del numero di ripetizioni. Disponendo
di una stima abbastanza precisa del valore asintotico, si ottiene 7, con un fit della curva
ottenuta mediando sulle 64 ripetizioni, utilizzando I’espressione (3.8)

E(t)=Ex(1—e¢ =), (3.21)

dove il valore di E,, viene vincolato ad essere quello ottenuto dalla media degli E;. Infine
I’errore su 7. & stato stimato per alcuni valori di w dividendo le 64 ripetizioni in 4 gruppi di
16 e ripetendo 4 volte il fit: la radice dello scarto quadratico medio dei quattro valori cosi
ottenuti ¢ dell’ordine del 15% del valore medio. La stima & stata ripetuta in un caso, per
controllo, dividendo le ripetizioni in 8 gruppi di 8, ottenendo ancora una fluttuazione media
del 15%. Assumiamo quindi che ’errore su 7, sia del 15% per tutti i punti in figura 3.10.

3.3.2 Confronto con la teoria

L’andamento qualitativo della temperatura letta dall’oscillatore in funzione della frequenza
e quello aspettato; la temperatura estrapolata ad w = 0 & consistente con quella ottenuta
dalle misure di fluttuazione-dissipazione, pur relative a una osservabile leggermente diversa.

La funzione di correlazione di Oy(t) ¢ stata misurata con precisione ed & ben descritta da

z2

C(t) = C(0)[ge 7 + (1 — q)e 3] . (3.22)
Ricordando che C(0) = 0.09 si calcola analiticamente, si trova con un fit accurato che i para-
metri ottimali sono ¢ = 0.993, 7, = 36.4, 73 = 0.1. Il piccolo contributo del secondo termine
tiene conto della parte “vibrazionale” della funzione di correlazione, e non e particolarmente
rilevante.

Una relazione “universale”

Per prima cosa conviene verificare che il modello scelto per descrivere la funzione di correla-
zione sia adatto all’intervallo di frequenze investigato. Un controllo quantitativo puo essere
fatto a partire dalle (3.2) e (2.28): eliminando I'incognita R"(w) si ha

T(w)

a?7.(w)

= 10, (3.23)

che ¢ la naturale generalizzazione della (2.32) al caso fuori equilibrio. Possiamo quindi evitare
di ipotizzare modelli per il fattore di violazione X (t), che sarebbero necessari per calcolare
R"(w). Riportiamo in figura 3.12 il rapporto T'(w)/a?7.(w), misurato, insieme a C(w)/4,
ottenuta dalla (3.22). Si osserva che il modello (3.22) per C(t) fallisce nel riprodurre una
piccola “gobba” ad w ~ 10; tuttavia l'accordo & accettabile tenendo conto che si studia un

intervallo in frequenza di ben 7 decadi. Si puo passare quindi al calcolo indipendente di 7'(w)
e di 7. (w).
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Facendo una ipotesi sulla forma del fattore di violazione si possono utilizzare separatamente
le (3.2) e (2.28) per calcolare la temperatura letta e il tempo di equilibratura. Infatti,
ricordando i calcoli fatti al paragrafo 2.3.1 si vede che, noto il fattore di violazione di FDT,
la risposta R"(w) diventa una funzione di quest’ultimo e di C(¢). Supponiamo allora che il
fattore di violazione appartenga alla classe B del paragrafo 1.4.2:

1 1 1
—— =0ty —t)=— +0(t —tg)= t .24

dove t4 ¢ il “tempo di distacco” che corrisponde al g definito in (1.69). Per farci un’idea,
possiamo calcolare analiticamente gli integrali se C(t) = C(0)e™"™; si ottiene

11 1 1) 1
- = - = To t t
T(w T * (Teff T> ‘ [COS(w d) * WTy Sln(w d)] ’
(3.25)

)

0 AT (w) 2 1+ w?r?
Y7el) = Gaot) = 00 @) utn,
Queste espressioni contengono ¢; come unico parametro libero se assumiamo che la T¢yf
determinata al paragrafo precedente sia quella che compare nel fattore di violazione anche
di questa osservabile; questa assunzione sembra valida almeno per questo tipo di sistemi
[35]. Allora si potrebbe determinare anche t, dalla figura 3.9: si ottiene ¢; € [1,10], che &
un valore ragionevole, dal momento che fornirebbe un ¢; = C(t;)/C(0) € [0.75,0.97], valore
abbastanza simile a quelli disponibili in letteratura. Tuttavia si vede facilmente che per

w — 00 si ha
L 1. (L1 (wta) (3.26)
—_— Y — — — COS|\Ww .
Tw) T \T; 1) 4>

per cui si hanno delle oscillazioni della temperatura letta dall’oscillatore che non si smorzano
per w — oo. Questo risultato € molto strano e soprattutto appare inconsistente con i dati
riportati in figura 3.10. Per cercare di eliminare le oscillazioni si e resa piu dolce la transizione
da Tepr a T nella (3.24); si & quindi inserita una interpolazione con un polinomio di terzo
grado in modo da ottenere una funzione C'; indichiamo con Aty I'ampiezza del raccordo
intorno a t4. Tuttavia la forma di T(w) ottenuta sotto queste ipotesi non & particolarmente
sensibile alla larghezza Aty; infatti il termine che corrisponde all’integrale nell’intervallo di
raccordo e praticamente nullo a tutte le frequenze rispetto agli altri contributi al numeratore
della (2.64). Abbiamo quindi cercato di ottimizzare I'unico parametro rilevante, t4, fissando
Aty = t4/10. Purtroppo un fit dei punti sperimentali & impossibile; infatti:

o La curva 7.(w) non & particolarmente sensibile ai dettagli del fattore di violazione; il
contributo dominante nell’andamento di 7, ¢ dettato da C(w).

o I dati di T'(w) non sembrano adattarsi bene all’andamento qualitativo che si ottiene da un
fattore di violazione del tipo (3.24).

Si trova comunque per tentativi successivi che il valore ottimale & t; ~ 2. Questo valore &
nell’intervallo aspettato t4 € [1,10], ma l’accordo con i dati non € molto buono, come si vede
in figura 3.10.

w2,
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La forma della curva sembra suggerire 1’esistenza di una regione intermedia in w in cui la
temperatura letta dall’oscillatore ¢ dell’ordine di 0.27. Si ¢ provato allora ad interpolare i
dati con due funzioni simili a gradini; si trova che ’accordo & migliore per una forma del tipo

T(w) ~ Togy = (Tugy = T f(wt) = (T = T) f(wta) | (3.27)

dove f(z) € una qualche funzione tale che f(0) = 1 e f(oo) = 0; indipendentemente dalla
forma di f(z) si trova t; ~ 0.3, to ~ 40 e T> ~ 0.27. Si puo allora ipotizzare un fattore di
violazione del tipo

1
Ters(t)

fissando T7 = 0.27, t; = 0.3 e to = 40; i risultati per T'(w) e 7.(w) sono riportati in figura
3.10; si osserva un migliore accordo con i dati sperimentali. Purtroppo i dati di fluttuazione-
dissipazione riportati in figura 3.9 sono troppo rumorosi nella regione ¢ € [0.3,40] per veri-
ficare ’eventuale presenza di una regione temporale intermedia corrispondente a una terza
temperatura. Una situazione del genere si vede in figura 3.8, che corrisponde pero a delle
misure probabilmente fortemente influenzate da effetti di volume finito e che danno comun-
que risultati inconsistenti per Tis;. Per chiarire questo punto saranno necessarie ulteriori
indagini.

0t — t)%ff 0t — 1) — 0t — tQ)]% + 0t — tQ)% | (3.28)

Conclusioni

In questo paragrafo quindi abbiamo completato il programma iniziale; in particolare:

¢ Abbiamo confrontato la temperatura letta dall’oscillatore con quella ottenuta tramite le
misure di fluttuazione-dissipazione; il risultato e che le due temperature effettive sono con-
sistenti.

© Abbiamo verificato la previsione teorica sul tempo di equilibratura, in particolare le (3.2)
e (2.28).

¢ Troviamo perd che un fattore di violazione a due sole temperature (1RSB) non sembra
sufficiente a rappresentare i dati. Sembra necessaria ’introduzione di una temperatura in-
termedia per descrivere correttamente la transizione da T'(w) =T a T'(w) = T,y;.

© Sembra pero che il tempo di equilibratura 7, sia molto maggiore del tempo tipico di deca-
dimento della funzione di correlazione; questo potrebbe essere un ostacolo per ’applicazione
di questo metodo a sistemi che invecchiano durante la misura.

Questo metodo di misurazione della temperatura effettiva, che abbiamo quindi provato con
successo, € abbastanza economico in termini di tempo di calcolo; infatti le misure con 1’oscil-
latore hanno richiesto un tempo molto minore delle corrispondenti misure di fluttuazione-
dissipazione. Inoltre ’oscillatore sembra piu affidabile, dal momento che la regione di tempi
intermedi non e accessibile alle misure di fluttuazione-dissipazione a causa del rumore ec-
cessivo. Tuttavia questo metodo dovrebbe trovare principalmente applicazione in ambito
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sperimentale; la seconda parte di questa tesi consiste quindi nella progettazione di una cel-
la per misure sotto shear destinata, in prospettiva, a misure analoghe a quelle numeriche
descritte in questo capitolo.
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Figura 3.10: Temperatura letta dall’oscillatore e relativo tempo di equilibratura in funzione
della frequenza. La linea tratteggiata corrisponde al fattore di violazione (3.24), quella
continua a (3.28). I due punti in w = 0.7 corrispondono a uno o due oscillatori accoppiati al
sistema.
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Figura 3.11: Distribuzioni delle temperature lette dai singoli oscillatori per alcune frequenze;
la distribuzione diventa piu piccata alle alte frequenze.
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Figura 3.12: Controllo della (3.23). L’accordo ¢ buono su ben 7 decadi. La “gobba” intorno
a w = 10 non viene riprodotta dal modello, e questo effetto impedisce di descrivere la regione
ad alta frequenza nel 7.(w), che & molto sensibile ai dettagli della funzione di correlazione,
come si osserva in figura 3.10.
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Capitolo 4

Risultati sperimentali

Lo studio sperimentale di sistemi sottoposti a forze termodinamiche puo essere fatto attra-
verso tecniche di diffusione della luce. La parte sperimentale di questa tesi consiste nella
progettazione e realizzazione di una cella per misure di diffusione Brillouin in campioni
sottoposti a uno shear uniforme. In questo modo € possibile ottenere da misure di fotocorre-
lazione la funzione di correlazione delle fluttuazioni di densita; questo dovrebbe permettere
uno studio del comportamento del tempo di rilassamento strutturale del campione durante
diversi protocolli sperimentali, in modo da acquisire elementi circa la validita della con-
gettura formulata nel paragrafo 1.7.6, che gli stati termodinamici attraversati dal sistema
durante I'invecchiamento (parametro di controllo t,,) siano in qualche modo collegati agli sta-
ti stazionari che si ottengono ponendo il sistema sotto shear (parametro di controllo ). In
questo capitolo diamo quindi, oltre a una breve introduzione alle tecniche di DLS (Dynamic
Light Scattering, la descrizione del progetto e della realizzazione della cella, la descrizione
del campione e alcuni risultati preliminari. In conclusione presentiamo alcune prospettive
di sviluppo: in particolare la possibilita di misurare la funzione di risposta corrispondente
attraverso la tecnica ISTS (Impulse Stimulated Thermal Scattering) e la possibilita di ac-
coppiare un oscillatore armonico al sistema attraverso tecniche di confinamento di particelle
browniane nel campione.

4.1 Diffusione della luce

Mostriamo brevemente in questo paragrafo come ¢ possibile ricavare la funzione di correla-
zione delle fluttuazioni di densita

1 .
. ! ! 2 : iq-(ri(t)—r; (t))
F(q’tﬂt) =< pq(t)p_q(t) >= N - <eq ! > (4]‘)
2%

da misure di fotocorrelazione sulla luce diffusa dal campione. Consideriamo il mezzo come
un continuo [57, 59] di costante dielettrica ¢ e di permeabilita magnetica p = 1 (trascuriamo
quindi le proprieta magnetiche); I’approccio macroscopico € valido perché la lunghezza d’onda
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della luce incidente (~ 500 nm) & molto maggiore delle distanze tra gli oggetti responsabili
della diffusione (~ 1 nm per sostanze monoatomiche, ~ 50 nm per il campione utilizzato
in questa tesi). Un’altra condizione & che il fascio incidente sia sufficientemente intenso. Si
possono quindi usare le equazioni di Maxwell nel mezzo [57]:

V-B=0, VxH:lg;
C at (4 2)
10H '
V-D=0, VxE=--"-.
c Ot

Se pu = 1 abbiamo B = H e, utilizzando la relazione D = ¢E e supponendo ¢ costante,
troviamo che nel mezzo si possono propagare onde con velocita ¢/+/e. Detto n = /¢ I'indice
di rifrazione, osservando che la frequenza dell’onda deve essere continua sulla frontiera tra
I’aria e il campione, si ha:

C C
karia =w=
Naria Nimezzo

kmezzo = Aaria = /n’A’ITLCZZO ) (43)

dove n e l'indice di rifrazione relativo del campione rispetto all’aria. La geometria dell’e-
sperimento definisce un volume di interazione dato dall’intersezione tra il fascio incidente e
I’angolo sotteso dalla lente di raccolta; tale volume e limitato dalla lunghezza di coerenza
trasversale del fascio, cioe la lunghezza su cui il campo incidente ha fase costante [59]. A
questo punto separiamo il campo totale £, D, H in campo incidente E;, D;, H; e campo dif-
fuso Es, Ds, H;. Dal momento che sia il campo totale (ovviamente), sia il campo incidente
(essendo un’onda piana) verificano le equazioni di Maxwell, anche il campo diffuso le veri-
fica (per la linearita). Se nel volume di diffusione si ha una fluttuazione 6¢ (eventualmente
aninostropa per cui §¢ € un tensore) si puo sviluppare il campo totale al primo ordine

D = (e+ 6)E =¢cE; + cE,; + 6¢E; (4.4)
per cui
D,=D—-D;=D —cE; =cE; + 6F; . (4.5)
Otteniamo dalle (4.2)
1 0%D,
E)=—— , 4.6
V x (V x Ej) 2 9 (4.6)
e sostituendo la (4.5)
) e 0°D, _ .
VD, — 2oz — -V x V x (§¢E;) . (4.7)
Introduciamo un vettore II tale che Dy, = V x V X II; allora I'’equazione per II e
0?11
o) P 7Y ) 4.
v c? ot? e (48)

e puo essere facilmente risolta attraverso la funzione di Green dando come risultato

8e(r, t")E;(r, t")
M(R,t)= [ & ’ : 4.
(1) /Vd r An|lr — R| (4.9)
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dove V' ¢ il volume di interazione, t' =t — (n/c)|R — r| ¢ il tempo di ritardo, che tiene conto
del tempo che impiega il segnale a propagarsi nel mezzo, e R ¢ la posizione del rivelatore. A
questo punto assumiamo che ’onda incidente sia monocromatica di frequenza w;

E;i(r,t) = Egée'®imit) | (4.10)

con |k;| = (n/c)w; e sostituiamo nella (4.9), sviluppando per [R| >> |r|, con t' ~ ¢ —
(n/e)(|R| = R-r):

Eqy
47| R

EO i(kf-R—wj / ~ ~ ig-
2 _eilksRewit) [ Bre(r, t)é;e' T
R AL

(R, 1) = / 082 (r, )it i/ R~ (nfeon o)
V

(4.11)

dove abbiamo introdotto k; = (n/ wiReq=k —k 7. Osserviamo che e possibile sostuire
nell’ultimo integrale ¢ con t. Infatti si ha

1 1
t—t ~ R| = —|k¢||R| << — 4.12
(0O R| = 2 lksl || << - (@12
dal momento che |kf||R| ~ |R|/A << 1 (la distanza del rivelatore ¢ molto maggiore della
lunghezza d’onda della radiazione). Allora, poiché 1/w; € il periodo di oscillazione della luce
(~ 107153), e che &¢ varia sui tempi tipici delle fluttuazioni di densita del mezzo (~ 10713s),

si potra sostituire ¢’ con ¢ in 0&, come anticipato. Si trova infine, riutilizzando la definizione
D, =V x V x II, all’'ordine 1/|R|:

E )
Es(R,t) = Ds(R,t) = ﬁ;ﬂez(kf'R_“it) [k x kf x (08(—q,1)&;)] (4.13)
s
supponendo che il rivelatore si trovi immerso in un mezzo di costante dielettrica 1. Se il
rivelatore ¢ in grado di selezionare una certa polarizzazione € si avra, utilizzando é;-ky =0
per calcolare i prodotti vettoriali

e[k x ky x 68(—q, )] = —kj%agif(—q, t),
(4.14)

A —k2E, |
E”.v(q, t) =éy - ES(R’ t) — Wez(kﬁ}z—wztwgﬁ(_q’ t) ,

dove dg;f = €5 - 6é¢;. Si trova quindi che il campo diffuso € proporzionale alla componente
—q di Fourier delle fluttuazioni della costante dielettrica. Si puo quindi calcolare la funzione
di autocorrelazione del campo diffuso

kil

I(q:t,t) =< E,in(q, ) E*, (¢, 1) >= ——
(Qa ) ) < (q7 ) rw(q’ )> ]_67T2R2

< deif(—q,t)0eif(—q, t') > e7 @) (4.15)
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e la densita spettrale (supponiamo adesso il sistema all’equilibrio per cui I(q;t,t") = I(¢;t —

t'):

I = [ dtl(git)er =
T (4.16)
A/ dt < 6eip(—q,t)0ei7(—q,0) > " “rmdt = AI*(—q,wf — w;) .
—0o0

A questo punto, poiché stiamo lavorando nel “limite idrodinamico” (lunghezza d’onda molto
maggiore delle distanze interatomiche), possiamo considerare £ funzione di p e T in ogni
volumetto (equilibrato) di materiale e quindi, trascurando le fluttuazioni anisotrope dovute
al gradi di liberta orientazionali delle molecole

Oe Oe

de = a—p§p+ —0T . (4.17)

or

La dipendenza della costante dielettrica dalla temperatura & trascurabile. Si trova quindi
0e(g, 1) o< pg(t) = I(q;wy) o< S(—¢, —w) , (4.18)

dove S(g,w) ¢ la trasformata di Fourier di F(g;t).

4.1.1 Bilancio dettagliato

La I(q,wy) € [59] 'intensita che leggerebbe un rivelatore posto dietro un filtro di frequenza wy;
per cui si trova che la probabilita che un fotone incidente di momento k; e frequenza w; venga
diffuso a momento & e frequenza w; € proporzionale a I°(—¢, —w) dove ¢ = k;—ky e w = w;—
wy. Questo processo corrisponde all’assorbimento o alla creazione di un “fonone dielettrico”
da parte del fotone incidente per w negativo o positivo rispettivamente. Osserviamo che
dal momento che il calcolo & fatto classicamente i due processi hanno la stessa probabilita,
perché la funzione di correlazione e pari in w; questo perdo implicherebbe I'impossibilita di
equilibrare radiazione e materia. L’effetto si puo correggere quantisticamente utilizzando la
condizione KMS (1.23); infatti si ha, per w > 0
Pcreazione S(Qv _w) Bhw

= =e . 4.19
Passorbimento S(q, w) ( )

Questa formula puo essere ricavata in un modo pil diretto: se supponiamo infatti che le
fluttuazioni della costante dielettrica (“fononi dielettrici”) siano quantizzate, abbiamo che

I’assorbimento sara dovuto a un termine di interazione del tipo akib_qa;f mentre la creazione

k*f, dove ay, € 'operatore di distruzione dei fotoni e by quello dei fononi. Se

calcoliamo ’elemento di matrice di questi oggetti tra gli stati |k; > [n_, > e < kf| <n_,—1|
o |k; > |ng > e < kf| < ngy + 1] rispettivamente abbiamo, ricordando che

a un termine a;b; a

Passorbimento X | <N _g4— 1‘b,q|n,q > |2 =N_q,

4.20
Pcreazioneoc|<nq+1|b;|nq>|2:nq+1’ ( )
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e utilizzando la simmetria per scambio ¢ — —g,

Pcreazione _ Ng + 1 ' (421)

Passorbimento nq

Se il sistema & all’equilibrio si ha n, = 1/(e®™ — 1) per cui si riottiene facilmente la (4.19),
almeno per w = wy.

4.1.2 Tecniche sperimentali

I1 segnale proveniente dal campione pud essere analizzato in diversi modi [59]; diamo qui
alcuni esempi.

Un primo metodo, gia accennato precedentemente, ¢ quello di anteporre al rivelatore un
filtro in frequenza; in questo modo l'intensita letta dal rivelatore ¢ proporzionale a (g, wy)
e quindi a S(g,w).

Un altro metodo consiste nel far incidere la luce diffusa su un fototubo e registrare il segna-
le di corrente prodotto in uscita. Il segnale € quindi proporzionale all’intensita del campo
diffuso I(t) = |E.(t)[>. Introduciamo allora la funzione di autocorrelazione dell’intensita
Ly(t) =< I(t)I(0) > e la funzione di autocorrelazione del campo I1(t) =< E,;(t)E¥,(0) >.
Se si suppone che il volume di scattering contenga parecchi volumi di correlazione del cam-
pione (quindi se si & lontani da punti critici o altre situazioni in cui si hanno lunghezze di
correlazione particolarmente grandi) si puo suppore che il segnale ottenuto E,;, sia composto
dalla somma di tutti i segnali provenienti dalle varie regioni indipendenti. Per cui, usando
il teorema del limite centrale, il segnale FE,; sara una variabile Gaussiana. Si puo allora
mostrare che

L(t) = [L0)* + [L(t)]* . (4.22)

Quindi la I, & proporzionale (sottratta una base costante) al modulo quadro della F(g;1)
definita in (4.1).
Citiamo infine la possibilita di mescolare il segnale diffuso con una parte dell’onda incidente;
si calcola di nuovo la I, e si puo mostrare, assumendo che I'onda incidente sia molto piu
intensa del segnale, che

I,(t) = A+ BRel,(t) , (4.23)

dove A e B sono due costanti. Questo metodo e detto “eterodino”; in questa tesi viene invece
utilizzato il secondo metodo descritto, detto “omodino”.

4.2 Realizzazione di una cella per misure sotto shear

Uno degli obiettivi di questa tesi ¢ la progettazione e realizzazione di una cella per misure di
fotocorrelazione su un sistema sottoposto a uno shear. La fase di progettazione € cominciata
nel marzo 2001 e la realizzazione & stata avviata a maggio dello stesso anno; purtroppo alcuni
inconvenienti tecnici non hanno permesso, entro i tempi tipici di una tesi (~ un anno), di
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ottenere qualcosa di piu di alcuni risultati preliminari che saranno presentati nei prossimi
paragrafi. Le principali caratteristiche richieste durante la progettazione sono:

o Buona tenuta per campioni con viscositd maggiore o uguale a quella dell’acqua (~ 1073
Pas).

¢ Possibilita di imporre uno shear rate variabile con continuita fino a un valore massimo di
10® Hz; questa scelta ¢ stata dettata dalle caratteristiche dei campioni disponibili e verra
giustificata nel paragrafo 4.3.

¢ La possibilita di incidere con il fascio laser ad un angolo variabile in modo da poter utilizzare
differenti geometrie.

o La necessita di evitare, per quanto possibile, turbolenze “spurie”, dovute cioe alla geometria
del sistema e non all’elevato valore dello shear rate.

Il progetto della cella e riportato in figura 4.1; diamo una breve descrizione della parte ottica
e della parte meccanica.

4.2.1 La parte meccanica

La parte meccanica consiste in un guscio in ottone ghiacciato (A) contenente la sede per i
cuscinetti (B) che sorreggono I'albero di trasmissione (C) solidale con un cilindro dello stesso
materiale che serve da sede per uno specchio (D) di diametro 10 cm. La tenuta dal lato dei
cuscinetti viene assicurata da delle guarnizioni in gomma per alberi motori (E) reperibili in
commercio, che si sono rivelate altamente efficienti per viscosita superiori a quella dell’acqua,
come richiesto in sede di progetto. La cella e chiusa dal lato anteriore da una finestra ottica
(F) di 15 cm di diametro tenuta a battuta contro un “oring” da una flangia (G), sempre di
ottone ghiacciato; la tenuta e assicurata dall’oring mentre e possibile regolare I’allineamento
della finestra con lo specchio agendo sulle tre viti che tengono a battuta la finestra sull’oring
e sfruttando la leggera deformazione di quest’ultimo. La distanza h tra lo specchio e la
finestra puo essere variata sostituendo la flangia (H) contenente la sede dell’oring su cui
poggia la finestra. Sono state realizzate flange che permettono di variare h tra 1 e 7 mm. La
cella dispone infine di un sistema di raffreddamento costituito da un canale (I) in cui puo
scorrere il liquido proveniente da un termostato e di due fori per il carico del campione nella
parte superiore. Il termostato non deve essere particolarmente efficiente perché la sua unica
funzione e di smaltire il calore prodotto nella zona dei cuscinetti, mentre la regolazione della
temperatura nella zona del campione non e stata prevista a causa delle caratteristiche del
sistema che si prevede di utilizzare, che non € molto sensibile alle variazioni di temperatura.
La regione interessante ¢ ovviamente quella tra la finestra (F') e lo specchio (D), dove il
campione puo essere studiato con tecniche di diffusione della luce. Lo shear rate nella regione

in questione e dato da
wr
1) =" (424
dove r ¢ la distanza dall’asse di rotazione e h la distanza tra la finestra e lo specchio. Dal
momento che la frequenza massima di rotazione ¢ di 100 Hz, lo shear rate massimo e pari a

circa 10* Hz, utilizzando lo spessore minimo A = 1 mm e tenendo conto che r = 2.5 cm ¢ la
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distanza massima dall’asse di rotazione utilizzabile (a distanze maggiori ¢ difficile incidere
con il laser e possono iniziare a diventare importanti effetti di bordo). In ogni caso il valore
massimo raggiungibile e superiore a quello richiesto in sede di progetto.

Figura 4.1: Il progetto della cella.

4.2.2 Turbolenza

Per evitare I'introduzione di turbolenze indesiderate si e cercato di minimizzare il numero
di lunghezze caratteristiche presenti nella geometria del sistema; in particolare si € cercato
di rendere ovunque uguali le distanze tra il bordo esterno e quello interno della zona dove si
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trova il campione e i raggi di curvatura degli angoli introdotti. In questo modo e sufficiente
valutare pochi numeri di Reynolds per tenere conto della geometria della cella. Si & cercato
di dimensionare la cella in modo da rendere il piu piccoli possibile questi numeri di Reynolds
mantenendo il valore massimo di shear rate richiesto. Gli effetti di turbolenza sono stati
valutati sull’acqua e sulla laponite; per 'acqua si ha n = 1073 Pas, mentre per la laponite la
viscosita varia con lo shear rate tra 10° e 1072 Pas (vedi figura 4.2). Principalmente bisogna
tener conto dell’instabilita di Taylor [58] presente nei bordi esterni e dovuta alla rotazione
del cilindro interno rispetto a quello esterno e dell’instabilita del flusso di Poiseuille in tutte
le zone in cui il movimento del fluido e approssimabile come scorrimento tra due pareti piane
(in particolare tra lo specchio e la finestra e nella parte posteriore). Per I'instabilita di Taylor
la condizione di stabilita & data da [58]

Ry < Rer = 41.3,/% , (4.25)

dove il numero di Reynolds R & dato da

R, — dwR _ ~v(R)hd ’ (4.26)

v 14

con R raggio del cilindro interno, d spessore tra i due cilindri, v = /p viscosita dinamica del
campione e w frequenza di rotazione del cilindro interno, e ovviamente d << R. Per ridurre
i numeri di Reynolds indipendenti la distanza tra i due cilindri e stata scelta dell’ordine
dello spessore tra specchio e finestra. E’ chiaro che questo tipo di instabilita non riguarda il
flusso di Poiseuille sulle parti anteriore e posteriore della cella (che puo essere pensato come
R — o0, wR = cost.) ma solo le parti laterali. Tuttavia [58] anche il flusso di Poiseuille
diventa instabile; in questo caso il numero di Reynolds e dato da
- 2
Rp = 2ah _ y(r)h , (4.27)

14 14

dove u e la velocita media e 7y, come al solito, lo shear rate, che dipende dalla distanza r
dall’asse di rotazione secondo la (4.24). In questo caso la turbolenza si sviluppa, secondo
[58], per Rp ~ 2000. Tutte le altre fonti di turbolenza (spigoli) sono state trascurate, e si &
cercato di ridurne 'effetto imponendo un raggio di curvatura pari a d. Stimando Rp col suo
valore massimo assunto in 7 = R, i due numeri di Reynolds diventano dello stesso ordine e
le due condizioni diventano

Rp << 2000 ,

(4.28)
Ry < 413\/% .

Dal momento che si ha R = 5 cm e d = 5 mm, appare evidente che la seconda condizione
e molto piu forte della prima. Conviene poi riportare la condizione sulla viscosita n dal
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Figura 4.2: Stabilita della laponite e dell’acqua rispetto alla turbolenza. Le curve continue
rappresentano la viscosita dell’acqua e della laponite; le curve tratteggiate sono le frontiere
della regione di instabilita di Taylor per due diversi valori di A; la linea continua & invece
la frontiera per 'instabilita del flusso di Poiseuille nella parte frontale. Le frecce indicano il
corrispondente valore massimo di 7.

momento che non si ha una espressione analitica per 7(vy) nel caso della laponite. Le due
condizioni diventano

hyp
™) > 500 -
. d3/2h’)/,0
41.3vVR

In figura 4.2 sono riportate le regioni di stabilita in funzione di v(R) per due diversi valori
di h (dove p = 10° kg/ m® & la densita dell’acqua e quindi anche della soluzione di laponite,
e R =5 cm). Gli effetti di turbolenza sono stati effettivamente osservati durante le prime
prove con I’acqua: si osserva un brusco aumento del surriscaldamento nella zona del campione

(4.29)
n(y)
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superando un certo valore di shear rate. Con la laponite invece non sembra si arrivi nella
zona di instabilita. Tuttavia risultati quantitativi non sono ancora disponibili.

4.2.3 Diffusione della luce: geometria e allineamento

La parte di progetto relativa alla diffusione della luce ha tenuto conto principalmente di tre
aspetti:

¢ La necessita di avere un metodo efficace per allineare la finestra e lo specchio e per misurare
la distanza tra di loro.

¢ Il fatto che lo specchio possa non essere perfettamente ortogonale all’asse di rotazione, per
cui il segnale riflesso non risulta affidabile.

o La necessita di minimizzare la “fuga” di particelle dal volume di diffusione dovuta al flusso
indotto dallo shear.

L’inserimento dello specchio nella parte rotante e stato previsto proprio per utilizzare il fascio
riflesso dallo specchio per I'allineamento. In particolare:

o Utilizzando il fascio riflesso € possibile stimare la non ortogonalita dello specchio con 'asse
di rotazione. L’angolo A (vedi figura 4.3) & risultato pari a circa 1073 radianti, un valore che
dovrebbe essere tollerabile. L’effetto si dovrebbe eventualmente poter correggere incollando
pill accuratamente lo specchio o inserendo uno spessore.

¢ L’allineamento della finestra con lo specchio viene fatto osservando i fasci riflessi dallo
specchio e dalla finestra e controllandone il parallelismo.

¢ La distanza tra la finestra e lo specchio viene misurata osservando le frange di interferenza
dei segnali riflessi quando si incide ortogonalmente con il laser.

Il problema principale ¢ quello di tenere conto dell’effetto di “fuga” delle particelle dal
volume di diffusione. Infatti il flusso di velocita (ortogonale al piano del laser in figura 4.3)
indotto dallo shear trascina via il fluido dal volume di diffusione in un tempo dell’ordine di
1/v; questo causa una perdita di correlazione su scala 1/ che deve essere il piu possibile
ridotta dal momento che l'effetto di taglio delle funzioni di correlazione che si vuole cercare
dovrebbe scalare come 1/4%, con a compreso tra 0.5 e 1 [33]. L’idea ¢ di focalizzare il fascio
il piu possibile vicino alla finestra: infatti ci si aspetta che 'effetto di taglio produca una
decorrelazione esponenziale con un tempo di decadimento effettivo

. ,C B
Teff ™~ mln(¥7 %) ) (4.30)
dove il primo termine e ’effetto fisico che si vuole studiare, mentre il secondo & I'effetto
“spurio”, che e inversamente proporzionale alla velocita del fluido. Appare chiaro se a e
minore di 1 esiste una regione per y piccolo in cui 'effetto fisico ¢ dominante, definita da

B
Y << ok (4.31)

che e tanto piu grande quanto pitt z e piccolo. L’idea e quindi di raccogliere il segnale
proveniente dalla regione vicino alla finestra (vedi figura 4.3). Citiamo infine la possibilita
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Figura 4.3: L’allineamento del sistema; il fascio laser incide sulla finestra e di qui sullo
specchio. [’angolo A & dovuto al non perfetto posizionamento dello specchio: V' & il volume
di scattering. Variando la posizione del rivelatore & possibile variare il valore di z in cui viene
prelevato il segnale.

di stimare I'effetto indesiderato inserendo nella cella una soluzione di sferette di latex. Tl
coefficiente di diffusione delle sferette in presenza di shear puo essere calcolato analiticamente
[60], e non & molto sensibile alla presenza dello shear. Dunque effetto di taglio dovrebbe
essere quasi interamente dovuto alla “fuga” delle particelle; poiché 1’effetto non dipende dal
campione presente nella cella, puo essere stimato sulle sferette utilizzando poi la stima per
conoscere il coefficiente B nella (4.31). Prove in questa direzione saranno effettuate prima
possibile.

4.3 Il campione utilizzato

Il campione adatto per un esperimento di questo tipo deve essere in grado di raggiungere,
a temperatura ambiente, tempi di rilassamento dell’ordine di 1 ms, in modo che il 7, sia
confrontabile con 1/7, o equivalentemente, deve presentare effetti di shear thinning a tem-
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peratura ambiente per v < 10* Hz. Come si vede in figura 4.2, la laponite presenta un forte
effetto di shear thinning con la viscosita che decresce di 6 ordini di grandezza al variare di vy
tra zero e il valore massimo raggiungibile nella cella. La laponite RD viene prodotta dalla
Laporte Ltd.; si tratta di dischetti di diametro 2R = 30 nm e spessore & = 1 nm, che vengono
disciolti in soluzione acquosa a pH = 10. La concentrazione viene generalmente variata tra il
2% e il 5% in massa. La laponite ¢ stata abbondantemente studiata in passato sia dal punto
di vista sperimentale [61], con misure reologiche e di diffusione della luce, che da quello nume-
rico e analitico [62]. Dal momento che i risultati ottenuti in questa tesi sono assolutamente
preliminari ¢ inutile addentrarsi in una analisi approfondita di quanto disponibile in lettera-
tura; diamo quindi solo qualche accenno alle caratteristiche fondamentali del comportamento
della laponite che sono state rilevanti durante la progettazione dell’esperimento.

Invecchiamento

I dischetti di laponite, posti in acqua, cedono ioni in soluzione e diventano carichi. La carica
superficiale & positiva sulle facce del disco e negativa sul bordo, ed & pari, sulle facce, a 10%e.
L’interazione & dovuta al momento di quadrupolo perché la carica totale € nulla e il momento
di dipolo ¢ nullo per simmetria. I dischi quindi hanno una interazione o< 1/r°. L’interazione
viene per0 schermata dagli ioni presenti in soluzione, per cui si ha un potenziale effettivo
di Yukawa con una certa lunghezza di schermo che ¢ dell’ordine di 30 nm a pH = 10. La
concentrazione ¢ in genere molto bassa (dell’ordine dell’1% in volume), ma se si tiene conto
della nube di ioni che circonda il dischetto diventa dell’ordine delle concentrazioni in volume
(~ 50%) a cui si osserva la presenza di fasi vetrose in sistemi di sfere dure. La laponite viene
quindi usualmente preparata in soluzione acquosa a pH = 10; la soluzione viene poi agitata
vigorosamente e filtrata in dei filtri Millipore Millex-AA da 0.8 ym. In questo modo eventuali
agglomerati di particelle dovuti all’interazione elettrostatica (che favorisce la formazione di
strutture in cui le particelle si allineano in piani) vengono distrutti. Lo stato iniziale cosi
ottenuto viene universalmente ritenuto riproducibile [61]. A partire da questo stato iniziale
(“liquido”) il sistema comincia a invecchiare portandosi verso uno stato pit simile a un gel.
La viscosita aumenta molto rapidamente. In particolare dalle misure reologiche si nota che le
parti reali e immaginarie del modulo elastico, che corrispondono rispettivamente alla risposta
“elastica” e “viscosa” [54], si intersecano dopo un certo tempo (vedi figura 4.4); il che vuol
dire che dopo un certo tempo (che dipende molto dalla concentrazione e dal pH) il sistema
€ molto piu simile a un solido che a un liquido. Le misure di fotocorrelazione indicano un
rilassamento a due tempi [61]: il primo ¢ legato al movimento diffusivo delle particelle nelle
“gabbie” formate dalle loro vicine, non dipende dalla temperatura ed e esponenziale con
75 ~ 1/¢% il secondo & legato al rilassamento strutturale e cresce rapidamente col tempo,
consistentemente con 'aumento del modulo elastico. La laponite presenta quindi molte
delle caratteristiche tipiche dei vetri strutturali. Bisogna pero osservare che a causa delle
forti interazioni elettrostatiche la temperatura non gioca alcun ruolo nel comportamento del
sistema che a tutti gli effetti si trova a temperatura (vibrazionale) nulla (7" << ¢, dove ¢ &
la scala di energia tipica delle interazioni). Tuttavia l'effetto della preparazione & quello di
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Figura 4.4: Moduli elastici della laponite in funzione del tempo (da [61]); a ¢ = 0 il sistema &
liquido e si ha G' << G"; durante I'invecchiamento G’ aumenta, e a un certo punto i moduli
si incrociano. A tempi lunghi si ha G’ >> G” e il sistema si comporta come un solido.

forzare la struttura a portarsi in uno stato “fluido”, a partire dal quale si ha invecchiamento.
Si puo quindi pensare che la laponite subisca un processo di invecchiamento a temperatura
vibrazionale ~ 0 a partire da una temperatura configurazionale molto alta, che scende poi
progressivamente verso 1’equilibrio; il tempo di rilassamento strutturale che corrisponde allo
stato di “equilibrio” & in ogni caso molto maggiore delle scale sperimentali, per cui il sistema
e di fatto sempre fuori equilibrio e il suo invecchiamento continua all’infinito. I parametri
di controllo sperimentali sono quindi la concentrazione e il pH che fissano le scale di tempo
dell’invecchiamento, e il tempo ¢, a partire dal filtraggio (che corrisponde di fatto a un
raffreddamento da 7'= 0o a T = 0).

Shear thinning

Come abbiamo visto, ci si aspetta che gli effetti dovuti allo shear a una certa temperatura
vibrazionale T siano rilevanti essenzialmente quando il tempo di rilassamento strutturale
all’equilibrio a temperatura 7" & maggiore di 1/. D’altra parte la laponite si trova sempre di
fatto a T = 0 e quindi ha un tempo di rilassamento strutturale corrispondente all’ “equilibrio”
molto lungo (eventualmente infinito). Ci si aspetta percio che gli effetti di shear thinning, cosi
come tutti gli altri effetti dovuti allo shear, siano rilevanti in ogni caso. In effetti si osserva
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Figura 4.5: Funzioni di correlazione della laponite sotto shear misurate utilizzando la cella
descritta nel testo; la normalizzazione e assolutamente arbitraria.

in figura 4.2 che la viscosita decresce aumentando lo shear rate gia a valori di v ~ 107 Hz,
che corrispondono a tempi dell’ordine di 10® s. La laponite ¢ quindi un ottimo sistema su
cui verificare le previsioni teoriche di [34, 35] e i risultati numerici ottenuti in questa tesi.
Purtroppo sara invece impossibile il confronto con risultati di equilibrio, dal momento che,
come abbiamo visto, la laponite ¢ sempre di fatto fuori equilibrio.

4.4 Risultati preliminari

A causa di alcune difficolta logistiche e stato possibile in questa tesi compiere solamente
alcune misure preliminari. I risultati sono riportati in figura 4.5. Le funzioni di correlazione
sono state misurate a 7y = 0 e a tre diversi valori di v (~ 10, ~ 50, ~ 300 Hz) su un
campione di laponite preparato a concentrazione del 2% in massa con la procedura gia
descritta. Si osserva come aspettato un decadimento piu rapido della funzione di correlazione
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aumentando y. Purtroppo non e stato possibile stimare le correzioni dovute all’effetto di
“fuga” delle particelle dal volume di diffusione discusso in precedenza. Sebbene le indicazioni
siano incoraggianti (buona tenuta della cella, buona qualita del segnale, assenza di effetti
imprevisti) i risultati sono ancora troppo incompleti per una discussione quantitativa.

4.5 Possibili sviluppi

In conclusione descriviamo alcuni possibili sviluppi, correlati ai risultati teorici e numerici
ottenuti finora. In particolare vediamo come si puo misurare la funzione di risposta coniugata
alla funzione di correlazione F'(¢;t), in modo da misurare la temperatura interna tramite il
teorema di fluttuazione-dissipazione generalizzato, e come si puo accoppiare un oscillatore
armonico al sistema nel modo discusso precedentemente.

4.5.1 Misurazione della risposta tramite ISTS

La funzione di risposta puo essere misurata tramite la tecnica ISTS Impuse Stimulated Ther-
mal Scattering. La tecnica consiste nell’inviare sul campione due fasci laser infrarossi ottenuti
per divisione da uno stesso fascio. I due fasci vengono fatti incidere a un certo angolo # per
un tempo breve §t. L’effetto di interferenza genera un reticolo con dei piani paralleli: si ha
quindi una modulazione dell’intensita in una certa direzione con un certo vettore d’onda q.
L’assorbimento del fascio da parte del campione genera un riscaldamento locale e si forma
quindi un’onda di temperatura allo stesso ¢ del reticolo: questa onda genera un gradiente di
pressione nel campione che genera a sua volta un’onda di densita. A questo punto si manda
un fascio laser nel visibile e se ne osserva la diffusione allo stesso ¢ trasferito. Il segnale
sara proporzionale all’onda di densita innescata dal laser infrarosso e quindi alla funzione di
risposta densita-densita, che & proprio la funzione di risposta coniugata alla F'(¢;t). Infatti
se 0t € molto breve rispetto ai tempi tipici presenti nel campione si puo pensare che il campo
esterno sia una funzione delta di Dirac; per cui

¢
<oult) > [ Ryplt = 0)3() = Rypft) (432)
—00
Misure di questo tipo vengono svolte ad esempio nei laboratori del LENS di Firenze; la cella
realizzata dovrebbe essere adatta alla geometria richiesta da questa tecnica.

4.5.2 Accoppiamento di un oscillatore armonico al sistema

Citiamo infine la possibilita di accoppiare un oscillatore armonico al sistema. Questa opera-
zione ¢ stata fatta in [63] inserendo il sistema in un condensatore facente parte di un circuito
risonante LC. E’ facile vedere che in queste condizioni ’accoppiamento e proprio del tipo
descritto nel capitolo 2. I risultati ottenuti sono abbastanza incoraggianti sebbene ancora
limitati dal rumore; inoltre una analisi dei tempi di equilibratura non e ancora disponibile
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in letteratura. Un altro possibile meccanismo [35] & quello di immergere nel sistema delle
particelle di massa molto maggiore di quella delle particelle del sistema. Queste particelle
possono poi essere sottoposte a una forza elastica di richiamo attraverso tecniche di confina-
mento con laser e, osservando la stessa luce diffusa del laser utilizzato per il confinamento,
si puo misurare 'ampiezza delle oscillazioni. Tutto cio potrebbe essere realizzato all’interno
della cella descritta ed e in effetti uno dei prossimi obiettivi del progetto.
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Conclusioni e ringraziamenti

Gli obiettivi di questo lavoro sono quindi stati in buona parte realizzati. In particolare e
stata verificata I’affidabilita dell’oscillatore armonico come metodo per la misurazione della
temperatura effettiva; inoltre la cella e stata realizzata e si hanno gia buone indicazioni del
suo corretto funzionamento. Sviluppi successivi saranno:

¢ La verifica numerica della utilita del teorema di fluttuazione per la misurazione della
temperatura effettiva.

¢ L’inizio di un ciclo di misurazioni volte a caratterizzare le funzioni di correlazione nel
sistema sottoposto allo shear.

o La verifica di fattibilita dei metodi proposti per la misurazione della funzione di risposta
e per accoppiare un oscillatore al sistema.

La realizzazione di questo programma permettera una caratterizzazione migliore dei vetri
strutturali e del concetto di temperatura effettiva.
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