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Quatrieme séance

Exercice 1: Propriétés générales

On considere un systeme de N particules identiques. On suppose que les N particules sont
indépendantes et que la seule interaction qu’elles subissent est un effet de confinement a
I'intérieur d’une boite rectangulaire (a deux dimensions, d = 2) ou cubique (a trois dimen-
sions, d = 3) de coté L. On notera V = L¢ la surface ou le volume totale de la boite, qu’on
supposera toujours tres grande, V' — oo.

1.

Ecrire I’équation de Schrodinger pour les fonctions d’onde stationnaires d’une particule
quantique de masse m. Quelles sont les solutions, et les énergies e associées, si 1'on
applique des conditions aux limites strictes aux bords de la boite 7 Méme question pour
des conditions aux limites périodiques.

Définir et calculer la densité d’états p(e) a d = 2,3. On considerera les deux types de
conditions aux limites et on supposera que la particule a un spin S. Montrer que dans
les deux cas, on trouve

_ Vmyg —
Pl€) = 3ons d=2
Vm3/29

1
p(e):ﬁﬂ2h3 e, d=3 (1)

ou ¢ est la degeneraissance de spin.

Rappeler 'expression de la fonction Ng(e) de Fermi-Dirac, qui exprime la probabilité
qu'un niveau d’énergie € soit occupé par un fermion quand la température du systeme
est T et son potentiel chimique p. On notera § = 1/(kgT’) ou kg désigne la constante de
Boltzmann. Représenter son allure pour différentes valeurs de la température, et montrer
que son graphe est symétrique par rapport au point (i, 1/2).

Rappeler I'expression de la fonction Ng(€) de Bose-Einstein, qui exprime la probabilité
qu'un niveau d’énergie € soit occupé par un boson quand la température du systeme est
T et son potentiel chimique pu.

Quelle condition fixe le potentiel chimique 1 7 Montrer que si le volume V' est fini, on a
i < 0 pour un gaz parfait de bosons.

Exercice 2 : Gaz parfait de bosons et fermions a deux dimensions

On considére dans cet exercice un systeme de particules confinées a la surface d’un solide, donc
a dimension d = 2. On suppose pour l'instant que les particules n’ont pas de spin.

1.

Calculer p en fonction de la densité superficielle n = N/V et de la temperature T, pour
les bosons et les fermions, dans la limite V' — oco. Montrer que

p=Tlog [F (1 — exp(£To(n)/T))] (2)

le signe supérieur étant pour les fermions, et donner l'expression de Ty(n). Tracer dans
les deux cas la courbe représentant p en fonction de T', a n fixé.

Pour les bosons, tracer la courbe représentant p en fonction de n, a T' fixé. Montrer que
I’hypothese p < 0 est verifiée pour toute valeur finie de n et que p — 0 quand n — oc.
En conclure que le phénomeéne de condensation de Bose-Einstein ne se produit pas a deux
dimensions. En utilisant cette expression, écrire 1’énergie du gaz pour 7" > T} et pour
T < Tp en utilisant 1'égalité [;° dv—== %2. Commenter les deux résultats.
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Exercice 3 : Electrons a la surface d’un solide

On considére maintenant un systeme de N électrons (fermions de spin 1/2) a la surface d'un
solide.

1. Expliciter la valeur du niveau de Fermi ep, limite du potentiel chimique a température
nulle, en fonction de la densité électronique de surface n = N/V. Sachant que l'ordre de
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grandeur de n dans un solide est ~ A", retrouver l'ordre de grandeur de ep. Définir une
échelle de température Ty associée au niveau de Fermi et la comparer aux températures
usuelles. Comparer Ty a la temperature Ty definie dans ’exercice 2.

2. On suppose dans cette question que 7' = 0. Quelle est la vitesse maximale d’une particule
du gaz ? Quelle condition doit satisfaire la densité superficielle n pour que les formules
non relativistes utilisées ici soient valables 7 Préciser numériquement cette condition pour
des électrons, en estimant leur nombre par A2; quel est I'ordre de grandeur correspondant
de la température de Fermi ? Comparez avec la densité superficielle d’un solide; qu’en
concluez-vous 7

3. On suppose dans cette question que 7' = 0. Quelle est I'énergie totale Ey des N électrons ?
Comment peut-on définir une pression pour ce systeme de particules ? La calculer, ainsi
Op

que le module de compression —V W’N' Montrer que p = Ey/V.

4. On s’intéresse maintenant au régime des basses températures, et ’on cherche un développement
systématique (dit développement de Sommerfeld) en puissances de la température d’intégrales
du type

1= [ de Ne()g(e) (3
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ot g est une fonction réguliere arbitraire. On sépare la valeur a T" = 0 en réécrivant cette
expression comme

p oo
I= /_ de g(e) —l—/_ de f(e)g(e) . (4)
Expliciter f et tracer son allure pour différentes températures. En déduire le développement

1= [ de g0+ T (kTP () + ... (5)
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en utilisant 'égalité [;° dx = 7{—; Quelle est la forme de la suite du développement ?

5. Déterminez le comportement de la chaleur spécifique a I'ordre le plus bas en température.
Vous appliquerez pour cela le développement de Sommerfeld au calcul du nombre de
particules et de 1’énergie, et vous utiliserez ’expression du potentiel chimique obtenue en
précédence.

6. Que donne le développement de Sommerfeld si on 1’applique au calcul du potentiel chim-
ique p 7 Peut-on comprendre cette anomalie a partir de ’expression exacte de p obtenue
en précédence 7



Exercice 4 : Gaz parfait de bosons a trois dimensions

On considere maintenant un gaz de bosons sans spin a trois dimensions, et on discutera le
phénomene de condensation de Bose-Einstein. Il sera utile d’introduire la fugacité z = e*.
Vous serez amenés & utiliser les fonctions suivantes:
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appelées quelquefois fonctions polylogarithmiques. Vous aurez a envisager les valeurs ¢ = 3/2
et 5/2. Pour z < 1, g4(2) ~ z, mais vous aurez surtout besoin d’examiner le comportement de
ge(z) quand z — 17. Pour £ > 1, gy(1) = ((¢), ou ( est la fonction de Riemann, ce qui donne
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g32(1) = ¢ (2> ~ 2,612 et g5/2(1) = ¢ <2> ~ 1,342. On rappelle que I’ <2> = \/7/2 et que
5
1. Dans la limite V' — oo et en supposant que p < 0, montrer que la condition qui lie g a
la densité n = N/V et a la temperature 1" est

n=130s(2) (7

ot A est la longueur d’onde thermique. Tracer de fagcon schematique la courbe représentant
n en fonction de p, a T fixé, et comparer avec le résultat obtenu a deux dimensions. Mon-
trer que a trois dimensions n reste fini quand p — 0 et trouver la valeur de densité n. qui
correspond a la limite g — 0. Ceci semble conduire a une contradiction, parce que aucun
valeur de p ne correspond aux densités n > n..

2. Cette contradiction apparente nous amene a reflechir mieux aux hypotheses qu’on a fait.
Quand on augmente la densité et on approche la limite n — n_, on trouve que u — 07,
ce qui contradit 'hypothese qu’on a fait pour trouver I'equation (7). Répéter donc le
calcul de la densité en fonction du potentiel chimique qu’on a fait au point 1 toujours en
considerant V' tres grand, mais maintenir separée la contribution de 1’état fondamental.

Montrer qu’on trouve la condition
1 1 1
n= g T e (8)

En déduire qu’il y un probleme d’échange de limites entre V' — oo et u — 0.

3. Sachant que pour z — 17 on a g3/2(2) = g3/2(1) — Cv/1 — z, montrer que pour V' tres

grand:
20(n,T) , n<ne.,
3N\ 2/3
Z(n,T) = 1— (W y n=ne, (9)
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ou zo(n,T) est la solution de l'equation (7). Tracer de fagon schematique la courbe
représentant z en fonction de n. Discuter la limite V — oo.

4. Déduire du résultat précédent que le nombre de bosons dans I’état fondamental est donné
par Ng = V(n — n.) pour n > n., et donc diverge quand V' — oo. On appelle ce
phénomene condensation de Bose-Einstein.

5. A chaque temperature 7', on trouve une densité critique n.(7"). Donner 'expression de
ne(T). On definit une temperature critique T.(n) a travers de I'inversion de cette relation.
Donner I'expression de T.(n). Tracer le diagramme de phase du gaz dans le plan (n,T).



6. Dans la méme approximation qui conduit a l’equation (8), calculez I'expression de la fonc-
tion de partition grand canonique au dessus et en dessous de T,.. En déduire I’expressions

du grand potentiel
TV
Q="Tlog(l—2)— FQE)/Q(Z) ) (10)

de la pression, de I’énergie interne, et de ’entropie du systeme. Discutez les limites de
haute et basse température.

7. Quelle est la différence avec le rayonnement du corps noir vu en travaux dirigés?

8. Recherche personnelle: quelles sont les réalisations expérimentale de cette “condensation
de Bose-Einstein” 7 A quelles densités et températures correspondent-elles 7 Comparer
avec l'expression de T,(n) qu'on a trouvé pour le gaz parfait.



