
THERMODYNAMIQUESTATISTIQUETD no6 et 7: Statistiques quantiques:de la naine blan
he au 
orps noir.Ce TD traite de la statistique des gaz quantiques. Dans la premi�ere partie, on �etablira lesexpressions de la pression moyenne et du nombre moyen de parti
ules d'un gaz de fermionset d'un gaz de bosons. On appliquera ensuite 
es r�esultats �a l'�etude de la stabilit�e desnaines blan
hes, puis de la 
haleur sp�e
i�que des m�etaux et en�n du rayonnement du 
orpsnoir.1. Gaz de fermions et de bosonsOn 
onsid�ere un ensemble deN parti
ules dans un volume 
onstant V , et �a une temp�eratureT donn�ee. Le syst�eme peut �e
hanger des parti
ules ave
 le r�eservoir, et N n'est don
 pas�x�e. On note � le potentiel 
himique. Pour d�e
rire 
e gaz, on se pla
e dans l'ensemblegrand-
anonique.Les parti
ules sont quantiques, et peuvent se trouver sur un nombre dis
ret de niveauxd'�energie indi
�es par la lettre �. On note N� le nombre de parti
ule sur le niveau d'�energie��. Se donner une `
on�guration', 
'est se donner une valeur de N� pour 
haque niveau.� Que valent le nombre de parti
ules et l'�energie totale d'une 
on�guration donn�ee?� Quel est son poids statistique? Exprimer la fon
tion de partition ZGC du syst�eme?On a besoin du grand-potentiel J = �kT lnZGC pour en d�eduire les diverses quantit�esphysiques moyennes par d�erivation.� Cal
uler la fon
tion de partition des bosons sans int�era
tion pour lesquels au
une restri
-tion n'est donn�ee sur les N�. Comment se modi�e 
e 
al
ul dans le 
as de fermions pourlesquels 
haque niveau d'�energie est o

up�e au plus par une seule parti
ule?� En d�eduire les JB et JF 
orrespondants, ainsi ques les nombres moyens de parti
ulesasso
i�es NB et NF .La somme sur l'indi
e � est li�ee �a la nature quantique des parti
ules. Pour aller plus loindans les 
al
uls, on va, 
omme dans le TD no2, introduire une densit�e d'�etat �(�) = AV �1=2(en trois dimensions), o�u V est le volume et A une 
onstante qui d�epend du spin s et dela masse m des parti
ules 
onsid�er�ees: A = 2s+12 �2m}2 �3=2 12�2 .� Par quoi va-t-on rempla
er lesP� qui apparaissent dans les expressions des N? Cal
ulerles nouvelles expressions de NB et NF .� Comment 
al
ule-t-on la pression moyenne P �a partir de J? Cal
uler1



PB et P F .On va maintenant faire un d�eveloppement hautes et basses temp�eratures des expressionspr�e
�edentes.� Montrer que quand ��� 1, on retrouve (presque) la loi des gazparfaits 
lassiques.� Montrer que lorsque T ! 0, la pression du gaz de fermions tend vers une valeur �nie.� Comment se 
omporte au 
ontraire le gaz de bosons aux basses temp�eratures?2. Exemples sp�e
i�ques1) Stabilit�e des naines blan
hesLes naines blan
hes sont des �etoiles vieilles, parvenues au stade ultime de leur �evolution: elles ont �epuis�e le 
ombustible (hydrog�ene dans un premier temps puis h�elium) quialimente les r�ea
tions nu
l�eaires fournissant l'�energie dans les �etoiles plus jeunes, et se sont
ontra
t�ees 
onsid�erablement sous l'e�et des for
es de gravitation. Ainsi, typiquementleur rayon R est de l'ordre de 
elui de la Terre, tandis que leur masse est de l'ordre de
elle du Soleil : R � 5000km, M � 1030kg, 
e qui aboutit �a une densit�e volumique� � 5� 106g=
m3, typiquement 106 fois sup�erieure �a 
elle de la Terre.� Partant de la for
e de gravitation entre 2 objets de masse m1 et m2, montrer que l'�energiepotentielle de gravitation vaut EG ' �GM2=R o�u G = 6:67� 10�11m3kg�1s�2 est la 
on-stante universelle de gravitation. En d�eduire que les for
es de gravitation sont l'�equivalentd'une pression PG qui est n�egative.� Cal
uler l'ordre de grandeur du volume par atome, en d�eduire que les 
onstituants de lanaine blan
he sont for
�ement ionis�es.� En mesurant le rayonnement �emis par l'astre et en le 
omparant �a la Loi de Plan
k (voir2) ), on estime que la temp�erature vaut typiquement T � 107K. A partir du lien entreN=V et �, 
al
uler le potentiel 
himique �a Temp�erature nulle (qu'on notera TF ) pour legaz d'�ele
trons. Montrer que vu les ordres de grandeurs en jeu, la naine Blan
he est "dansla limite des temp�eratures nulles".� Quelle est la pression PF du gaz d'�ele
trons ? Montrer qu'elle est tr�es sup�erieure �a
elle du gaz de noyaux. Comparer alors PG et PF . Con
lure que 
'est la pression detemp�erature nulle du gaz d'�ele
trons, li�ee au prin
ipe de Pauli introduisant une sorte de"r�epulsion e�e
tive" entre fermions, qui empê
he la naine blan
he de s'�e
rouler sous l'e�etde sa propre gravitation.2) Rayonnement du 
orps noir.Il est bien 
onnu qu'un 
orps 
hau��e �a une temp�erature �elev�ee, �emet de la lumi�erevisible, 
'est �a dire rayonne de l'�energie. Cette 
onstatation banale est 
ependant assez
ompliqu�ee �a mod�eliser en g�en�eral. En e�et, un bilan d�etaill�e montre que pour deux 
orps2



1 et 2, on a B1A1 = B2A2 o�u B(�; T ) est la densit�e spe
trale de puissan
e rayonn�ee par unit�ed'angle solide, tandis que A(�; T ) est le 
oeÆ
ient d'absorption pour la longueur d'onde �de photon 
onsid�er�ee. Par d�e�nition du Corps Noir A = 1 en toutes 
ir
onstan
es, 
e quisimpli�e 
onsid�erablement le probl�eme. Notons que le Corps Noir est le 
orps qui �emetle plus (
f. bilan d�etaill�e) et que le Corps Noir n'apparait v�eritablement noir que si il est�a basse T : 
hau��e �a une Temp�erature �elev�ee il �emet de la lumi�ere visible : il n'apparaitdon
 pas "noir", 
ontrairement �a 
e que son nom indique.Le fait de 
onsid�erer une en
einte ferm�ee, dont les parois (suÆsament �epaisses pourne pas être transparentes) sont port�ees �a une temp�erature T, est une bonne r�ealisationpratique du Corps Noir. En e�et, même si les parois ne v�eri�ent pas A = 1, du faitque l'en
einte est 
lose, tout photon �emis sera �nalement absorb�e, même si 
ela ne seproduit qu'�apr�es un grand nombre de r�e
exions. En supposant que l'ensemble des photonspr�esents dans la 
avit�e est en �equilibre ave
 le r�eservoir d�energie 
onstitu�e par les paroisde l'en
einte, nous allons 
her
her le nombre de photons pour un � donn�e, ainsi que lad�ependan
e en � de 
e nombre de photons.� Même ainsi simpli��e, le probl�eme pos�e 
omporte une diÆ
ult�e qui tient �a 
e que lenombre total de photons (
ontenus dans l'en
einte plus les parois) n'est pas �x�e. En e�et,le nombre de photons s'ajuste en fon
tion de T , 
ontrairement au TD.4 sur l'adsorptiono�u le nombre total d'atomes (adsorb�es plus dans le r�eservoir) �etait �x�e. Il n'est don
 paspossible de se pla
er dire
tement en ensemble grand 
anonique. Pour tourner la diÆ
ult�e,nous admettrons 
e r�esultat de M�e
anique Quantique : un ensemble de n photons de mêmefr�equen
e �0 est assimilable �a un os
illateur harmonique dans son ni�eme �etat, d'�energieEn(�0) = h�0(n+ 1=2).Cal
uler Z(�0; T ). En d�eduire le nombre moyen de photons N(�0; T ) et montrer que lepotentiel 
himique des photons est nul. Pr�e
iser N dans la limite 
lassique et dans 
elle detemp�erature nulle.� Pour les photons, le 
al
ul de la densit�e d'�etats g(�) est sp�e
ial. En e�et, 
es parti
ules�etant de masse nulle, elles ob�eissent �a la relation d'Einstein E = h� = p
 o�u p est leurquantit�e de mouvement et 
 la vitesse de la lumi�ere.En utilisant 
ette d�e�nition de E, ainsi que des 
onditions aux limites de bords durspour quanti�er les ve
teurs d'onde K = p=�, trouver g(�).� Donner la r�epartition spe
trale des photons (Loi de Plan
k), 
'est �a dire la distributiond'�energie �a T �x�ee, en fon
tion de �.Montrer que 
ette 
ourbe �a un maximum.En admettant que 
e maximum est donn�e par �max = 2:82 � kBT=h d�eduire de la
ouleur du Soleil sa temp�erature de surfa
e.� En int�egrant sur � montrer que la puissan
e totale rayonn�ee par un 
orps noir est pro-portionnelle �a T 4 (loi de Stefan-Boltzmann).
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