
THERMODYNAMIQUESTATISTIQUETD no2: Densit�e d'�etats.De Brooglie a asso
i�e �a toute parti
ule mat�erielle de massem et de quantit�e de mouvement ~pune onde de ve
teur d'onde k = 2�� , o�u ~p = }~k. Ce 
omportement ondulatoire s'exprime viaune fon
tion d'onde  (x; t) que l'on peut 
al
uler en r�esolvant l'�equation de S
hr�odinger. Lapr�esentation et la r�esolution d�etaill�ees de 
ette �equation font l'objet du 
ours de m�e
aniquequantique. Pour 
e TD, nous admettrons dire
tement que (x; t) = �Aeikx +Be�ikx� ei!t (1)o�u ! = }k22m , et A et B sont �a pr�e
iser.
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On s'interesse au 
as o�u la parti
ule estdans un puit de potentiel de longueur a,
'est-�a-dire au 
as o�u la parti
ule ne peutpas sortir de l'intervalle [0; a℄ 
ar la valeurdu potentiel passe brusquement de 0 �a +1aux bornes de [0; a℄ (
f �gure 
i-
ontre).L'�energie vaut E = p22m + V (x). Dans le puito�u V est nul on a don
 E = }2k22m .Le but de 
e TD est de montrer que même si, 
omme on va le voir, le spe
tre en �energie estquanti��e, i.e. dis
ret, on peut introduire (dans une 
ertaine limite) un formalisme 
ontinupar le biais de la `densit�e d'�etat' pour 
al
uler toutes les grandeurs thermodynamiques.1. Quanti�
ation de l'�energieOn se pla
e tout d'abord, 
omme le sugg�ere la �gure 
i-dessus, dans le 
as unidimensionnel.On veut imposer des 
onditions aux limites de type `bords durs', 
'est-�a-dire  (0; t) = (a; t) = 0.� Donner l'expression de  �a une 
onstante multipli
ative pr�es, et montrer que k (et don
E) est quanti��e.  k et  �k repr�esentent-ils le même �etat physique?� Exprimer N(E), le nombre d'�etats d'�energie inf�erieure ou �egale �a E. En d�eduire ladensit�e d'�etats g(E) = dN(E)dE .On peut g�en�raliser 
es r�esultats aux situations bi- et tridimensionnelles.� Donner sans 
al
ul les valeurs permises de kx, ky (kz).� Exprimer les N(E) et g(E) 
orrespondants.1



2. Utilit�e de g(E). Limite 
lassiqueLes ve
teurs ~k que nous venons de d�eterminer quali�ent 
ompl�etement les `mi
ro�etats' dusyst�eme. Les 
al
uls des grandeurs thermodynamiques vont faire intervenir des sommessur tous les �etats, et don
 sur tous les ~k possibles. Par exemple, pour la parti
ule �etudi�eedans la partie 1., la fon
tion de partition 
anonique Z s'�e
rit:Z = X~k possibles e� EkkBT (2)� R�e�e
rire Z en fon
tion de N(Ek +�E)�N(Ek).� Donner la valeur minimale �Emin de �E.� Montrer que si �Emin � kBT alors Z � R +10 dE g(E) e� EkBT .� En utilisant p = h� , trouver la longueur d'onde �th asso
i�ee �a une parti
ule d'�energie kBT .Ramener le 
rit�ere �Emin � kBT �a une 
omparaison entre �th et a.Remarque: La limite �Emin � kBT est appel�ee `limite 
lassique'. Elle permet de simpli�erbeau
oup les 
al
uls puisqu'on peut transformer les sommes dis
r�etes en int�egrales defon
tions 
ontinues. kBT est dans 
e 
as suÆsament grand pour pouvoir `r�esumer toutesles sensibilit�es quantiques' dans la même fon
tion g(E).Exemple: Pour un �ele
tron (m � 10�30 kg) on a�th = 6 nm �a T = 300 K.�th = 0:6 �m �a T = 30 mK.La limite 
lassique est don
 toujours valable sauf aux temp�eratures tr�es basses dans lestr�es petits 
ir
uits.3. �Equipartition de E �a la limite 
lassiqueOn 
onsid�ere m parti
ules sans intera
tion (gaz parfait) dans le puits de potentiel �etudi�edans la premi�ere partie.� Cal
uler Zm=1 dans la limite 
lassique (en utilisant gm=1(E)). En d�eduire qu'en dimensiond, on a Um=1 = 12dkBT (�equipartition de l'�energie).Remarque: nous verrons au TD 3 que pour m parti
ules sans intera
tion (gaz parfait), onobtient Um = m� U1 .

2


